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_ Vorrede des Uebersetzers. 





Unter den Mathematikern, die ihre 
Wissenschaft weiter ausbildeten, nimmt 
. Lagrange eine vorzügliche Stelle ein. 
 Ersteht, imVerdiensteum dieMathema- 
tik, in gleichem Range mit Euclides, 


. Archimedes, Leibnitz, Newton 


und Euler. Ihm verdankt die Mathe- 
matik die Erfindung der Variations- 
Rechnung; eine rein analytische, auf 


_ den Variations-Calcul gegründete Dar- 
stellung der gesammten Mechanik, mit 
wichtigen Anwendungen auf die Astro- 
nomie; Entdeckungen in der. Theorie 
der algebreischen Gleichungen, denen, 

nach 


/ 


nach Ihm, wenig Neues hinzugefügt‘ 
worden; die Begründung und Feststel- 
- lung der Principien der sogenannten 
Infinitesimal-Rechnung und unzählige 
andere einzelne ‚Entdeckungen. und 
j Vervollköommnungen! in allen Theilen 
der Grössenlehre. Lagrange war, in 

jedem Sinne, des grossen Eulers wür- 
‚diger Nachfolger: im-Bestfebungen, im 
Verdienste, und sogar in der Stelle, wel- 
“ che er, zwänzig Jahre lang, bei der Aca- 
demie der' Wissenschäften. zu Berlin 
bekleidete. Beide Männer gingen den- 
‚selben Weg, nemlich den analytischen, 


= { der in der Mathematik ünstreitig der 


wahre Weg der Entdeckung ist. Sie 
Beide sind es vorzüglich, die der Ma- 
" thematik ihre neueste Gestalt und Aus- 
dehnung gaben. Eulers unerschöpfli- 
cher, einen bewundernswürdigen Fleiss 
belohnender Reichthum, und, mit die- 
e sem ROREOMEN,, Lagrange’ s schaf- 
| e | fende 


.“ 
r’ - 


fende Kraft hatten »Erfolge,: welche 


Epoche in‘der. Wissenschäft machten 


and: dieselbe um einen ganzen Zeit- 
raum: vor, ja zum "Theil, 'wie‘es 2.'B. 
mit der analytischen Mechanik ‚scheint, 
über... die gegenwärtige Zeit ‚hinaus. 
tückten. Lagrange’s Schriften sent- 
halten für den Kemner einen, noch auf. 
späte Zeiten hin, nutzbaren Schatz'von 


‚mathematischen Sätzen’ und Gedanken, . 
und zum Studio sind wenige andere _. 


. Schriften, in jedem Sinne, und beson- 

ders ihrer ‚Eigenthünlichkeit wegen, 
so sehr zu empfehlen, wie die seinigen. 
In hohem Grade :nemlich besass_die- 
- ser Schriftsteller die seltene Gab e, €i- 
nen Gegenstand aus dem umfassend- 
sten und :allgerheinsten Standpunkte 2 zu 
' betrachten, ihn zu überschauen und bis 
in seine Tiefen zu: ‚durchdringen. La- 
grange’s Klarheit der Ideen und der. 
Darstellung ist fast ‚ohne Beispiel; das 
| ver 


Verwickslte te ist ihm, und wird Fusch 


‘sinn ‚möchten nur die Alten ihm ‚zu 
vergleichen sein. Alle seine Schrif- 
ten sind Denen, für die er sie be- 


2 
ihn so leicht und einfach, wie dasEle- 
_  mentare, und an Strenge und Scharf- 


stimmte, in hohem Grade deutlich, wel- £ 


ches der stärkste Beweis ist, dass er 
sich selbst klar war. Denn Wortesind 


die Bilder der Gedanken, und Klarheit 


des Vortrages und der Begriffe kön- 


nen nur beisammen sein. Lagrange 


war einer der hellsten und ruhigsten, 
und, wenn der Ausdruck erlaubt ist, 
verständigsten Denker, zugleich 
aber einer der anspruchlosesten, und 
nie etwas anders als seinen Gegenstand 
im Auge behaltenden Lehrer, welche 


je die Mathematik besass. Was aber 


kann, besonders in einer kränkelnden 
Zeit, wie die jetzige, wo nur zu häu- 
be Spuren, theils der Ueberspannung, 

| | theils 
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theils der Betäubung, 'mit allen Verir- 
rangen in ihrem Gefolge, ‚ nicht die . 
Fortschritte der Wissenschaften; son- 
dern ihren Verfall anzukündigen schei- _ 
nen, diensamer und mehr Noth sein, 
als Werke, in welchen ein reiner, ge- 
sunder und kräftiger Sinn zu finden 
ist, und die nichts anders wollen, als _ 
die treue Förderung der schlichten 
Wahrheit und ihres Gegenstand. 
Lagrange’s mathematische Schrif- 
ten. besitzen diese Eigenschaften in 
vorzüglichem Grade; und, während des = 
grossen Eulers Schriften einen. un-: 


" übersehbaren Schatz von Resultaten e. 


des richtigen und natürlichen mathe- 


matischen Denkens darbieten „sind : 
Lagrange’ s Werke, mitähnlichenRe- - 


sultaten ausgestattet, durch Beispiel, | 
die schönste Lehre des richtigen mathe- 
matischen Denkens selbst, Wer mit. 
Lagrange’s Art und auf seinem Wege 

| we, wan- 


| wandelt, wird. nicht FGO AR: Mit 
| “einem: Worte: Lagrange’s Werke 
gehören zu dem Vorzüglichsten, was je 
in der Mathematik geleistet wurde. 
> Dennoch sind ‚diese Werke in 


er, Deutschland, im Verhältnisse ihres _ 


Werths, viel zu wenig bekannt. Fast 
nur wer die Mathemätik ex professo 
‚ treibt, weiss um sie und schätzt sie. 
_ ZumsStudiren werden sie wenig benutzt 
und den Anfängern sind sie fast un-. 
bekannt, während doch grade ihr Nut- 
zen für Lernende, aus den obigen Grün- 
‘den, nicht geringer sein möchte, als 
ihr Nützen für Kenner. Die Hinder- 
nisse allgemeiner Bekanntschaft mit 
diesen schätzbaren Werken liegen- in 
\ mehreren Umständen. Eiıstlich ist un- 
streitig die fremde Sprache, .in welcher | 
 Lagrange schrieb, ein Hindernis all- 
gemeiner Bekanntscaft ınit seinen- 
EFERER ° denn die F ähigkeit, ‚eine 
- Zu Wis- 


j 


. .t 
\ ’ 
1) 


| Wisgenschäft in Büchern zmstkdärdn 
die nicht‘ in der Muttersprache ver- 


“fasst sind,. ist nicht allgemein; auch .... 
wird dieses Hinderniss ‚noch durch die ee 
“ Schwierigkeit, in Deutschland, franzö- Er 
sische Bücher schnell und wohlfeil zu ‘ 


‚erhalten, vergrössert. Zweitens liegt 
ein Hinderniss darin, dass Lagrange 
nie. eigentliche Lehrbücher schrieb, | 

sondern fast nur zerstreute Abhand- 
"lungen und Bemerkungen über ein- 
zelne Gegenstände. Das einzige Werk, 
welches’ Lehrbuch zu nennen wäre, | 

ziemlich die analytische Mechanik, be- 
schäftigt sich nicht mit den Elemen- | 

ten der Wissenschaft, wenigstens nicht 
in demSinne, den man gewöhnlich! dem: 
- Worte „Elemente“ beizulegen pllegt, | 
sondern mitder allgemeinstenEntwicke- 


z lung der Mechanik, bisan ihre äusser- 


sten Grenzen, und. ist Denen, die die 


= vorhergehenden Theile. der. Mathema- 


+ 


ii 
e*. 


ik nicht in: demselben Geiste udii: I 


“ ten, kaum zugänglich. Andere, mehr . 
vereinzelte Abhandlungen über abge- 


=. sonderte,aber gleichwohl fastalle Theile: - 
:.der Mathematik berührende Gegen-. 


‚stände, sind in den verschiedenartig- - 
„sten periodischen Schriften,in denMe- 
» moiren der Academieen. von: Turin, E*% 


gentlichen Studio weniger geeignet. 
sind, was indessen nicht der Fall. ist... 


‘ Denn: immerhin mag. der Lorgends e. 


das Materielle der Wissenschaft, wenn. 


.n Berlin und Paris, in den Journalen der 2 
_ neuen ‚französischen Schulen u. s. w. i 

zerstreut. Hieraus scheint zu folgen, ei 
dass Lagrange’s Schriften zum- ah; 


er. es auch nicht bei Lagrange bei- a 


sammen findet, aus andern guten: Lehr! en 
büchern schöpfen: resumiren, mathe- | 
 matisch Denken und die Kunst, selbst : 


zu schaffen, lehrt Niemand besser, als . 


Lagrange. Ein drittes Hinderniss ': 






1eil aus dem vorigen folgt. Danem- 
ich Lagränge nie die Absicht zu ha- 
ben schien, die ganze Wissenschaft mit 
|seinen Lesern durchzugehen,; so set- 


zen seine ' Werke: überall Vorkennt- a 


nisse voraus die man darin nur zer- 
' strezzt. oder auch gar nicht findet, 
übergehen Zwischensätze und Zwi- 
schenrechnungen und sind so verfasst, 
als. wären sie nur mehr für Kenner 
geschrieben. Dieses erschwert, in Er- 
mangelung, einer Nachhülfe, bei aller 
ihrer Klarheit, wenigstens den Eingang 
in ‘dieselben und in ihren Geist, und . 
hindert also ebenfalls die En 
Benutzung. BR 

Da es nun möglich zu sein scheint, 
diese Hindernisse zu heben, indem 
dem ersten»und kleinsten eine Ueber- 
setzung, dem zweiten eine Sammlung, . 
und zu ihrem Zweoke dienende mög- 

| lich- 


lichste Zusammenstellung der: mehr 
 zerstreuten Abhandlungen, dem drit- 


. ten eine Ergänzung der Zwischensätze | 


und: Zwischenrechnungen , :gleichsam: 
ein Compentar, ahhelfen und diesen 
- Schatz mathematischer Wahrheiten all- 

| gemejner zugänglich - machen dürfte, 


.. so, hat der Unterzeichnete die Ausfüh- 


rung eines solchen Unternehmens für 
nützlich gehalten. Schon das blosse 
Sammeln so bedeutender und so sehr 
 zerstreuter Werke 'scheint nicht 'un- 


wichtig, weil das Beste, der Vereinze- 


lung wegen, weniger nutzbar ist und 
_ auch selbst eher vergessen wird, oder 
wohl gar, in:späterer Zeit, eher verlo- 
ren geht. Ein nicht minder wichti- 
ges Unternehmen würde ‚daher auch » 
eine gleicheSammiungderEulerschen 
Schriften sein, wovon aber die Aus- 
führbarkeit, wegen der ungeheuren 
Masse Giesen Schriften, und. weil das 

In- 


Interesse an. denselben, da si sieschonin 
eine etwas frühere Epoche fallen, so 


wie die Wissenbhaft sich weiter ent- 


wickelt, :nothwendig, abnehmen muss, 
schwer abzusehen ist. Lagrange' s. 
Werke. fallen dagegen in: eine spätere 

' Bildungs-Periode, ihr Umfang istnicht 


sehr-gross und ihr Nutzen liegt näher; 


daher schien die Sammlung dieser 
Schriften, auch selbst blos auf den. 


Zweck des Sammelns gesehen, einem ‘- 


gleichen Unternehmen ‘mit den Eu- 
lerschen Werken wenigstens voran- E 
zugehen. Und da nun der unmittel- 

bare Nutzen der, Lagrangischen 
Arbeiten für das Studium der’ Mathe- 
matik, nach den obigen Ansichten, 
noch auf eine eigenthümliche Weise 
so bedeutend ist, so schien vorzugs- - 
weise die Sammlung und: Bearbeitung | 
dieser Werke, auf die oben angezeigte . 
Art, rathsamer und ein Unternehmen 


zu 


zu sein ‚ welches beitragen kann, die 
so wichtige Verallgemeinerung des Stu- 
_ diums der Mathematik zu befördern. 

Von diesen Ansichten ausgehend, 
hat der Unterzeichnete den Vorsatz ge-_ 
fasst, dieLagrangischen mathematischen 
Werke zu sammeln, zu commentiren 
und nach und nach in deutscher Spra- 
che herauszugeben. 

Er hat mit der Theorie der Func- 
tionen und den Vorlesungen über die 
Functionen- Prechnung, wegen des ei- 
genthümlichen Interesse ihres Inhalts, 
den Anfang gemacht. 

In diesen beiden Werken, welche 
ein in sich abgeschlossenes Ganze bil-- 
den, und welche man in den hier er- 
scheinenden beiden ersten Bänden der | 
Sammlung findet,hatte Lagrange vor- 
züglich den Zweck, die Infinitesimal- 
' Rechnung von den dunkeln und un- 
sichern Vorstellungen unendlich-klei- 

| | ner 


ner Grössen zu 1 befreien, dieselbe auf 
natürliche und einfache Begriffe fester 


zu gründen und sie’ Jedem eben so be- 


greiflich zu machen, wie es die Alge- 
 bra und die elementare Geometrie ist. 
Die Werke selbst liefern den mathe- 


matischen Beweis, wie vollkommen ihm - 


dieses Vorhaben gelang. Da aber La- 


grange, zu diesem seinem Zwecke, die 


Analysis, von Anfang bis. zu Ende, 


durchgehen musste, so enthalten diese 


beiden ‚Bände zugleich einen umfassen- 
den und eindringenden, gleichsam cri- 
tischen Vortrag aller der wichtigsten 
Lehren der gesammten sogenannten 


Differential-, Integral- und Variations- . 
Rechnung und: der Anwendung der- 
selben auf die Geometrie und Mecha-' 
nik. Es fehlt ausserdem darin nicht 


an neuen, dem Verfasser eigenthümli- 


chen Entdeckungen, und so sind dann 


diese Abhandlungen, schon ihres ma- 


u 


'B teriel- 


% 


teriellen Inhalts wegen, abgesehen von 
ihrem eigenthümlichen Zwecke, von 
hohem Werthe. Sie sind also schon in _ 
‚dieser Hinsicht, mehr aber noch eben 
ihres eigenthümlichen Zwecks, und vor 
_ allem, wegen des vortrefflichen ‚Vortra- 
ges und als Muster klarer mathemati- 
schen Abhandlungen, allen Denen zu. 
empfehlen, die sich die Mathematik. 
zu eigen machen, oder dieselbe auch 
nur als Verstandes-Bildungs-Wissen- 
schaft studiren wollen. Die Lagrangi- 
sche Theorie der Functionen und die. 
Vorlesungen darüber tragen die Ansich- 


ten vor, welchen die meisten neuen 


Lehrbücher gefolgt sind; daher werden 
Diejenigen, welche jeneLeehrbücher stur. 
dirten, hier dieOriginale und die Quel- 
len derselben finden, Aber auch Den-. 
jenigen, welche den Cursus dieses Theils. 
der Mathematik noch nicht machten, 
wird der Lagrangische commentirte 


% 


Vortrag sehr wohl zugänglich sein, und | 
‚sie werden durch das Studium dessel- 
ben einen trefllichen Grund legen, der 
ihnen beim weitern Lesen ausführli- 
cher Lehrbegriffe nicht anders als von 
grösstem Nutzen sein kann. oo. 

Den obigen Ansichten des | Zwecks 


seiner Arbeiten zu Folge, hat der Un- 


terzeichnete den. Text mit mehreren 
Zusätzen, Erläuterungen und Bemer- 
kungen begleitet, die sich in drei ver- 
schiedene Classen theilen lassen. Die 
der ersten Art, welche man am häufig- 
sten findet, sind blosse Einschaltungen 
von Zwischen- oder Vordersätzen und 
_ Zwischen-Rechnungen, desgleichen Er- 
läuterungen durch Figuren, die La _ 
grange überging, weil er nicht für den 
gewöhnlichen Unterricht schrieb, die 
aber dem Studirenden das Lesen des 
Werks erleichtern werden. Die der 
zweiten Art sind Bemerkungen undEr- 
u ae läu- 
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fänternngs - Versuche eigenthümlicher 
Ansichten des Buchs, mehr im Allge- 


. meinen. ‘Auch ‘diese Einschaltungen 


werden hoffentlich zur Erleichterung 


| des Studiums dienen. Die der dritten 


Art sind Bemerkungen übe er Gegen- 
stände, bei welchen der Herausgeber 
seine Ueberzeugung mit dem Vortrage 


des Verfassers nicht ganz vereinigen 


konnte. Die Zusätze dieser letzten Art 


insbesondere wünscht der Herausgeber 


von RKennern berücksichtigt; die Zu- 


 sätze der beiden ersten Arten sind aus- 


schliesslich für Diejenigen bestimmt, 


welche das Buch studiren wollen. Der 
_ Versicherung, dass die Zusätze der drit- 


ten Art nicht etwa aus der Absicht, 
seine Meinungen und Arbeiten den . 
Lagrangischen gegenüber zu stellen, 
oder gar, diese tadeln zu wollen, ent- 
standen, glaubt der Uebersetzer sich 
überheben zu können; denn eines 


Theils 


Theils hat er-seine hohe Achtune für 
Lagrange;.hier oben, deutlich genug 

ausgesprochen und er rechnet’ es sich 
ausserdem 'zur' Ehre,’ Liagrange, inso 

fern er vorzüglich in dessen Schriften. 
seine eigenen Studien machte, seinen 
Lehrer zu nezinen; andern Theils aber 


ist der Herausgeber wirklich zu sehr 


überzeugt, dass der Werth, selbst des 
Pruhms, um so mehr also des Zolles der 
Eitelkeit, gegen den Werth der Währ- 
heit in Nichts zerfällt, als dass esihm! . 
nur einen Augenblick eingekommen? 
sein könnte, Etwas, das ohne einen- 
lautern Zweck Nichts sein würde, auf- | 
Kosten der Wahrheit gelten machen zu 
‘wollen. Da inzwischen äber auch ge 
genseits die Wahrheit, und ihre liebste 
Wissenschaft, die Mathematik, "kKeine- 
Autorität kennt, so glaubte der Ueber-: 
setzer: befugt und verpflichtet zu sein’ 
seine Meinung, wo ‚sie von’ der, Atde- 
a Ter 


rer abweicht, unverholen, mit Gründen _ 
unterstützt, zu sagen. Er ist überzeugt, 
Lagrange selbst, wenn er lebte und 
- diesesBuch ihm zu Gesicht käme, würde 
diese Ansicht nicht tadeln, Die hän- 
. figen Hinweisungen des Uebersetzers 


. in den Anmerkungen auf seine eige-+ 


nen kleinen Arbeiten könnten ebenfalls 
eine Neben-Absicht zu haben. schei- 
nen. Allein, da, wie gesagt, der Ueber- 


setzer mit vorzüglicher Vorliebe La- = 


grange’s Werke studirte, so wird man 
es natürlich finden, dass seine eigenen " 
"Arbeiten vorzüglich Gegenstände be- 
handelten, die sein Meister bearbeitete. 
Diese Gegenstände trafen also auch mit 
den gegenwärtigen zusammen und folg- 
lich konnte der Uebersetzer, wo er seine 
Meinung, zu sagen hatte, wenn er nicht _ 
wiederholen wollte, was er anderwärts 
schon bekannt gemacht hatte, nicht 
anders, als darauf hinweisen. 

i Wegen 


— 


Wegen der Menge der Zusätze würde 
. es unbequem gewesen sein, ihnen, auf 
die gewöhnliche Art, ihre Stelle unter 
den Text, als. Anmerkungen, anzuwei- 


sen. »Sie sind. daher in den Text selbst: 


eingeschaltet und [durch Cursiv - Schrift 


sondert worden. Sie sind aber überall, 
selbst in ‘der Wortfügung, so gestellt 
worden, dass man sie beim Lesen, wenn 


Klammern eingeschlossen ist, gar nicht 


da wäre,so hat man die getreue Ueber- 


setzung des Originals. 


Es scheint, dass es möglich gewesen 


wäre,. den Text in dieser Uebersetzung 


etwas abzukürzen, weil zu Theil Ge- 


\ 


Und: Einschliessüng in eckige Klammern] wie | 
vorstehende Worte, vom Texte abge 


. man will, ohne dass der Zusammenhang - 
des Textes unterbrochen wird, auch 
‚ganz weglassen kann. Lieset man das 
Buch so, als wenn Alles, was mitlie- - 
gender Schrift gedruckt und in eckige 


\— 


en uee | 


genstände, welche in der Theorie der 
F unctionen abgehandelt werden, in den 
Vorlesungen ı über die Functionen-Rech- 
nung wieder vorkommen, Allein. ei- 
nes Theils sind dieser Gegenstände nur 
wenige,andern Theils ist;selbst die zwie- 
fache Behandlung, so originell und so 
voller eigenthümlicher ‚Ideen, das es 
nicht angemessen schien, um einige we- | 
nigeBogen zu gewinnen, vielleichtEtwas 
von bedeutendem Werthe zu verlieren \ 
und das Werk zu verstümmeln. Dieser- 
halbist von dem Originalenichtdasimin- 
deste Wesentliche weggelassen worden. 
ı Eime nieht geringe Schwierigkeit 
2 Unternehmens, die der Ueber- 
setzer bei diesen ersten beiden Bänden 
antraf, ‘darf nicht unberührt bleiben. . 
. Lagrange bedient sich nemlich, 
. sowohl in der Theorie der Functionen, - 
als in den Vorlesungen über dieselbe, 
ERRRRERENE ; selbst geschaffener 
| | | Bezeich- 


‚N‘ 


Bereichtitingent. ER PRPERRBLER: . 
gen, die aber, Theils .unzulänglich, 
Theils undeutlich sind, worönder’beste 
Beweis darin liegt, dass der Verfasser 
selbst, dieseBezeichnungen und Benen- 
nungen in der. Folge. wieder! verliess. 
Nun aber:'sind Bezeichnüngen undBe- | 
nennungen::in der''Mathematik: von 
grösserer Wichtigkeit, ald es beim er- 
sten Anblicke scheint. Sie sind dieSpra- 
ehe. dieser Wissenschaft: und eben: so 
bedeutend für sie, wie: die Riede für 
den Ausdruck und: selbst für die Ent 


wickelung; der Gedanken. Einen merk 


würdigen Beweis hiervon geben die 

Fluxions - Zeichen: der Newtonscheh 
Schule. Es ist bekannt; dass:dieseSchnle 
in der Analysis zurückbleibt, und der 
Grund davon kann fast Nichts- Ande- 
rem, alsder Unvollkommenheit der Zei- 
chen zugeschrieben werden. Fernerist 
es auch gewiss, dass grade die neuen 
= | Lagran- 


Lagrangischen: Zeichen ‚Vieles beige- 
iragen haben, ‚die Bekanntschaft. mit 
den. vortrefflichen Schriften, die sich 
ihrer bedienen, zu erschweren und ein 
Vorurtheil: gegen ihren Inhalt: zu er- 


u regen, oder wenigstens zu hindern, dass 


ihnen: ganz. die:hohe Werthschätzung 
allgemein: zu Theil werde; die sie 
verdienen. : Aus. allen diesen Gründen 
‚durften die'neuen Lagrangischen Zei- 
chen durchaus nicht beibehalten wer- 
den.:: Daraus: entstand nun aber eine 
Verlegenheit um andere.Zeichen; denn 
die alten Leibnitzischen Zeichen sind 
grade: die Bilder und Bewahrer der un» 
deutlichen und zum Theil mangelhaf- 
ten: Vorstellungen, deren Berichtigung 
den 'Hauptzweck des .Lagrangischen 
' Werks ausmacht. Der Üebersetzer hat- 
zwar selbst, in seinen mathematischen 


Versuchen, Zeichen und Benennungen 


‚ vorgeschlagen, deren Angemessenheit 


es und 


und Conseguenz sich mit Gründen 
darthun lässt, und er ist auch von der 
" Consequenz, derselben so fest überzeugt, 


dass er sich,beiseinen eigenen Arbeiten; 


nie anderer als ähnlicher Zeichen und 
Benennungen bedienen wird.: Seine ei= 
- genen Ideen: aber an die Stelle Lagran- | 
gischer zu setzen: dazu‘ konnte er sich 


durchaus nicht entschliessen. Nachlan 


ger Berathung blieb ihm nichts anders 
übrig, als, nach Lagrange’s Beispiel 


in der analytischen Mechanik, dennoch 


die alten Leibnitzischen Zeichen zu 
_ wählen, jedoch mit denjenigen Modi- 
ficationen, welche wenigstens die un- 
richtigen, den "Zeichen anklebenden 


Begriffe entfernen. Er ist sehr besorgt, 


gewesen, die wahren Bedeutungen der. 


-“ Zeichen und Benennungen noch durch 


. Zusätze zu erläutern, wo etwa das Ori- i 
ginal, wegen Lagrange’s neuer Zei- 
chen, die. besondere. Erläuterung er | 


' sparen 


sparen, Konnte und glaubt nun, anf 
dieseW.eise,denNachiheil,welchendiese 

' unvermeidliche Abänderung hätte nach 
sich ziehen können, vermieden und 

_ gehoben zu haben. In Rücksicht des- 
. sen,:wäs sich: anf.:die Erklärung der 
. Lagrangischen Zeichen bezieht,. hat 
der Text natürlich einige Abänderun- 
gen und Auslassungen erfahren müssen, 
jedoch ist Bedacht genommen worden, 
dass dadurch in dem wesentlichen In- 
halte: durchaus keine Aenderung; ent- 
stehe. ‚Auch hat der Uebersetzer zuwei- 
len: ändere, Buchstaben -Bezeichnungen 
gewählt, welche deutlicher und beque- 
mer schienen, z.B. statt der undeutli- 
chen Buchstaben i und o, die Buchsta- 
ben % und 4, und dergleichen mehr, 


was: aber im, Wesentlichen nichts än- : - 


dert. ‘Ferner hat der Uebersetzer, im 
‚zweiten Bande, : Paragraphen -Abthei- 
‚ langen und Ueberschriften des einzel- 


nen 


. nen Inhalts beigefägt, ‚wodurch er die 
“ Deutlichkeit und- Uebersichtlichkeit 
. befördert zu haben glaubt. | 

Noch ist jedem ‚Bande ein Ver- 
zeichniss derjenigen Druckfehler des 

Originals, die bei der Uebersetzung be- : 

merkt wurden‘ und daselbst nicht an- 

gezeigt sind, angehängt worden. Diese 


Verzeichnisse werden den Besitzern Geh BR 


Originals nützlich sein. | 
‘ Einer Sammlung der Werke eines 
so berühmten und verdienten Schrift- 
stellers, schien es angemessen, Nach- 
richten von seinem Lieben und Wir- 
ken, so wie ein Verzeichniss seiner 


' Werke vorauszuschicken. Der Ueber- 


setzer hat zu dem ersten die vonDe- 
lambre der Academie vorgelesene 
Biographie Lagrange’s, nebst.einigen 
Anhängen und dem was er selbst, hier; 
im ehemaligen Aufenthalts - Orte La- 
grange ’8, hat sammeln können, 'ge- | 
wählt 


“wählt und das Verzeichniss der Werke 


. „Lagrange’s ist so mitgetheilt wor- 

den, wie es Lacroix der analytischen 

Mechanik angehängt hat. Das Brust- 
_ bild des grossen Mannes, nach einer 


‚ Medaille, die in Paris verfertigt ist und 
die nach dem Zeugniss Aller, welche 
2 Lagrange . sahen, den Uebersetzer 

mit eingeschlossen, das Verdienst der 


äussersten Aehnlichkeit hat, ist in, 


Kupfer gestochen worden und ziert, 
. nebst einem Fac-simile des Namenszu- 


ges Lagrange’s, den Titel des ersten 


Bandes, 
- Schliesslich kann der Herausgeber 


nicht unterlassen, der rühmlichen Be- 

| reitwilligkeit zu erwähnen, mit wel- He 
cher die Verlags-Handlung sein Un- 
ternehmen befördertee Man wird die 


‚Güte .des Drucks und das Aeussere 


der vorliegenden beiden Bände nicht 
| übersehen und ohne Zweifel den Eifer 


des 


- 


> 


des Herrn Verlegers,in Förderung nütz- 
licher Werke in den exacten Wissen- _ 
schaften, mit Vergnügen anerkennen. _ 
Der Herausgeber wünscht nun die- 
sen ersten Bänden nur Etwas von der- 
' jenigen Theilnahme, welche die La- 
grangischen Arbeiten. verdienen. Als- . 
dann wird es seine angenehmste Pflicht 
sein, seine Kräfte und die wenigen, 
meist nächtlichen Stunden, welche seine : 
Geschäfte im öffentlichen Dienst ihm | 
für die Wissenschaft übrig lassen, der- 
Ru erunE dieses Unternehmens zu | 
Berlin im November 1822. 


L, 


A.L. Crelle. . 
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‚Nachricht von PRIRREHRR: $ Leben | 
und Schriften. 


Vorgelesen von Dalsmbss am 3. Januar 1814 in 
der Academie der W issenschaften zu Paris. | 


(Memoires de la classe des sciences mathematiques 
et physiques de Pinstitut de a annee ı812,) 





Joseph Louis Lagrange, einer der Urheber 
der Academie von Turin, zwanzig Jahre Direc- 
_ tor der physisch-mathematischen Classe der Aca- 
demie der Wissenschaften zu Berlin, Ehrenmit- 
glied der Academie der Wissenschaften zu Pa- 
ris, Mitglied des Instituts von Frankreich und 
des Längen-Büreaux,, Senator und Graf des Reichs, 
Gross-Oflicier der ua und Grosskreuz 
des Kaiserlichen Ordens der Reunion, wurde zu 
Turm am 25. Januar 1736 geboren. Seine EI- 
tern waren Joseph Louis Lagrange, Kriegs- 
zahlmeister und. Maria Therese Gros, ein- 
zige Tochter eines reichen Arztes zu Cambiano, 
| Sein Urgrossyater, französischer Cavallerie- 
Capitain, war in die Dienste Emanuel des zwei- 
ten, Königs von Sardinien, gegangen, der ihn, 

I. A | 


r 


18, 
f a 


durch Verheirathung mit einer Dame Conti, aus 
einer berühmten römischen F amilie, an Toriu 
-fesselte. .Er war ein geborner Pariser und ver- 
wandt mit Marie Louise, Dame d’atours der 
"Mutter Ludwigs des Vierzehnten und späterhin 
Gemalin von Frangois Gaston de Bethune *). 


Diese Familien-Umstände haben zwar kei- 
nen Wertli bei einem Gelehrten, dessen Ruhm 
‘des Stammbaumes nicht bedarf; allein sie sind 
für Frankreich nicht gleichgültig, welches, sich 
bemühte ilin wieder zu erhalten und ihn in 
seine alten Rechte wieder einzusetzen. Sein 
und seiner Mutter Namen‘ beweisen seine fran- 
‚zösische Abkunft; alle seine Werke sind franzö- 
‚sisch geschrieben, seine Geburtsstadt war spä- 
'terhin an Frankreich gekommen. Frankreich al- 
so hat unzweifelhaft das Recht, sich eins der 
grössten Genies zu rühmen, die jemals die Wis- 


senschaften verherrlichten. ‚ 


_ Lagranges Vater war reich; er hatte sich 
- vortheilhaft verheirathet, verlor aber sein Ver- 
mögen durch gewagte Unternehmungen. Bekla- 
gen wir deshalb Lagrange nicht!. Er selbst 
betrachtete die Geld-Verluste seimes Vaters als 
. eine der ersten Ursachen alles Guten, was ihm 





x 
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| *) Lobrede auf Lagrange von Cossali. Padua 1813. , 


+ 


Ill 


| hernach widerfuhr. Er äusserte ie ‚er. in _ 


be, wäre er begüterter gewesen, - ‘er. würde sich 


vielleicht. der Mathematik ‚nicht gewidmet haben, 


und was hätte. er wohl RR irgend einer andern 
Laufbahn erreichen können, das mit einem ru- 


 higen betrachtenden Leben, mit jener glänzen- 
den Reihe von unbestrittenen- Erfolgen in 'einer 


anerkannt- schwierigen Wissenschaft, und mit je= 


ner hohen Achtung zu vergleichen gewesen wäre, | 


die er bis zu seinem letzten Augenblicke, ın im- 
mer steigendem Maasse,. genoss! | 


Die Neigung für die Mathematik war nicht 


diejenige, die sich bei ihm zuerst zeigte. Er. 


interessirte sich eifrig für Cicero und Vir- 
gil, ehe er Archimed und Newton lesen 
konnte. Bald darauf ging er, mit nicht gerin- 
germ Eifer, zu der Geometrie der Alten über, 


die er Anfängs der neuern Analysıs vorzog. Eine 


Abhandlung des berühmten Halley, aus jener 
Zeit, worin dieser die Vorzüge der Analysis zu 
beweisen’ sucht, hatte die Ehre, Lagrange zu 
bekehren und ihm seine wahre Bestimmung zu 
offenbaren. “ | 2 


Er trieb nun dieses neue Studium, und zwar 


eben so glücklich wie bis dahin die Synthesis, 
„in, welcher er schon so ausgezeichnete Fortschritte 
‚gemacht hatte, dass er im sechszehnten Jahre 


1 


'ıYy 


£ 


seines Alters *) dieStelle eines Professors der Mathe- 
!matik an der Königl. Artillerie Schule bekleiden 
konnte. Die ungewöhnliche . Jugend eines Leh- | 
rers gereicht ihm zum Vortheil wenn er ausser- 
ordentliche Talente hat, und seinc Schüler nicht 


zu jung sind. Lagranges Schüler waren alle 
älter als er, aber desto aufmerksamer auf seinen 


Unterricht. Er zeichnete einige von ihnen aus, 


die seine Freunde wurden. 


Aus dieser Verbindung entstand die Turiner 


 Academie, die im Jahre 1759 unter dem Titel: 


Actes de la societe privee, den ersten Band ıh- 
rer Schriften herausgab. Man findet darin den 
jungen Lagrange Ye physischen Untersuchun- 
gen des: Arztes Cigna und die Arbeiten des 


- Marquis. de Saluces leiten. Er lieferte Fon- 
 cenex den analytischen Theil seiner Abhand- | 


lungen, ihm die weiten Entwickelungen der 


* Sätze auf welche "sich seine F ormeln bezogen 


überlassend. Man bemerkt schon in diesen Me- 
moiren den rein analytischen Gang, der nach- 
her der ausschliessliche Character der grossen 
Lagrangeschen Schöpfungen wurde.: Er hatte . 
eine neue Theorie des Hebels gefunden. Sie. 
macht den dritten Theil einer Abhandlung aus, 


‚die viel Glück hatte. Foncenex wurde zur 





*) Nach andern iin fanfzehnten oder neunzehnten. 


gr zu 


Belohnung an die Spitze der Marine gestellt, de 
damals der König von Sardinien errichtete. Die . 
beiden ersten Theile scheinen den nemlichen 
Styl zu haben .und aus "derselben Feder ‚geflos- 
sen; sind'sie etwa auch von Lagrange? Er 
‚hat sie nie ausdrücklich reclamirt, aber der 
wahre Verfasser lässt sıch noch dentlicher aus 
dem Umstande schliessen, dass Foncenex bald 
aus den Sammlungen der neuen Academie ver- | 
schwindet und dass Montucla, der nicht wusste 
was uns Lagrange in seinen letzten -Augen- 
blicken entdeckt hat, sich wundert, dass Fonce- 
nex, nachdem er sich so vortheilhaft angekün- 
digt, Untersuchungen eingestellt habe, die ihm 

“ hätten einen Namen machen können. 

Lagrange, während er seinem Freunde‘ 
einzelne Arbeiten überliess, machte um eben’ die 
Zeit unter seinem eigenen Namen Theorien be- 
kannt, die er weiter auszuführen und zu entwi- 
ckeln versprach, Nachdem er neue Methoden 
für die Maxima und Minima aller Art gegeben 
und die Unzulänglichkeit der bekannten For- 

' meln gezeigt hatte, kündigte er an, dass er die- 
sen Gegenstand, der ihm interessant scheine, in 

; einem Werke an welchem: er arbeite, weiter ent- 
wickeln wolle, wo sich zeigen werde, dass sich _ 
auf eben diese Sätze die ganze Mechanik, feseer 
sowohl als flüssiger Körper, bauen lasse. 


er 


So hatte er also schon im drei und zwan- _ 


zigsten Jahre‘ den ‚Grund zu jenem grossen Werke 


gelegt, das späterhin 28 Bewunderung der Ge- u 
lehrten erregte. 

In dem nemlichen Bande_ ED er die 
Theorie der rücklaufenden Reiben und der Wahr- 
scheinlichkeit, die bis dahin nur auf indirectem 
Wege behandelt worden waren, der Differential- 
Rechnung und begründet sie auf diese Weise 
natürlicher und fester, 

Newton hatte versucht, die Bewegung: Nüs- 


- siger Körper der Rechnung zu unterwerfen, und 


‚Untersuchungen über die Fortpflanzung des Schal-. 


les angestellt; seine Grundsätze waren unzurei- 


chend und selbst irrig und seine Voraussetzun- 


#J 


gen nicht überall «mit einander vereinbar. La- 


grange beweiset sie; er gründet seine neue’ 
Unter suchungen auf bekannte dynamische Ge- 
setze; indem er nur die i in 'grader Linie liegen- 
den Lufttheilchen betrachtet, bringt er die Auf- 
gäbe auf diejenige von schwingenden Saiten, über 
welche noch die grössten Mathematiker verschie- . 
dener Meinung gewesen waren; er Zeigt, dass 
ihre Rechnungen zur Beantwortung der- Frage 


nicht hinreichen; er versucht , eine neue Auflö- 


sung, nach einer eben so neuen als interessanten 
Methode, durch welche sich ‚eine unendliche 
Menge von Gleichungen zugleich ‘auflösen lassen, 


mn 


wi vo 
und die sich sogar auf die unstetigen Functionen 
ausdehnen lässt. Er begründet die Daniel-Ber- & 
noullische Theorie der Verinischung emfacher 
und gleichförmiger Schwingungen fester. . Er 
zeigt die Grenzen, innerhalb welcher diese Theo- 
rie‘ zureicht, und über welche hinaus sie fehlt; 
darauf kommt er zu der von Euler angegebe- 
nen Construction, die völlig genau ist, obgleich 
ihr Erfinder darauf durch nicht ganz strenge 
Rechnungen kam. Er beantwortet die d’Alem- 
berischen Einwürfe. Er beweiset, dass; welche 
Gestalt auch - die Saite. hat, ‘die Dauer . der. 
- Schwingungen immer dieselbe ist; ein Erfah- ° 
rungssatz, dessen Beweis d’Alembert für sehr 
schwer oder gar unmöglich gehalten hatte. Er 
‚geht zur Fortpflanzung des Schalles über, han- 
delt von dem einfachen und zusammengesetzten 
Echo, von der Vermischung des Schalles, von 
‚der Möglichkeit, dass sich mehrere Klänge ın 
einem und demselben Raum verbreiten, ohne 
sich-zu stören. Er beweiset strenge die Entste- 
hung der harmonischen Töne. Er schliesst mit 
‘der Bemerkung, dass er das V.orurtheil habe be- . 
kämpfen wollen, als könne die. Mathematik nicht‘ 
‘zu Aufklärungen in der Physik dienen. 

Wir haben einen ausführlichen Auszug jener 
Abhandlung gegeben, weil sie die erste ist, an 
welcher sich Lagrange s Talente Fr Die 


vinur 


Analysis in dieser Abhandlung gehört zu den : 
allerschwierigsten, aber ‚der Gegenstand hat zu- 
gleich etwas Sinnliches. Es kommey darin Worte 
. und Dinge vor, die unsern meisten ° Zuhörern 
nicht fremd sind. Auffallend ist, (dass auf eine 
solche Weise, ein noch ganz junger Mann, in- 
dem er einen Gegenstand behandelt, über! wel- 
chen Newton, Taylor,Bernoulli und d’Alem- 
 bert arbeiteten, auf eimmal mitten in der, Reihe 
dieser grossen Gelehrten als ihres Gleichen er- 
scheint, ja selbst als Schiedsrichter, der, einen 
. schwierigen Streit schlichtend, Jedem zeigt, worin 
er Recht habe und worin er irre, den Streit 
entscheidet und die wahre Auflösung giebt, die 
Jene vermutheten, aber nicht finden konnten. 
Aber, so fest und wohlbegründet ihm auch 
seine Sätze, scheinen, so gesteht er doch, dass 
sie die beobachteten Erscheinungen nur unvoll- 
ständig erklären, besonders bei den Blase-In- 
strumenten, was die Weite und Lage der Oefl- 
‚nungen und die Geschwindigkeit des Schalles 
überhaupt betrifft; es ıst in der That wahr- 
 „scheinlich, dass: bei den Blase- Instrumenten die 
_ Luft nicht mehr als aus gradlinigen Streifen zu- 
sammöngesetzt betrachtet werden darf ; indessen 
erklärt doch diese Rechnung den bekannten Ver- 
‚such 'von Tartini recht gut, wenn‘ man an- 
nımmt, dass dieser berühmte. Gelehrte sich in 


1X 


‚so fern inrte, dass er. die‘ Octave für den u 


lichen Ton hielt, den. er hörte. 
| Euler erkannte bald den Werth der neuen 


Methode und machte sie zum Gegenstände sei-. 


ner tiefsten Forschungen. D’Alembert ‚gab nicht 
nach. In Privat-Briefen und gedruckten Ab- 


"handlungen machte er eine Menge "Einwürfe, 
welche alle späterhin Lagrange beantwortet hat, 

wobei es aber doch sonderbar ist, dass in einer 
Wissenschaft, die man gewöhnlich für so strenge 
hält, selbst Gelehrte des ersten Ranges noch in : 


ihren Meinungen getheilt seyn und fortwährend 
darüber streiten konnten? Dies kommt’ ohne 
Zweifel daher, dass Gegenstände, deren Resul- 
tate nicht füglich unmittelbar Versuchen unter- 


worfen werden können, ausser einem calculati- _ 


ven Theil, welcher strengen Gesetzen unterwor- 
fen ist, über welche sıch nicht streiten lässt, 
gewöhnlich noch einen metaphysischen Theil 
haben, der zweifelhaft und dunkel bleibt [und 


einen physischen ‚ über welchen man gewöhn- . : . 


lich, bei solchen Anwendungen der Mathema- 
tik auf einzelne Erscheinungen, zunächst mit 
Hypothesen hinweg zu kommen sucht]. Auch 
‚wohl daher, dass sich .die Mathematiker öfters 
bei ihren Rechnungen begnügen, bloss den Gang 
dar Beweise anzuzeigen und Entwickelungen,, die 


keinesweges immer so überflüssig sind als es. 
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scheint, weglassen, wo.dann die Ausfüllung die- 


‚ser Lücken öfters eine Arbeıt erfordert. zu wel- 


cher nur der Verfasser allein den Muth haben 


mag; endlich aber daher, dass Dieser, fortgeris- 


sen von seinem Gegenstande und von seiner Ge- 
schicklichkeit, sich erlaubt, s@lbst' auch wohl 
über zwischenliegende Begriffe hinwegzuschrei- 
ten und seine Endgleichung gleichsam zu erra- 
then, anstatt sich Schritt vor Schritt, mit derje- 
nıgen Aufmerksamkeit die jedes Misverständniss 
hebt, ihr zu nähern. Daher finden öfters vor- 
sichtige Rechner, selbst bei Euler, d’Alembert 
und Lagrange, Fehler, und die besten Köpfe - 
können sich nicht sogleich verständigen, weıl 
sie sich nicht mit derjenigen Aufmerksamkeit le- 
sen, die nöthig ist, um sich zu verstehen. 
Eulers erste Antwort bestand darin, La- 
grange in die Berliner Academie aufnehmen 
zu lassen. Als er ihm am 2. October 1759 sei-. 
ne Aufnahme meldet, schreibt er ihm: „Ihre 
„Auflösung des isoperimetrischen Problems lässt 
„nichts zu wünschen übrig, und ich freue mich, 


„dass dieser Gegenstand, mit welchem ich mich, 


„seit den ersten Versuchen bis jetzt,: fast alleın 


„beschäftigte, durch Sie zum höchsten ‘Grade 


r der Vollkommenheit gebracht is. Die Wich- 
„ügkeit des Gegenstandes hat mich veranlasst, 
„mit Hülfe der von Ihnen gegebenen Aufklä- 


„rungen, eine analytische Auflösung der Aufgabe: 


„auszuarbeiten, die ich aber durchaus nicht eher 


» bekannt, machen werde, bis Sie die Fortsetzun > | 


„Ihrer Untersuchungen haben drucken lassen, 
„um Ihnen nicht den geringsten Theil des Ruhms 
„zu entziehen, der Ihnen gebührt. 2 | 

So sehr diese zarte Behandlung, diese Be- _ 
weise der höchsten Achtung, einem jungen Manne ’ 
der noch nicht vier und zwanzig Jahre alt war, . 


‚ schmeicheln mussten, so.sehr machen sie auch 
. - dem berühmten Gelehrten Ehre, der, damals den 


Scepter der Mathematik in der Händ "haltend, 
auf eine solche Weise eın Werk aufzufassen ver- 
stand, das ihm seinen Nachfolger zeigte, | 
‚Aber Eulers Worte stehen in einem Briefe, 
man könnte glauben, dass dieser grosse und wa- | 
-ckere (grand et bon) Mann sich nur eis we- 
nig eine gewisse Uebertreibung erlaubt habe, die | 
wohl im Briefstyl vorkommt. Wir wollen also 
sehen wie er sich in der F olge in der Disser- 
tation selbst ausdrückt, die sein Brief en 
Im Eingange heisst es: | 
„Nachdem ich mich lange Zeit vergebens 
„bemüht hatte dieses Integral zu finden (post- 
„quam diu et multum desudassenn ...... nec 
„quicqguam inquisivissem) bin ich nicht wenig 


„erstaunt (penitus obstupui) zu vErnehmen, dass 


„die Aufgabe in den Turiner Memoiren leicht 


_ 


’. 
k ; # 
zur en ; 
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„und glücklich gelöset sey. Diese. schöne Ent- 


.„deckung hat um so mehr meine Verwundrung 


„erregt, je mehr die Auflösung, von der Metho- 
„de-die ich angegeben habe, abweicht, und sie 
„an Einfachheit übertrifft.“ 

"So beginnt Euler seine ANA WER in or 
cher er, mit: seinem gewöhnlichen lichtvollen 
Vortrage, die Principien der Methode seines jun- 
gen Nebenbuhlers und die Theorie des: neuen 
Calculs, den er Variations-Rechnung nemt, 
auseinander 'setz. [Welch eine. Lobrede auf 
Euler! | | | 

Um die verschiedenen Ursachen von Eu- 


lers Bewundrung, die er mit so edler Freimü- 


thigkeit aussprach, deutlicher zu zeigen, wird es 


nicht unnütz seyn den Ursprung der Untersu- 


chungen Lagrange’s zu erzählen, wie er ihn . 


uns zwei Tage vor seinem Tode mitgetheilt hat. 
Die ersten Versuche, das Maximum und Miı- 


nimuim unbestimmter Integral- Ausdrücke zu fin- . 


den, waren von Bernoulli, an der Linie des 
schnellsten Falles und der isoperimetrischen Auf- 
gabe, gemacht worden. Euler hatte sie in eine 
allgemeine Methode gebracht, in einem originel- 
len Werke, ön welchem sich überall die tiefste 
Einsicht. des Calculs zeigt ; aber seine Methode, 
so sinnreich sie aueh war, hatte nicht dieje- 
nige "Einforhheit, die die sich von einem rein anar 
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Iytischen Werk erwarten liess. Euler gab 
dies selbst zu.. Er glaubte die Nothwend igkeit 
eines von der Geometrie und der Sc un- 
abhängigen Beweises zu ahnden Si ” 
In einem Anhange am Ende des Buchs, rn 
won der Bewegung geworfener Körper in nicht 
widerstehendemn Mittel handelt, scheint er ganz 
den Hülfsquellen der Analysis zu- misstrauen. 
Er sagt am Schlusse: Ist mein Princip (das- 


 jenige, welches Lagrange späterhin das Prin- 


cip der kleinsten Wirkung nannte) etwa nicht 
strenge genug bewiesen, obgleich es feststeht,, 
so. glaube ich, dass man. es noch durch eine 
gute Metaphysik zur ‚grössten Evidenz wird 


bringen können und überlasse dieses: den Me- . 


taphysikern.  - 

Diese Aufforderung, auf welche die Mets- 
physiker nicht antworteten, körte La grange. 
Sie reitzte ihn. In Kurzem fand der junge Mann. 
die Auflösung, an weleher Euler verzweifelt. 
war; er fand sie durch die Analysis und indem 
er erzählt, wie er zu dieser Entdeckung gekom- 
men sey, sagt er. ausdrücklich, um auf Eulers 





*) Desideratur itaque methodus a resolutione geo- 
metrica et lineari libera, gua pateat, loco Pdp seri.- 
Bi posse pdP. Und eben dieses beweiset Lagrange 
durch. die Variations- Rechnung. 
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: Zweifel zu antworten, dass er sie nicht für me- 
taphysisch , sondern das Princip für eine noth- _ 
- wendige Folge aus den Gesetzen der Mechanik, 
für einen bloss einzelnen Fall eines noch‘ all- 
gemeinern Princips halte, auf welches er spä- 
terhin wirklich seine analytische Mechanık ge- 
baut hat. (Man sehe die analytische Mechanik, 
Seite 246 der zweiten, . S. 189 der ersten 


Dieser schöne Eifer , wnübersteiglich gehal- 
‚ tene Schwierigkeiten zu überwinden und unvoll- 
kommen gebliebene Theorieen zu vervollkommnen, 
scheint Lagrange bei der Wahl seiner Ge- 
genstände immer geleitet zu haben. I 

| D’Alembert hatte geglaubt, dass es unmög- 
lich sey, die Bewegung einer in einem Gefässe 
eimgeschlossenen Flüssigkeit der Rechnung zu - 
- unterwerfen, in so fern das Gefäss nicht eme 
bestimmte Gestalt habe. Lagrange beweiset,. 
"dass der Fall, im Gegentheil, nur dann schwie- 
rig ist, wenn sich die Flüssigkeit in mehrere 
Massen theilt, dass man aber alsdann den Ort 
‘der 'Theilung bestimmen und die Bewegung so. 
untersuchen könne, als wenn die Theile isolirt 
| wären. | . 
D’Alembert meinte, die verschiedenen 
. Schichten einer, flüssigen Masse, wie sie die Erde 
= anfänglich habe seyn können, dürften nicht noth- 
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wendigerweise waagerecht seyn; Lagrange zeigt; 
dass d’Alemberts Gleichungen nichts als die 
Gleichungen der Schichten selbst sind. .. 
Indem er so gegen d’Alembert, und zwar 
mit aller’ einem Gelehrten dieses Ranges schul- ' 
digen Achtung, stritt, bediente er sich öfters 
schöner Sätze seines Gegners selbst; d’Alem- 
bert seiner Seits schreibt Lagrange bei Ge- 
legenheit dieser Untersuchungen : „Ihre Auf- 
„gabe hat mir so schön geschienen, dass ich 
. „eine andere Auflösung gesucht habe; ich habe _ 
„eine einfachere Methode, um zn Ihrem ele- | 
„ganteır Ausdruck zu gelangen, gefunden.“ ‚Diese 
Beispiele, deren sich leicht mehrere geben lie-. 
ssen, zeigen, mit welcher Zartheit diese berühm- 
ten Wettkämpfer emander behandelten und dass 
sie, indem sie ‘unaufhörlich ihre Kräfte maassen; 
besiegt oder Sieger, in ihrem Streite' selbst noch 
Ursach fanden, sich nur um so höher zu ach- 
ten, und dem Gegner Gelegenheit zu neuen 
Triumphen bereiteten. 
Die Pariser Academie hatte die Theorie der 
Schwankungen des Mondes zu einer ihrer Preisauf- 
gaben gemacht, d.h. sie verlangte die Nachwei- 
sung der Ursachen, aus welchen der Mond, in- 
dem er sich um die Erde bewegt, ihr, mit Aus- 
nahme einiger von den Astronomen-beobaehte- 
ten Differenzen, deren Zusammenhang der ältere 
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'Cassini sehr gut erklärt hat, immer dieselbe 
‚ Seite zukehrt. Es kam darauf an, diese Er- 
scheinung der Rechnung zu unterwerfen, und sie 
analytisch, aus dem Princip der Zr 
Schwere, zu erklären. | 
Diese Aufgabe war eine Aufforderung für 
Lagran ge’s Genie, und eine ihm dargebotene 
Gelegenheit, seine Principien und analytischen 
Entdeckungen anzuwenden. D’Alemberts Er- 
wartung ward nicht getäusch. Lagrange’s 
Arbeit ist eines der schönsten Denkmäler seines 
Ruhms. Man findet darın die erste Entwicke- 
lung seiner Ideeen und den Keim der analyti-. 
schen Mechanik, D’Alembert schreibt ihm: 
„Ich habe mit eben so vielem Vergnügen als 
„Nutzen Ihre schöne Ausarbeitung über die 
„Monds-Schwankungen gelesen, die des erhal- 
„tenen Preises so würdig ist.“ | 
Dieser Erfolg bewog die Academie, die Theo- | 
rie, der Jupiters Trabanten zu verlangen. Eu- 
ler, Clairaut und -d’Alembert hatten sich 
an der Aufgabe von drei Körpern, bei Gelegen- 
heit der Mondsbewegungen, geübt; Bailly wen- 
dete hernach Clairauts Theorie auf das Pro- 
‘blem von den Trabanten an. Sie führte ihn 
schon zu interessanten Resultaten, aber diese 
Theorie war unzureichend. Die Erde hat nur 
emen Trabanten, Jupiter hat deren viere,, die 
| sich 


Er: ze oil 
sich onsufhörlich stören und die gegenseitig auf 5 
ihren Lauf wirken: ; das war also die Aufgabe, 
von sechs Körpern, der Sonne, dem Jupiter, und: 
seinen vier Monden. Lagrange "griff die Schwie- 
rigkeit gradezü an, besiegte sie glücklich, zeigte 


die Ursach der von den Astronönien beobach- ._ 


teten Ungleichheiten, und mächte noch auf ei- 
nige andere aufmerksam, die .durch ihre Klein- . 
heit den Beobachtern entgehen. Die Kürze der 
zum Concurs bestimmten Zeit und'der: ungeheure | 
Umfang der analytischen und numerischen, Rech- . 
nungen erlaubte ihm nicht, den Gegenständ in | 
einer ersten Abhandlung ganz zu erschöpfen; 
‘er bemerkte Dieses selbst und verspräch weitere 
Untersuchungen, von welchen aber vielleicht an- 
dere Arbeiten, die mehr nach seinem Geschmack 
seyn mochten, ihn immer abgehalten haben. Vier 
und zwanzig Jahre später hat der Graf La place 
diese schwierige Theorie wieder vorgenommen 
und interessante Entdeckungen darin. gemacht, 
die ‚sie vervollständigten und die Astronomen Ä 


in Stand setzten, ihre Tafeln von allem blos Em- . 


pirischen zu befreien. 


Um eben jene Zeit ni eine Aufiie ganz | 


anderer Art Lagrange’s Aufmerksamkeit. Fer | 


mat, einer der grössten Geometer Prankreichs 

und seiner Zeit, hatte über die Eigenschaften ’ . 

der Zahlen äusserst merkwürdige Lehrsätze hin-_ 
GE Dr b 
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terlassen, auf die er vielleicht durch Induetion 
gekommen war, und von welchen er sich die 
Beweise vorbehalten hatte, die man äber nach 
seinem Tode nicht fand, vielleicht weil er selbst 
sie als unzureichend verworfen hatte, oder aus 


irgend einem andern, nicht wohl auszumitteln- 
den, Grunde. Die Lehrsätze selbst scheinen 


zwar nur mehr ende has als nützlich, aber man 


' weiss, wie sehr Schwierigkeiten, besonders dew 


Mathematiker, reitzen. Würden wohl sonst die 
Geometer, ohne diesen Reitz, so viel Wichugkeit 


auf das Problem von der Brachystochrone, von 


der Isoperimetrie und den rechtwinkligen Tra- 
jectorien gelegt haben? Gewiss nicht; sie woll- 
ten, einen neuen Calcuk erschaffen, . sie wollten 
_ Methoden erfinden und vervollkommnen , denen 
es einst an nützlichen Anwendungen nicht feh- 
len konnte, und! so ergriffen sie die erste keste 
Aufgabe, welche neuer Hülfsmittel bedarf. 

| Die Theorie der allgemeinen Schwere, wel- 


‚che Newton entdeckt hatte, war für sie ein 


wahrer Fund. Schwerlich konnte jemals der 
Transcendental - Calcul einen würdigern und er- 
habenern Gegenstand finden. Und welche Fort- 
schritte man hier noch machen mag, dem er- 


sten Erfinder bleibt sein Ruhm. Auch La- 


grange, der öfters Newton das grösste Genie 
‚aller Zeiten nennt, fügt hinzu „auch. das glück- 
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lichste, denn ‘es giebt nur eine Theorie des 
Weltalls zu erfinden.“ Hundertjährige Arbeiten 
‚und Entdeckungen sind nöthig“ gewesen, um 
das Gebäude aufzuführen, zu welchem Newton 
den Grund gelegt hatte, aber daS : Wesentliche 
verdankt man ihm, ünd‘es scheint gleichsäm Als - 
habe er schon eine Bahn’ durchlaufen; die’ er 
nur’ mıt einem Glaüze: NNIREEN der seinen Nach- 

folgerü Muth gab. ° u =. 


Ohne Zweifel hatten sich schon. michrere, 
Mathematiker an den Fermatschen, Sätzen ver- 
sucht. Keinem war Etwas gelungen. Euler 
allein hatte einige Schritte auf diesem schwie- 
rigen Wege gethan,- auf ‚welchem. sich seitdem 
Legendre und Gauss ausgezeichnet haben, La- ' 
grange, indem er einige Winke Eulers be 
nutzte und berichtgte, lösete eine Aufgabe, die ' 
zu allen übrigen den Schlüssel zu enthalten 
scheint und von welcher er zugleich eine nütz- 
liche Anwendung gab, nemlich die vollständige 
Auflösung der Gleichungen des zweiten Grades 
zwischen zwei unbekannten ‚Grössen, wenn diese 
Grössen ganze Zahlen seyn. sollen. 


Die ‚Abhandlung, obgleich, wie die vorigen, 
in den Turiner Memoiren abgedruckt, ist aus 
Berlin vom 29. September 1768- datirt. Dieses 
Datum erinnert an eines jener Ereignisse, welche 
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'inachen, dass Lagrange’s Leben nicht ganz in 
seinen Werken ist. 
' Der Aufenhalt zu Turin gefiel ihm wenig 
mehr; er fand dort Niemand mehr, der sich 
- mit einigem Erfolge mit der Mathematik be- 
schäftigte; er wünschte die. Pariser Gelehrten 
zu sehen, mit welchen er im Briefwechsel war. 
Herr von. Carraccioli, mit welchem er in der 


;  vertrautesten Freundschaft stand, wurde bei der 


Gesandschaft in London angestellt und musste 
durch Paris gehen, wo er einige Zeit bleiben 
wollte. Er schlug Lagrange vor, mit ihm zu 
‚reisen, welches dieser mit Vergnügen annahm. 
Er wurde von d’Alembert, Clairaut, Con- 
dorcet, Fontaine, Nollet, Marie und an- 
. dern Gelehrten ganz so aufgenommen, wie er 
es erwarten durfte. Plötzlich aber, nach einem 
Mittagsessen, bei welchem Nollet ihm lauter 
“auf italiänische Weise zubereitete Speisen hatte 
vorsetzen lassen, erkrankt, konnte er seinem 
Freunde nicht nach London folgen. Dieser er- 
hielt unvermuthet den Befehl sich auf seinen 
“ Posten zu begeben und musste nun Lagrange, 

in einer gemietheten Wohnung, unter der Auf- 
sicht eines Vertrauten zurücklassen, der beauf- 
tragt war, für alles Nöthige zu sorgen. | 

' Dieser Zufall änderte Lagrange’s Projecte. 
Ex kehrte nach Turin zurück. Dort widmete 
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er sich mit neuem Eifer der Mathematik, als er - 

hörte, dass die Berliner Academie mit dem Ver, - 

_Iast Eulers bedroht werde, der die Absicht ä 

habe nach Petersburg zurückzugehen. D’Alem- 
bert spricht von diesem Vorsatz Eulers in ei- 
nem Briefe an Voltaire vom 3. März 1766. 
„Es wird mir leid thun“ sagt er, „der Mann 
ist nicht sehr amüsant, aber. ein grosser Mathe- 

 matiker,“ d’Alembert lag freilich wenig daran, u 
dass der „wenig amüsante Mann“ sich von Pa- 
nis um 7 Grad weiter nach Norden entfernte; 
er konnte ja dıe Werke „des ‚grossen ‚Mathe- 
matikers“ eben so wohl in den Petersburger 
als in. den Berliner Memoiren lesen. Was aber 
d’Alembert nicht behagte, war die Furcht, an 
seine Stelle berufen zu werden, und die Verle- 
genheit, hier Anerbietungen abzulehnen, die er 
nieht anzunehmen fest entschlossen war. Frie- 
drich [der Grosse] bot in der That d’Alem- 
bert wiederholt die Präsidenten- Stelle seiner 
 Academie an, die er ihm seit dem Tode Mau- 
pertius aufbewahrt hatte; d’Alembert schlug 
ihm vor, Lagrange an Eulers Stelle zu sez-. 
zen, und wenn wir der geheimen Geschichte des. 5 
Berliner Hofes (2. Band $, 477) glauben, so 
hatte schon Euler selbst, Lagrange als den 
Mann genannt, der im Stande sey, auf seiner 
‚Bahn weiter fortzuschreiten. In der That ut 
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‚es: sehr natürlich, dass Euler, der die Erlaub- 
miss wünschte Berlin zu verlassen, und d’Alem- 
bert,.der einen Vorwand suchte es zu meiden, 
beide, ohne Verabredung, ihre Gründe hatten, 
‚an. den Mann ‘zu denken, der am meisten ‚ge- 
eignet . wär, dep Glanz zu erhalten, welchen Eu- 
lers Ar beiten über die Be: Academie 
verbreitet hatten. 

. Lagrange ward angenommen. Er erhielt | 
‚ einen Gehalt von ı500 Thalern, oder ungefähr 
6000 Franken, mit dem Titel eines Directors 
der PEN EIERN Classe der Aca- 
demie, 

Man kann sich wundern, dass Euler und 
Lagränge, nach .einander an Maupertnis 
- Stelle, nur die Hälfte des Gehalts bekamen, wel- 
ches der König d’Alembert ganz geben wollte: 
' Dies erklärt sich daraus, dass dieser Fürst, der 
sich in seinen Mussestunden mit der Poesie und 
den Künsten beschäftigte, keinen Begriff von. 
den Wissenschaften hatte, die er jedoch als Kö- 
nig beschützen zu müssen glaubte, [.Diese \Un- 
richtigkeit wird selbst durch das, was unmit- 

. telbar folgt, widerlegt. ] dass er 'wenig von 


der Mathematik hielt, gegen welche er drei Sei- . 


ten Verse richtete, die er d’Alembert selbst 
sandte, der aber Anstand nahm, darauf bis zur 
Beendigung der Belagerung von Schweiduitz zu. 
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antworten, „weil es“ wie, er ‚sagte,, „zuviel auf 


einmal seyn. würde, die Oestreicher und die Mi- 


hematik zügleich zu Gegnern zu haben“ und 
endlich, weım man ın der Correspondenz mit 
: Voltaire lieset, wie Friedrich, Euler, unge- 


ächtei seines grossen Rufs, nur gewöhnlich sei- 


nen ejnäugigen Mathematiker , nännte, " „dessen 
Ohren nicht dazu gemacht.wären, die Reize der _ 
Poesie zu verstehen“ wozu Voltaire hinzufügt 
„Unserer ist nur eine kleme Zahl von Einge- 
 weihten; die Uebrigen sind Profane“ eine mehr 
witzige als richtige Bemerkung, die Euler, in 
i ‘Beziehung auf die Mathematik, mit weit grös- 
_ serm Recht, Voltaire und Friedrich hätte 
zurück geben ‚können. Man bemerkt leicht, 
dass Voltaire, der mit so vieler Gerechügkeit 
Newton gelobt hatte, hier- nur dem Könige 
schmeichen wollte. Er geht in die Idee dieses 
Fürsten ein, der an der Spitze seiner Academie 
nur einen Männ stellen wollte, welcher zugleich, 
wenigstens irgend einen allgemeinen Hterarischen 
"Ruf habe, indem er fürchtete, dass sich ein Ma- 
Üremätiker vielleicht micht hinreichend für die 
Leitung der übrigen hterarischen Arbeiten inte- 
‚ressiren, ein Literator aber, an die Spitze einer 
Gesellschaft die zum Theil aus Gelehrten be- 
stand ‚deren Sprache. er nicht einmal kannte, 
‚ noch weniger passen würde. .$o hatte er Recht, 
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die Stelle zu iheilen, damit sie um so vollstän- 
diger ausgefüllt werde. [Also theilte sie der 
grosse König aus weisen Gründen, und nicht 
weil er, wie.es. oben hiess, die Wissenschaf- - 
ten nicht geachtet hätte.) | 
Lagrange nahm seine Stelle am 6. No- 
"vember 1766 ein.. In. dem Antritts - Protocoll 
‚wird ihm der Name Lagrange-Tournier bei- 

| gelegt. Er war von . dem Könige wohl auf- - 
genommen worden, aber er bemerkte bald, dass 
die Deutschen es nicht gern haben, wenr 
Fremden die Stellen in ihrem Lande einneh- 
men; er studirte eifrig ihre Sprache; er be- 
schäftigte sich ernsthaft nur ‚mit Mathematik; 
er ham Niemand im Wege, weil er nichts 
suchte und zwang endlich die Deutschen, ihm 
ihre Achtung nicht zu versagen, „Der König“ 
sagte’er, „behandelte mich gut; ich glaube sO-. 
gar, dass er mich Euler vorzog, der ein. wenig 
frömmelte, während ich im Gegentheil jeden 
Glaubenszwist, vermied und Jedem seine Mei- 
‚nung liess.“ Diese weise Zurückhaltung, die ihn . 
zwar den Anschmlichkeiten des geselligen Le= : 
bens entzog, welche jedoch auch nicht ohne Incon- 
venienzen gewesen seyn. würden, machte, dass 
ihm alle seine Zeit für mathematische Arbeiten . 
blieb, von welchen er bıs dahin nur den schmei- 
chelbafiesten und ungetheiltesten Beifall ai 
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vet hatte. , Nur a wurde dieser Biking 
des Beifalls unterbrochen. 

Ein französischer Mathematiker, der mit gros- 
sem Scharfsion eine, noch grössere Eigenliebe | 
verband, und sich kaum die Mühe gab die Werke 


_ Anderer zu studiren, beschuldigte Lagrange, er 


habe sich auf der neuen Bahn, die er betre- 
ten, verirrt, weil er ihre Theorie nicht hin«- 
reichend ergründet; er warf ihm vor, dass er 
in‘seinen Behauptungen und Rechnungen ge- 
fehlt habe. Lagrange bezeigt in seiner Ant-’ 
wort einiges Befremden über diese nicht sehr ' 
. artigen Bemerkungen, von welchen er wenig ge- 
troffen wurde. Er erwartete wenigstens, sie durch 
einige gute oder schlechte Gründe gerechtfertigt. 
zu sehen. Er zeigte, dass F ontaines ‚Aufgabe Ä 
‘ uhvollständig und in gewisser. Hinsicht wider- 
sprechend sey. Fontaine hatte sich gerühmt, 
den Mathematikern die Bedingungen gezeigt zu 
haben, unter welchen die Integration der Diffe- 

rential-Gleichungen zwischen, drei. unveränder- 
“lichen Grössen möglich ist, Lagrange' zeigt 
ihm durch mehrere Citate, dass diese Bedin- 
gungen den Geometern längst "bekannt waren, 
ehe Fontaine im Stande seyn konnte, sie ih-. 
nen zu lehren. Er leugnet übrigens nicht, dass 
Fontaine sie vielleicht ebenfalls finden konnte, 
„wenigstens bin ich überzeugt“ fügt er hinzu 
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„dass IE dazu so gut als ein Aiiderer 
fihig ist, 

Mit solcher Rücksicht und Maseigung ant- 
wortete er dem angreifenden Theil Condoreet 
in der Gedächmissrede auf Fontaine ist bei 
Gelegenheit dieses Streits zu dem Geständnis 
'gezwimgen, dass sein. College gegen die ge- 
wöhnliche Höflichkeit gefehlt habe, welche nie 
hei Seite zu setzen erlaubt sey, die Dieser 
aber vielleicht bei berühmten Gegnern, deren _ 
. Ehre der kleinen Schonung nicht bedürfe , 
für weniger unerlässlich gehalten haben möge. 
Man sieht leicht den Werth dieser Entschuldi- 
gung, besonders zu Gunsten eines Mannes, der 
nach seinem eigenen Geständnis „die Eitelkeit 
_ Anderer studirte, um sie bei Gelegenheit zu be- 
strafen‘ (blesser).“ - Man. muss wenigstens ge- 
stehen, dass Derjenige, welcher sich, im Besitz 
des ‚Rechts, auf eine solche Weise. angegriffen 
Sieht und die Höflichkeit dennoch gegen semen 
Gegner, der sıch ihrer überhebt, beobachtet, über 
_ Diesen, dessen unüberlegten Angriff er ausserdem 
„siegreich zurück weiset, in doppeltem Vortheil ist. 
|  *Man erwarte nicht, dass wir Lagrange 
Schritt vor Schritt bei seinem gelehrten Unter- 
_ suchungen, mit welchen er die Berliner Memoi- 
ren, und selbst einige Bände der Turiner Aca- 


 demie bereichert hat, die ihm in jedem Betracht 
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ihre Existenz verdankt, FOR, Wir“ können in- 
dessen nicht umhin, wenigstens mit einigen Wor- 
ten das Merkwürdigste daraus zu erwähnen. Tr 
nennen Folgendes, 

Eine” grosse Abhandlung, \in welcher. man 
den Beweis eines sonderbaren Satzes finder, den | 
Euler nicht hatte beweisen :können; eine, Er- 
weiterung dieses Satzes und. directe Beweise -an- 
derer, auf‘ welche Euler nur durch Induction 
gekommen war; in welcher ferner der Verfas- 
ser, nachdem er die Analysis des-Diophantes. 
und Fermat berührt hat, zu den Gleichungen 
mit partellen Differentialen übergeht, ein von 
Euler bemerktes Paradoxon erklärt, eine; ganze 
. Gattung von meuen Gleichungen zeigt, von 
welchen man nur ‘einzelne Fälle kannte und 
dabei einen scheinbaren Widerspruch hebt, ‚m 
dem er. die Bedeutung, sowohl der vollständigen ' 
Integrale dieser Gleichungen, als der. ‚singulairen | 
‘Auflösungen zeigt, die im jenen —n nicht 
enthalten ‚sind. | 

Einen, durch seine Allgemeinheit und Ein- | 
fachheit des Gesetzes der Fortschreitung, merk- 
würdigen Ausdruck für die. Umkehrung „der 
* Reihen, von- welchem er eine glückliche Anwen- 
dung auf das Keplersche Problem macht, und 
durch welchen :es ihm gelingt die Convergenz 
des analytischen Ausdrucks der ‘Gleichung. für 
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_ den Mittelpunkt zu. zeigen, welche Convergenz 
man immer angenommen hatte, ohne sid S bewer- 
sen zu können. 

Eine wichtige Abhandlung über die. Anis- 
sung der numerischen Gleichungen, welche zu- 
gleich neue Bemerkungen über die algebfaischen 
Gleichungen enthält. Diese Arbeit hat dem | 
Werke, welches hernach unter demselben Titel 
 herausgekommen ıst und von welchem zwei Auf- 
lagen erschienen sind, zur Grundlage gedient. 

. Ein ‚anderes nicht weniger wichtiges noch 
‘ neueres Memoire, ın welchem er den Differen- 
üal- und Integral-Caleul auf bloss algebraische 
Operationen zurückführt, und dadurch aus die- 
sern Calcul die Ideen des Unendlich ‚Kleinen, 
der ‚Fluxionen, der Grenzen und des Verschwin- 
dens, ganz verbannt. ‘Die Legitimität der Ab- 
kürzungen die man sich in diesen beiden Rech- 
nungen erlaubt, wird hier nachgewiesen und der 
* Calcul ‘wird von allen Schwierigkeiten und ‘Pa- 
E vadoxen, die, seit seiner Erfindung, aus einer un- 
_ vollständigen und verdächtigen Metaphysik ent- 
standen waren, befrcit. 
| . Den Beweis eines sonderbaren Lehrsatzes von 
. den Primzahlen, der bis dahin Niemanden ge- 
lungen und der um so schwieriger war, da sich 
dergleichen Sätze nicht wohl algebraisch aus- 
drücken lassen. < | 
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Die Integration partieller Differentiale ‚erster 
Ordnung nach einem sehr ‚allgemeinen Brineip, 
welches für die meisten Fälle, ‘in welchen diese 
Integration möglich ist, zureicht | 
‚Eine rein analytische Auflösung <der Aufgabe 


von der drehenden Bewegung eines Körpers von 


beliebiger Gestalt, durch. welche es ihm endlich 


gelingt, die Schwierigkeiten zu’ überwinden, die “ 
ihn lange aufgehalten hatten, worüber aber die 
Mathematiker noch einige weitere Entwickelun- | 


gen zu erwarten schienen, die sie im: zweiten 


Bande seiner neuen er ae Mechanik zu 


finden hofften. \ 


Mehrere Aufsätze über die dunkle: und 


schwierige Theorie der Wahrscheinlichkeit, wo 
_ das Integral merkwürdig ist, welches davon die 
Grundlage ausmacht, so wie die Zahl and Wich- 
tügkeit der Probleme die dadurch aufgelöset wer- 


den; ferner die Anwendung die der Verfasser 


von dieser Theorie auf: die in der Astronomie 


immer wieder vorkommende Aufgabe macht: 


über das Zutrauen, welches sich in das mittlere 
Resultat einer grossen Zahl von Beobachtungen 


‚setzen lässt; wobei man die interessante und für 
den Bordaischen Kreiss so günstige Bemerkung 


antrifft, dass jede grade Zahl; vor der nächst grös- 
sern ungraden, in Rücksicht auf die Wahrschein- 


lichkeit dass der Fehler zwischen gewissen Greu- 
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> gen lege, den Vorzug hat. Der Graf Laplace 
“ hatte seiner Seits an der nemlichen Theorie ge- 
arbeitet. Lagrange nimmt sie. abermals vor 
‚und :bringt Mittel in Anwendung, die sich auf 
Gleichungen aller Ordnungen erstrecken, ven 
welchen sie die endlichen Integrale gehen, und 
die in allen Fällen die Bestimmung der will- 
kührlichen 'Functionen erleichtern. 

Maclaurim hatte nach Art der Alten die 
Anziehung ellipüscher Sphäroiden behandelt. La- 
grange setzt diese Arbeit mit dem Sinnreichsten 

“und Schönsten was uns Archimedes hinter- 
lassen hat, in Vergleich. Er zeigt aber, dass 
sich dieser schwierige Gegenstand eben so leicht ö 

. analytisch behandeln lässt. Dies gelingt ihm, 
aber er bleibt mit dem englischen Mathemati- _ 
ker auf demselben Punkte stehen. L egendre 
und Laplace sind seitdem. “weiter gegangen. 
Ganz kürzlich hat uns Ivory gezeigt, dass man 
sich durch eine sehr einfache Betrachtung einer 
Menge von Reehnung überheben und selbst zu 

. ‚Sätzen gelangen kann, zu welchen nur die weit- 
läuftigsten Rechnungen, und nur mit Schwierig-' 
keit führen. Sonst suchten die Mathematiker im- 
mer erst von jeder Aufgabe eine Art von Ueber- 
sicht zu erlangen, um die Aufgabe zu vereinfa- 
chen, und sie auf schon gelösete Aufgaben zu- 
NE SE 0 dadurch den. Caleul. zu 
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; vereinfachen; oder ihn- gär entbehrlich‘ zu mä- - 


chen. Seit der Erfindung ..der Infinitesimal- 
Rechnung aber macht zuweilen die ‚Allgemein- 
heit der Methode, bei welcher dem Rechiner ei- 


gentliches Genie entbehrlicher ist, dass ‚man in .' | 
‚  sehwierigern Fällen nur mehr das allgemeine. In- 
stıument zu vervollkommnen sucht, - Jetzt da. 


“ 


solche Quellen durch die Arbeiten Eulers,La- _ 


grange’s, und ihren ihnen würdiger Nachfolger 
erschöpft. zu seyn scheinen, wäre es vielleicht 
Zeit, mehr zu der alten Methode und zu D. Ber- 


nouillis Weise zurückzukehren, von welchem 


Candorcet rühmt, dass er als Rechner mässig: 


‚gewesen sey. Lagrange hat von seinen aus- 
gezeichneten. Talenten, aus Gewohnheit, zuwei- 


len einen: andern. Gebrauch‘ gemacht, Er nirgmt 
Alles aus der Analysis. Jedoch richtiger: ist os, 
zu sagen, dass er im höchsten Grade beide Me- 


thoden verband; den Beweis davon giebt die : ” 


Variations-Reehnung, mit welcher sich, weder 


a2 der Grösse noch: der Allgemeinheit nach, kaum; 
eine der-glücklichsten Ideen anderer Mathematiker 


vergleichen lässt, Und. was die sihnreichen Ue- 
‚bersichten zur Vereinfachung einzelner Aufga- 
ben betrifft, so hat er schon früher die Erschei- 
nungen beim Schall auf die Theorie der sthwin- 


genden Saiten gehracht; auch noch in der leiz- 
ten Arbeit, dia er er lasse. ni auf ‚eine 
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‘ solche Weise seine Theorie der Variationen der 


störenden Elemente der Planeten ungemein ver- 
einfacht und aus seiner Auflösung eine allge- | 
meine Methode für alle. Probleme der Mechanik 
gemacht, wo die störenden Kräfte gegen dıe 
Haupt-Kräfte sehr klein sind. 

Sieht man ihn indessen gleich in den mer 
sten Fällen die glücklichsten Anstrengungen ma- 
chen, um eine Aufgabe zu verallgemeinern und _ 
seinen Gegenstand zu erschöpfen, so findet man 


doch. auch zuweilen, dass er sich selbst Schwie- 


rigkeiten schafft, wo es keine giebt, und sinn- 
reiche und gelehrte Methoden zur Auflösung 
elementarer Aufgaben anwendet, zu welchen blos 
‚ganz gewöhnliche Constructionen nöthig sind, | 
[zum Beispiel auch in der IRRE über 
die Pyramide.] | 

So untersucht er bei Gelegenheit, des letz- 


' ten Durchganges der Venus, die Curve des Ein- 


- und Austrittes für die verschiedenen Länder der 


Erde analytisch. Aber, blos um zu der sehr 
leichten und mittelmässig genauen Auflösung von 
Delille und Lalande zu gelangen, ist er ge- 


o. ö zwungen, ganz fremde Mittel und feine Bemer- 
kungen zu Hülfe zu nehmen und seine Coordi- | 


naten einer Menge von Verwandlungen zu un- 
terwerfen, während man durch eine, trigonome- 
rischö Rechuung von wenigen Zeilen eine voll- 

ständigere 
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ständigere Formiel erhalten 'kann, in: welcher sich 


noch Glieder finden, die Lagrange nicht*hat 
und die, obgleich sehr klein, doch nicht zu ver- 
nachlässigen sind. Jedoch ist nicht : zu leug- 
nen, dass er aus seiner Formel ein gutes Mit- 
el zur Berechnung der Sonnen -Parallaxe zu 
zıehen weiss, welches weder Delille noch T.a- 
lande bemerkt hatten, welches man aber auch 
ebenfalls viel leichter aus der {rigononietrischen 
Rechnung findet. Wir bemerken - noch,’ däss 


diese Abhandlung, die mir bis jetzt; da ich Al: 


les lesen musste, was aus seiner ‚Feder hervor- 
gegangen ist, gänzlich unbekannt war,. für einige 
neuere ‚Astionomen die Veranlassung zu gewis- 


sen Methoden, die sie gern empfehlen möchten, . 


gewesen zu seyn scheint, und dass Lagrange 
hier das erste, ein wenig ausgedehnte: Beispiel 
der Auflösung einer elementaren astronomischen 
Aufgabe durch die Methode mit drei rechtwink- 
ligen Coordinaten gegeben hat, die sonst in der 
höhern Astronomie von so grossem und ausge- 
breitetem Nutzen ist. 

Er machte späterhiun einen ähnlichen Ver- 
such mit der Aufgabe von den Finsternissen;, er 
fand dass- die etwas weitläufiige Methode, von 
Dusejour nicht so einfach und leicht sey als 
sıch "nach dem gegenwärtigen Zustande der Ana- 
Iysıs_ erwarten lässt.. Er entwickelt bei dieser 
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Arbeit alle seine Hülfsquellen und seine ganze 
Geschicklichkeit; die Abhandlung ist besonders 
für. einen Astronomen, der die Methode noch 
nicht kennt, interessant. Ich vergesse nie die 
Wirkung, welche die Abhandlung auf mich vor 
nun beinahe dveissig Jahren machte, ads ich sie 
zuerst las; ich ‚erinnere mich noch, mit welchem 
Lobe mir einige Jahre später Oriani- davon 
sprach; aber, obgleich Lagran ge versucht hat, 
den practischen Theil derselben durch sehr sınn- 
reiche Tafeln zu: erleichtern, so sieht man doch 
“nicht, dass die’ Astronomen die Methode, die 
von den directesten, strengsten und, dem .An- 
‚schein .nach, zur Anwendung auf alle Fälle ge- 
schicktesten Formeln ausgehend, am Ende doch 
nur bloss mit einem Näherungs-, und was noch 
‚mehr ist, indirecten Ausdruck schliesst, ange- 
nommen hätten. 

‚Ein anderer ‘Versuch dieser Art war nicht 
glücklicher, weil derselbe nicht wohl gelingen 
korfnte. Die Aufgabe war zu einfach. Sie be- 
_ traf die Differenz des heliocentrischen und geo- 
centrischen Orts eines obern Planeten. Der 
‘ Verfasser findet sie durch merkwürdige Kunst- 
griffe der Rechnung. Aber die Auflösung ist, 
ungeachtet der Eleganz der Ausdrücke, sehr. un- 
‘ bequem. Ye | 
Unter diesen Spielen seines Genies, welches 
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die Schwierigkeiten aufsuchte, um ‚desto mehr 
seine Kraft zu zeigen, gehört auch :noch. die 


Abhandlung, ‘in ‘welcher er ‚die Mittel lehrt, u 
astronomische Tafeln aus ‘einer Reihe von Beob- 


achtungen "aufzustellen, ohne ‘die Gesetze der 


Bewegung der Himmels-Körper zu kennen. Die 


Astronomie lösete die Aufgabe immer auf ganz 


‚elementarem Wege. Die Mittel, welche La- 


 grange anwendet, Be mehr analytisch und 
_ gelehrt, aber in dem von ihm gewählten F alle, 
der zu den sehr einfachen gehört, darf man bil- 


lig zweifeln, ob sie sichrer und leichter zum 


Ziele führen. Ohne Zweifel hat er nichts weis 


ter damit gewollt, als zeigen, welche Hülfsmittel . 


man in der Analysıs würde gefunden haben, 
wenn nicht schon Kepler und Newton das 
_ Weltsystem und die Gesetze der Bewegung der 
Himmels-Körper entdeckt hätten. Denn es ist 
kaum anzunehmen, dass er etwa im. geringsten 
an das Gesetz der allgemeinen - Schwere, von 


welchem er selbst so schöne Entwickelüngen ger 
geben hatte, gezweifelt, habe, obgleich er an. 
mehreren Stellen seiner Werke sich bemüht,“ - 


Formeln für ein beliebiges. Gesetz der Anzie- 
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hung aufzustellen, um selbige von jeder Hypo- . 


. these unabhängig zu machen. 
Die Mathematiker . werden mit Vorige 
die analytischen Untersuchungen: über das Pro- 
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blem von den Projectionen lesen, welches nie 


vorher so allgemein und vollständig war behan- 


delt worden; aber die Astronomen und Geogra- 


phen werden darin nichts Practisches finden, 


was sie nicht schon auf elementarem Wege ge- 
‚lernt hätten. Liefern auch alle diese Abhand- 
lungen wirklich‘ keine, eigentlich nützliche Re- 
sultate, so-sehr man sie auch mit Interesse’ lie- 


set, so geben sie uns doch die "häufig nützliche‘ 
: Lehre, dass leichte Aufgaben auch nur mit leich- . 


ten Mitteln behandelt werden müssen, und dass 
die tiefere Analysis für Fälle aufbehalten bleibt, 
die der grössern Hülfsmittel bedarf, damit man 
nicht jenem Helden in der Fabel gleiche, der 
om | Jupiter den Blitz, oder vom Herkules die 
Keule heh, um sich von einem a zu be- 
freien. 

Es ist wahrscheinlich, dass Lagrange el 


‚Astronomen wirklich nicht im Ernst seine be- | 
sehwerlichen Methoden statt der leichtern und 
"genauern, die sie schon kannten, empfehlen woll- 


te; er machte nur von den leichtern, gewöhn- 
‚ tichern und schon “ufgelöseten Aufgaben eben 
| den Gebrauch, den die Analysten. zuweilen von 
Gegenständen blosser Neugier machen, die ih- 
men zu Rechnungsbeispielen und zu Gelegenhei- 
ten, neue ‚analytische Kunstgriffe: zu zeigen, die- 
nep, welche zu ‘kennen immer’ gut ist. 
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Fire andere Arbeit Lagrange' s, gros$ we- 
gen ihres Gegenstandes; nützlich wegeu hier 
 beständigen Anwendungen, und seines ganzen 
Genies würdig, ist diejenige, in welcher er die 
successiven Veränderungen der Lage und Ab- 
essungen der Planeten Bahnen berechnet. Alle 
Mathematiker, seit Newton, hatten sich mit die- 
ser Aufgabe beschäftigt; ihre Differential - For- 
meln, der Reihe nach auf die einzelnen Plane- 
ten bezogen, waren bis auf einen gewissen Punkt, 
und während einer gewissen Zeit, für die Be- 
dürfnisse der Astronomie zureichend; aber nach 
Ablauf dieses Zeitraums begmg man mit'den 
Formeln Fehler, und die Rechnungen mussten 
nach neuen Elementen wiederholt werden, La- 
grange nimmt. die Aufgahe aus einem völlig | 
umfassenden Gesichtspunkte, der die vollständig- 
ste Auflösung zulässt. Anstatt die Bahnen, wie E 
“seine Vorgänger, nur Paarweise zu comhiniren, 
betrachtet er sie alle zugleich, und es. gelingt 
ihm, wie gross auch ihre Zahl ’seyıi mag, der 
Gleichung eine Gestalt zu geben, ın welcher sıe 
sich integriren lässt, indem ınan. auf der einen 
Seite, das Grundgesetz der allgemeinen Schwere, 
auf der andern Seite die Bahnen, wie sie es sind, 
einen gewissen Zeitraum hindurch als bekannt 
annimant, Seine Analyse zeigt, wie "die Bahuen 
waren und wie sie es seyn werden für alle ver- 


| XXXVIn | 
gangene und zukünftige Jahrhunderte. Die Auf- 
lösung lässt nichts weiter äls etwa noch eine ge- 
naue Kenntuniss der Massen derjenigen Planeten 
zu wünschen übrig, die keine‘ Monde haben. 
Aber diese Kenntniss lässt sich mit der Zeit 
‚durch die nemlichen Formeln erlangen; einst- 
weilen hat Laplace, aus Lagränge’s Arbeit, 
eine .begrenztere, aber leichtere Auflösung gezo- 
“gen, die bis zur frühesten Ej;oche der Astrono- 
mie zurück, und um eben so viel Jahrhunderte 
über unsere Zeit hinaus also etwa 2000 Jahre 
zurück und in die Zukunft reicht. 

La place war durch Induction auf die wich- 
tigen Sätze von der Unveränderlichkeit der gros- - 
‘sen Axen und der mittleren Bewegungen ge- 
kommen, woraus die Unveränderlichkeit des Pla- 
netensystems selbst folgt, und welches für im- 
mer die Befürchtung hebt, dass sich vielleicht 
die, beständig zur Sonne ‚hingezogenen, Planeten 
zuletzt auf dieselbe, stürzen könnten. Lagrange 
war schon auf ein beinah ähnliches Resultat für 
den Mond gekommen; es blieb jedoch noch der 
Zweifel übrig, ob der Satz strenge wahr sey. 
Lagrange beweiset ihn direct und ohne die 
Bahnen schr nahe und kreisförmig zu setzen, je- 
doch lässt er noch die Quadrate und, Producte 
der Massen von ‘zwei Abmessungen weg. Pois- 


son. hat seitdend dem; Beweis auf: Gri össen der 
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zweiten "Ordnung ausgedehnt. ‚Es ist zu ver- 


mutlien, dass er sich auf Producte aller Ord- 


nung erstrecken lässt. Inzwischen reicht das Ge- 


schehene hin, um zu beweisen, dass alle Furcht: 


“in dieser Hinsicht eitel und grundlos ist. 


Die gewöhnliche Methode, die Gleichungen 


der Planeten-Bewegungen : zu integriren, hatte 
eine Unbequemlichkeit, welche die Auflösung 
fast unbrauchbar machte, nemlich die Anwen- 
dung der Kreisbogen, die ohne Ende \mit der 
"Zeit zunehmen. Für gewisse Fälle war es ge- 
lungen ‚- sie von diesen unbequemen Kreisbogen 
zu befreien. Laylace hatte hierüber wichtige 
Bemerkungen gemacht, aber sie waren auf eine 
‚zu feine Metaphysik gegründet, um einem rein. 


"analytischen Beweise die nöthige Klarheit zu ge- 


ben. Lagrange sahe, dass sich, wenn man 
die wjlikührlichen. Constanten verändert, wie es 
in’ der Theorie der particulairen Integrale  ge- 
schiehet, die Kreisbogen bei der Berechnung der 
Perturbationen ganz vermeiden lassen. 

Die Aufgabe von den Trajectorien oder der 
Gesammtheit von Curven die eine unendliche 
Zahl anderer Curven einerley Art unter ge- 
gebenen Winkeln schneiden, hatte alle Mathe- 
. maätiker, von Leibnitz und Bernouilli bis auf 
Euler, beschäftigt und es schien, dass’ bei die- 
ser Aufgabe nichts zu wiuischen übrig geblie- 
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hen sey, Lagrange machte daraus eine .neue 
Aufgabe, ındem .er von den Cur ven auf Flächen 
überging. Diese . Aufgabe führt auf eine. Glei- 
chung mit partellen Differenualen, die nur dann 
integrabel ist, wenn der Durchschnitt unter ei- 
nem rechten Winkel .erfolgt. 

‘Wir haben nur eine sehr unvollständige Ue- 
bersicht von der üheraus grossen Menge von 
Arbeiten gegeben, ‚die den Memoiren der Ber- 
liner Academie, sa lange sie das Glück hatten, 
von Lagrange dirigirt zu werden, einen so 
grossen Werth gaben, Es sind darunter Ab- 
"handlungen, die, nach ihrer Ausdehnung und 
Wichtigkeit, für ein. grosses Werk gelten kön- 
nen; und, doch ‚machen dieselben nur einen 
Theil seiner Productionen während jener zwan- 
zig Jahre aus. Er schrieb während dieser Zeit 
auch seine analytische Mechanik. Er wünschte 
sie in Paris gedruckt zu sehen, weil er glaubte, 
dass daselbst die Formeln besser‘ und genauer 
würden gesetzt werden. Andern 'Theils war: es 
» zu gewagt, ein solches Manuscript den Händen 
eines Reisenden anzuvertrauen, der vielleicht seinen 
ganzen Werth nicht kannte, Lägrange machte 
also ‚eine Abschrift‘ davon, die Duchatelet dem 
Aht Marie einzuhändigen übernahm, mit welchem 
‚er näher hekannt war, Marie antwortete wie es das 
Zutrauen mit welchem er beehrt wurde verdiente. 


| xXLI 
Seine erste Sorge war,einen Verleger zu suchen, 
aber, was man jetzt kaum glauben wird: er konnte 
keinen finden. Je neuer die Methoden. waren, 
je feiner. die Theorien, je weniger vielleicht 
' konnten sie Leser finden, die sie verstanden, und, 
ohne im geringsten an den Werth des Werks 
zu zweifeln,'waren die Buchhändler zu entschul- 
digen, wenn sie an Absatz. zweifelten, weil der- 
selbe sich zu leicht, blos auf eine kleine Zahl, 
«durch Europa zerstreuter, Mathematiker beschrän- 


ken konnte. Desaint, der kühnste unter de- 


nen, an die man sich wendete, übernahm den 
Druck, aber nur unter der Bedingung, dass 
Marie sich verbindlich. machte, den Rest der 
Auflage zurückzunehmen, im Fall sie nicht nach 
Ablauf einer bestimmten Zeit ganz verkauft wäre. 
“Zu diesem Dienste fügte Marie einen zweiten, 


. für welchen Lagrange nicht weniger erkennt-. 


lich war, Er verschaffte ihm einen Herausge- 


ber, der werth war, üher den Druck eines so- 


chen Werks die Aufsicht zu führen. Legen- 
dre widmete sich ganz der schwierigen Correc- 


tur und fand sich, dafür in seinem, Gefühle der 


‚Verehrung für den Verfasser, die ıhn durch- 
draug, und durch den Dank helohnt, den ihm 


Lagrange in einem Briefe sagte, welchen ich 


in Händen gehabt habe, und der voll von Aus- 
drücken der Hochachtung und Erkeuutlichkeit ıst. 
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| Das Buch war noch nicht erschierien, als 

Lagrange selbst, seinen Wohnort nach Paris 

verlegte. Mehrere Gründe bestimmten ihn da- 

‚zu, aber man muss nicht alle glauben, die ange- 
geben zu werden pflegen. 

Friedrichs Tod hatte in Preussen grösse 

. Veränderungen hervorgebracht und liess noch 


grössere fürchten. Die Gelehrten fanden dort 


‘nicht mehr die bisherige Achtung; es war also 
- sehr natürlich, dass sich in Lagran ge von 


Neuem jener Wunsch regte, der ihn schon: ein- 
mal nach Paris gezogen hatte, Dieses, nebst dem 
Drucke der Mechanik, waren hinreichende Be- 


- weggründe. Es war kein dritter, von der Art, 


wie ‚ihn mehrere- in Deutschland erschienene 


Flugschriften, besonders die geheime Geschichte. .. 


(des Berliner Hofes, erzählen, nöthig. Nie, wäh- 


‚rend seines fünf und zwanzigjährigen Aufent- 


halts in Frankreich, haben wir von La grange 


‚die mindeste Klage über den Minister gehört, 


den man beschuldigt hat, ihn durch Herabsez- 


‘ zung, upd Verdriesslichkeiten, die er aus Ach- 


tung gegen. sich selbst nicht habe ertragen dür- 
fen, erzürnt zu haben. Man könnte zwar glau- 
ben, dass Lagrange grossmüthig genug gewe- 
sem sey, ein Unrecht zu vergessen, oder zu ver- 


zeihen, für welches wirklich die einzige, seiner 


würdige Vergeltung, die gewesen wäre, ein Land 
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zu verlassen, wo sem Verdienst verkadnt wurde, 
Aber er ist deshalb. geradezu durch ein Mitglied 
des Instituts (Herrn Burckhard') befragt wor- 
den und hat die Frage.durchaus ‘verneinend be- 
antwortet, Er hat keine Ursach seines Abgehens 


‘ weiter angegeben, als das Missgeschick, welches” 


man für Preussen nahe hielt. Herzberg war 
tod, Lagrange war jetzt Graf und Senator von 
Frankreich, und hatte also kein Interesse die“ 
Wahrheit zu verschweigen. Also dürfen wir. 
seiner ‘Versicherung. glauben. | 
Der Geschichtschreiber, dessen wir oben 'er- . 
wähnten, ist also nicht wohl unterrichtet gewe- 
sen. Der Geist der Verläumdung und Satyre, | 
welcher sein Werk mit so vielem Recht ver- .. 
dächtig macht, soll uns indessen nicht abhalten, 
die Stelle herzusetzen, in welcher er, mit der‘ 
ihm eigenen Kraft, seine Meinung sagt, “die die 
Meinung 'von Europa‘ ist, wenn. es Lagrange 
Gerechtigkeit widerfahren lassen will *), | 
„Es scheint mir“ dies sind seine Worte, 
“ „dass jetzt hier eine des Königs von Frankreich 
„ würdige Erwerbung zu machen ist, Der be- 
‘„rühmte Lagrange, der. grösste Mathematiker 
„seit Newton, ein Mann der mich, "in jeder 


*) Gelreime Geschichte des Berliner Hosen. 1789. Zwei- 
‘ter Band, S. 173. seq. - . 
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„Rücksicht, durch seinen -Geist und. Genie, in 
„Erstaunen gesetzt hat, Lagrange, der klügste 


.„und. vielleicht der. einzige wahrhaft ‚practische 


u Philosoph ‚den es jemals gab, achtbar durch 


„seine nie wankende, Klugheit, durch seine Sit- 
„ten, seinen Lebenswandel, mit einem Worte: 


„der Gegenstand der zärtlichsten Verehrung der 


- 


„kleinen Zahl von Männern, denen:er zugäng- 


‚„heh ısı, Lagrange ist unzufrieden! Alles treibt 


„ibn, ein Land zu verlassen, wo nichts das Ver- 
„brechen -abbüsst eın Fremder zu seyn, und: wo 


„er. es nicht ertragen mag, gleichsam nur 
„geduldet zu werden...... Der Fürst Car- 


„dito de Caffredo, neapolitanischer Mini- 
„ster. zu Copenhagen, hat ıhm von Seiten sei- 
„nes Sonverains die schönsten Anerbietungen ge- 


'„tmacht; der Grossherzog, der König von Sar- 


„dinien laden ihn dringend ein. Aber alle ihre 


„Vorschläge werden leicht über die unsrigen 


„vergessen werden ...... Ich hänge sehr an 
„dieser Idee, weil ich sie für gut halte, und 
„weil ich den Mann, den sie zum Gegenstand 
„hat, zärtlich liebe ..... Ich habe bewirkt, dass 
„Lagrange seinen Entschluss auf die Vor- 


„schläge dıe ihm gemacht sind, aufschiebt, um 


„die unsrigen zu erwarten. Ich habe vergessen, 


„Ihnen zu sagen, dass der Gesandte (von Frank- 
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„reich) auf mein Bitten Herrn yon Vergennes 
pr vorgeschlagen hat, Lagränge zu ber 
Unser Schriftsteller scheint die Weigeruig: 
des Herrn von Breteuil zu fürchten, und, nach 
Lagrange selbst, war es der Abt Marie, .der . 
ihn Herrn von Breteuil vorschlug ; ‚dieser Mi- 
nister, welcher bei jeder Gelegenheit den Wün- 
schen der Academie der Wissenschaften zuvor- 
kam, nahm die Bitte an und liess sie von dem 
Könige Ludwig XVI. genehmign. 
Friedrichs Nachfolger, obgleich . er sich 
nur mittelmässig für die Wissenschaften in-' 
teressirte, machte einige Schwierigkeiten, einen 
Gelehrten, den sein Yorfahr berufen und mit 
seiner besondern Achtung. beehrt hatte, reisen 
ZU lassen. Nach einigen Bemühungen ‚erkrreie cric g 
indessen Lagrange,. dass man sich seiner Ab- ; 
reise nicht widersetze. Man machte ihm zur Be- 
dingung, dass er der Berliner Academie noch ei- 
nige Memoiren liefere. Die Bände von 1792, 
17953 und 1803 beweisen, dass, & sein ig - 
chen gehalten hat. _ E | 
Es war im Jahre 1787, als Lagrange ON“ 
Parıs kam, um in der Academie der Wissen-. 
schaften, deren auswärtiges Mitglied er schon 
seit fünfzehn Jahren gewesen war, Platz zu neb- 
_ men. Damit er in den Sitzungen eine Stimme 


erhalte, veränderte man seinen Titel in pension» 


wm _ | R 
naire veteran. Seine neue Collegen bezeigten sich 
um die Wette glücklich und stolz, ihn zu be. 
sitzen. Die Königin nahm ihn mit Wohlwol. 
len auf; sie betrachtete ihn als Deutschen; er 

war ihr von Wien aus empfohlen. Man gab 
ihm eine Wohnung im Louvre. Dort lebte er 
recht ‘glücklich, bis zur Revolution. Man be- 
merkte äusserlich seine Behaglichkeit wenig. 
Stets freundlich und gut, wenn man ihn fragte, 
war er wenig gesprächig, schien zerstreut und- 
schwermüthig. Ich habe ıhn öfters, in Gesell- 
söhaften die nach seinem Geschmacke seyn muss- 
' ten, mitten unter den Gelehrten ‚ die er von so 


. fern her aufgesucht hatte, unter den ausgezeich- 


"netesten Männern aller Länder, die sich wöchent- 
lich bei dem berühmten Lavoısier versammelten, 
wie träumend am Fenster stehen sehen, wo Nichts 
war was seine Blicke fesseln konnte; er nahm 
an Allem, was um ihn her.gesprochen wurde, 
keinen Theil; er gestand selbst, dass sein En- 
thusiasmus erloschen sey; dass er den Geschmack 
an mathematische Untersuchungen verloren habe. 
Hörte er, dass sich ein Matliematiker mit dieser 
oder jener Arbeit beschäfügte, so sagte er „desto 
‘besser; ich hatte sie angefangen und erspare nun 
die Vollendung.“ Aber dieser denkende Kopf 
. konnte höchstens den Gegenstand seiner Nach- 
forschungen verändern. Die Metaphysik, die 


ee ai. 
Geschichte des menschlichen Geistes und die 
Geschichte der verschiedenen Religionen, die. all- 
gemeine Theorie der Sprachen, die Medicin,. 
die Botanik, theilten sich in seine Musse. Fiel‘ 
die Unterhaltung auf Gegenstände die man ihm - 
ganz fremd glauben musste, so“ wurde man öf-. 
ters überrascht von einer unerwarteten Bemem- 
kung, . einem scharfsinnigen Gedanken und einer 
tiefen, langes Nachdenken verrathenden, Einsicht. 
Umgeben von Chemikern, die die ganze- Theo- 
rie ihrer Wissenschaft, selbst bis auf die Sprache,. 
umwarfen, studirte er ihre Entdeckungen, die 
die bisher isolirten und wnerklärbaren Erscheinun- 
gen in einen Zusammenhang brachten, dem ähn- 
“lich, welchen dıe verschiedenen Theile der Ma- 
‚‚thematik haben; er eignete sich mit: Vergnügen. 
Kenntnisse an, die ihm- früher so ungemein | 
dunkel geschienen hatten, und die nun so leicht _ 
wie die Algebra geworden waren. Man ist über‘ 
diesen Vergleich verwundert gewesen, und hat 
geglaubt, dass er nur Lagrange habe in den 
Sinn kommen können. Uns scheint er eben so 
einfach als ‚riehtig, nur muss man ihn in seinem 


wahren Sinne nehmen. Die Algebra, welche so 


viele unauflösliche Aufgaben und so viel Schwie-. 
rigkeiten hat, gegen welche Lag rang® s An- 
strengungen selbst nichts vermochten, konnte ihm 
unmöglich leicht scheinen; aber :er verglich. mit 


f 
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den Elementen der Algebra, ‚die Elemente der 


Chemic; diese neuen Elemente mächten ein 
| | 


Ganzes aus, sıe waren verständlich und der Strenge 
| fähig, sie glichen denen der Algebra, die, so 
- weit sie im Reimen sind, Nichts haben was schwer 


zu begreifen wäre, keine W ahrheit zu der man 
nicht durch eine Reihe der offenbarsten und 


evidentesten Schlüsse gelangte. Der Eingang: in 


die Wissenschaft der Chemie schien ihm eben 
diese Vorzüge zu haben, obgleich vielleicht et- 
was weniger Gewissheit und Fesugkeit als die 


Algebra. Auch sie hat ohne Zweifel ihre | 


“ Schwierigkeiten, ihre Par 'adoxen, die sıch nur 


mit vielem Scharfsinn, Nachdenken und Zeit lö- 


sen löseu Jassen; auch sie wird ihre, für immer 
"unauflösliche Aufgaben haben.’ 
In solcher philosophischen Ruhe _ er bıs 


zur Revolution. ohne seine mathematischen Enı- 


deckungen fortzusetzen, selbst ohne ein einziges 


Mal. seme analvtsche Mechanik anzusehen, die 

unterdessen seit zwei Jahren erschienen war. 
Die Revolution gab den Gelehrten Gelegen- 

heit-zu einer grossen und schwierigen Neuerung, 


nemlich der Einführung des auf die Natur selbst. 


gegründeten, und unsern Zahlen nachgebildeten 
metrischen Systems. Lagrange war bei dieser 
Arbeit einer. der: Commissarien der Academie; 


er war einer der eifrigsien-Beförderer des neuen 


Systems: 


Pr 
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Systems; er wollte das‘ Dane System in sei-: 
ner ganzen-Reimheit" haben ; er::konnte es Borda; 
Hücht verzeihen, dass dieser die’ Gefälligkeit. ge- 
habt .hatte,. Viertel - Meter machen: zu lassen. 
Er. legte auf den ‚Einwand :dass die : Basis; des 
Deeimal- -Systems so. wenige Theiler habe, kei- . 
nen :Werth. Er bedauerte beinahe, dass‘ sie 
keine Primzahl sey, wie ı1, weil Pa nothwen-: 
dig: alle-Brüche: ‚einerley Nenner bekommen hät-. 
ten. Man kann ..Dieses, wenn man; wall, für. eine: 
Vebertreibung‘ halten ,- die wohl dem besten. 
Kopfe im ‚Eifer des Streits begegnet;: -aher er: 
führte die. Zahl 12 nur an, 'um. die Zahl ı2 ah-. 
zuwehren, ‚welche. die kühneren Neuerer. statt 
der ı0 einfüliren en die. überall: die. Basis. 
des: Zahlensystems: ist. Er 
‚Nach Aufhebung der Acsdihtisen hebieli man 
einstweilen 'noch.idie; ‚mit 'der; Einführung des. 
neuen ‚Systems. ‚beauftragten‘. Commissarien bey. 
Kaum waren drei ' Monate. verflossen, als, man, . 
um .diese Commission ı'zu reinigen, die:: Namen 
Lawoisier, „Borda,.-Laplace, ‚Coulomb, 
Brisson und den::Namen des Astronomen, der 
in»Frankreich opehirte, von ‚ihrer “Liste strich 
Lagrange wurde: heibehalien. ‚Als. Präsident 
kündigte er mir in’ ‚einem langen aid. sehr. gü- 
ugen Briefe an, : dass/ich die ‚amtliche: Anzeige - 
von meiner. Absetzung erhalten würde. Bei indi- 
1. | d 


_ 
- . 


L er 
ner Rückkehr bezeugte er mir“ sein Bedauern 
_ über die Entfernung so vieler Collegen. 
„ch weiss nicht“ sagte er, „warum sie mich 
beibehalten Kaben.“ Sollte aber die Reduction 
nicht allgemeiner seyn, so war .es wohl schwer, 
‚dass sie sich bis auf ihn erstreckte. Je grüssdr 
die ‘Verluste der Commission waren, um so 
mehr war es ıhneu wichtig, nicht die Achtung 
zu verlieren, die man für den Namen Lagrange _ 
hegte.e. Man wusste übrigens, dass er nur allein: 
den Wissenschaften lebe; er bekleidete keine 
Stelle, weder in der bürgerlichen Gesellschaft, 
noch in der Administration; die Sanfıheit semies 
Characters machte es ihm möglich, zu unter- 
drücken, was er insgeheim zw denken sichvnichb 
wehren konnte. ‘ Nie werde ieh’ eine damalige 
Unterredung mit ihm vergessen. Es war den Tag 
nach dem. Ausspruch jenes barbarischen . und. 
absurden Urtheils, das Jeden, der nur noch- ir- 
gend ein Gefühl von Gerechtigkeit hatte, em- 
pörte, und die Wissenschaften durch die Hin- 
richtung eines der grössten Naturforscher Euro- 
‚ pas in Trauer versetzte. „Sie haben: nur emen 
Augenblick :gebraucht“ sagte 'er, ‚um. diesen. 
Kopf fallen zu machen, und hundert Jahre viel— 
leicht werden nicht hinreichen ‚ einen  ähnli- 
‚chen hervorzubringen. * Wir ‚seufzten gemein 
- . schaftlich über die ıraurigen Folgen des gefähr- . 
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Hichen Versuchs, den Frankreich gemacht hatte. 


Kurze Zeit vorher hatten wir“ eitie ähnliche Un- 


terredung, bei Gelegenheit der: Ver urtheilung 


des — Bailly in Lavoisiers Zim- 


‚Alle diese thörichten Verbesserungs-Pro- | 


 jecte are ihm sehr zweifelhafte Beweise von 
: der Grösse des menschlichen ‚Verstandes. „Wollt 


ihr ihn wahrhaft gross sehen“ sagte er, „so | 


tretet zu Newton hin und sehet ihn den Licht- 
strahl spalten und das Weltsystem erforschen.“ 

Sehon' lange bedauerte er, dem Raäthe sei- 
nier Freunde nicht gefolgt zu seyti, die ihm, seit 


“ dem Anfange unserer Unruhen, angelegen: hatten, u 


[ #” 


irgendwo einen Zufluchtsort zu sucheh, den’ er _ . 


so leicht gefunden hätte. So lange die Revohı- 


tion mür etwa_die Besoldung zu bedröhen, schien 
die er in Frankreich erhielt, hatte‘ er jenes Ra- 


thes nicht geachtet, um die grosse Erschütterung, . 


‚die man immer klüger von fern beobächtet; nahe- 
bei zu sehen. Dü hast es so gewollt, sagte er 
zu sıch selbst, indem er. mir gestand, dass es 
ihm leid thue: Vergebens hatte ein, von Duse- 
jour eigends der constimirenden Versammlung 
vorgeschlagenes, Decret ihm die Auszahlung: sei- 
ries Gehalt zugesichert. Vergebens 'bielt man 


ihm auch Wort; das Fallen des Papier-- Geldes. 


tösete: das Dictet in: Nichts auf. Er wär zum - 
_ Mitgliede der Cömmission zur Prüfung und Ei 


Lj 
“ 
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munterung, nützlicher Erfiöglungen ernamit, wor- 


‘den. Man haue ihn. zu einem der Münz- Ad- 
ministratoren gemacht; aber ein solches Geschäft 
war. wenig , geeignet, seine: ' Aufmerksamkeit 'zu 
“fesseln und seine Besorgnisse gu. zerstreuen. Man 
wöllte ihn.von Neuem .nach Berlin ziehen ‚uud 
ihm seine dorüge Stelle wiedergeben,..er: hatte 
schon eingewilligt. Heraut ‘de Sechelles, an 
welchen. er sich wegen . der. Pässe‘, wandte, .bot 
ihm, zu mehrerer Sicherheit, einen Auftrag nach 
Preussen an... ‘Er ‚konnte. sich aber nicht ent- 
schliessen, sein Vaterland zu verlassen; dieses 
widerstrebende Gefühl, welches er damals. für 
ein,. Uebel hieli, wurde,; herwach für ıhn eing 
 , Quelle.:des Glücks und der Ehre. : . . 
Die Normal-Schule, bei welcher er zum. IE 
rer. ernannt ‚wurde, die aber, nur eine sehr vor- 
übergehende Existenz hatte, liess ihm kaum erst 
Zeit, ihr seine ‚Ansichten über die ‚Gründe des; 
Arithmeuk, der Algebra ‚und ..der Anwendungen 
derselben auf die Geometrie ‚vorzutragen...,. .; 
; Die. polytechnische ‚Schule, aus einer glück+ 
lıchern Idee, entstanden, ‚war..dauernder, und man 
kann unter. das Beste was ‚sie geleistet hat rech- 
‚nen, dass, sie, Lagrange der Analysıs wiedergab: 
Hier war es, ‘wo er Gelegenheit. fand, diejenigen 
Ideen weiter zu :entwigkeln,, deren Keime, in ..eıi- 


nei Memoire von 1772. liegen, und .die;..die, 


© 
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ie Metaphysik. des Hhekräl- lei. zum Ge- 
genstande haben‘! Um- Lagrange zu hören! 
. öder ‘vielmehr, diese u 3 'Eütwickelungen 
mit zu ‚geniessen, sahe 'mahı,‘ Wie sich die Leh= 
rer udter ihre‘ Itdgen "Schüler mischten. Hier 
war ‘es, wo seine" Theorie, der analytischen 
Functionen und: die Vorlesun gen über den Func« 
tfions- Calcul entstanden, von - welchen mehrere 
Auflagen. erschienen’ sind. - Wer im Stande‘ war 
diesen interessantem V 'orlesungen "zu Jolgen, 
sagte einer der Professoren (Bacroix), hat- das 
ungemeine V‘ ergnügen gehabt, "Dagrange; 
unter den Augen ‘seiner ‘Zuhörer ;' beindhe 
seine ganze Theorie ‘gleichsam neu erschaffen’ 
zu sehen. Er wird! kostbare Notizen für die 
Geschichte der Wissenschaft besitzen, die, als 
Beispiele vom : Gange des Genies'bei: den Er- 
findungen in der HR RR: werden ERRUnER 
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werden. 
Um diese Zeit wär 'es auch, als'er 'seine > Ab 
huindinn über die‘ Auflösung, der numerischen’ 
Gleichungen, mit Benierküngen über ''Mehreres' | 
aus der Theorie der algebt aischen Gleichungen, 


f i 
tie a i re 


herausgäb. Ä 
'Man sagt, Ar c himedes; ; ‘der“seitien Rühm, 


wenigstens in der, Geschichte, vor züglich seinen: 
Maschinen, und besonders ‚denen, die die Ein-- 
nahme von Syraeus 'veißögerten, veidankı, 'habe 


! 


! 





seine mechanischen Erfindungen, über welche 


er Nichts schrieb, selbst nicht geachtet, son- 
dern nur auf seine rein theoretischen Werke 


: Werth gelegt. Es scheint, dass unsere grossen | 
Mathematiker hierin Archimedes gleichen. Sie 


betrachten eine Aufgabe als aufgelöset, sobald sie 
keine analyüusche Schwierigkeiten mehr hat, so- 
bald sie nur noch Differentiationen, Substitutio- 
nen und Reductionen erfordert, zu welchen al- 
lerdings nichts weiter als Geduld und eine ge- 
wisse Geschicklichkeit gehört; sie sind zufrieden, 


- wenn sie die wesentlichern Schwierigkeiten über- 


wunden haben, und bekümmern sich ‘wenig um: 
die Schwierigkeit, die für, den Rechner übrig 


bleibt, oder um die Mühe der Anwendung ih- 


rer Formeln, selbst, wenn man dieselben nach 
den Umständen abgekürzt hat. Auch Lagrange 
dachte zuweilen so. Er wünschte öfters, dass 
analytische Untersuchungen ermuntert werden. 


"möchten, und, selbst wenn er gewöhnliche Rech- 


- 


nungen zu £rleichtern beabsichtigte, ist es doch‘ 


j Immer nur vorzüglich die Analysis, die er ver- - 
| vollkommnet. 


Die allgemeine Auflösung irebreiche Glei- 
chungen ist Schwierigkeiten unterworfen ‚die 
man für wnübersteiglich hielt; in der Ausübung, 
aber führt jede bestimmte Aufgabe auf eine Glei- 


shung, deren Costlicienten Zahlen sind; es, 


' 


+ 


na ee we. 
würde also "hinreichend scin, ein. scher es Mit- | 
tel zu. haben, um alle Wurzeln solcher Glei- 


en; die man numerische. heunt, zu finden. ' 


[nemlich dann, wenn die Gleichung das letzte 
‚Resultat .der Aufgabe ist; ist. sie es nicht, 
fehlt immer noch der allgemeine 2 
der Wurzeln] Diesen Gegenstand nimmt La- 
grange vor; er zergliedert die bekannten Me- 
ihoden und zeigt ihre Unsicherheit und Unzu- 
‚länglichkeit.: Er: bringt die Aufgabe darauf, eine 
Grösse zu finden, die kleiner ist als der kleinste _ 
Unterschied der Wurzeln. Das ist sehr Viel. 
Man kann die analytische Kunst, die überall aus . 
diesem Werke hervorleuchtet, nicht genung be-, j 
wundern; aber, ungeachtet aller Hülfsquellen des : 
Lagrangischen Genies, ist doch nicht zu leug- 
nen, dass die Rechnung noch ein wenig. wer- 
läufüg ist, und dass die Rechner wahrscheinlich 

- dennoch, bei‘ ihren weniger directen aber schne- 
ler zum Ziele führenden Methoden bleiben wer- 
den. Viermal ist Lagrange auf diesen Gegen- 
stand zurückgekommen. “ Es scheint, dass eine R 
bequeme und allgemeine Auflösung für immer 
unmöglich seyn wird, oder dass sie wenigstens 
auf ganz anderm Wege gesucht werden muss. 
Der Verfasser, scheint Dies auch gefühlt zu ha- 
ben, als er die Budansche Methode als die leich- 
teste und eleganteste zur Auflösung aller 
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Gldicumgen, | nr. Wurzeln: alle rel sind; e 
con pfahl. we | 
Der RR ‚die Anwendungen seiner. ana- 

Jytischen ‚Mechanik zu befördern, veranlasste: ihn 
zu einer neuen Auflage derselben; er hatte dabei die 
Absicht, die gewöhnlichsten Theile derselben: wei- 


‚ter zu entwickeln. : Er arbeitete hieran. mit: al 


lem Eifer. und. aller Geistesanstrengung;; seiner : 
besten. Zeit. : Aber ‚diese Anstrengung 'erschöpfte _ 
Ahn, und zuweilen bis zur Ohnmacht. Madame 
‚Lagrange fand ihn einst in einem solchen Zu- 
stande. Er hatte ım Fallen mit dem ‚Kopfe‘ge- 
gen ein Meubel gestossen, und selbst der Stoss 
hatte ihn nicht zur Besinnung gebracht. Dies 
war eine, ‚Warnung, sich mehr zu schonen. . So 


. ‚betrachtete er es Anfangs; aber die Beendigung 


des Werks, dessen Druck,: mit längerer: Unter- 


| 'brechung, erst im Jahre 1815 vollendet worden 


ist, lag ihm zu sehr am Herzen: ‚Der erste Band 
‚war kurz vor: seinem Tode erschienen; ‚diesem 
-Bande folgte eine neue Ausgabe der analytischen 
‚Fünctionen. °; 'Eine solche Masse . von. Arbeiten 
erschö pfte ihn; gegen Ende des Märzes befiel 
ihn -ein Fieber; der Appetit war verschwunden, 


der Schlaf war unterbrochen, der Mund trocken, 


die Ohnmachten wurden beunruhigend, besoit- 


‚ders‘ beim, Erwachen. Er erkannte die ‚Gefahr, 


aber er behielt: seine-Heiterkeit. Er dachte über 
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‚das nach}: 'was in ihm vorging, und ;gleich'.als 
b ‚wäre‘ er «nur Zusehäuer einer; grossen und sel 
tenen Erfahrung-gewesen, richtete ‘er darauf! seite 
ganze Aufmerksamkeit. Seine’ en sind, 
sächt verloren gegangen. » \%.,'* 

» Am 8. April des Morgens:besuchten ihn die 
| Herren Lacepede, :Monge und Chaptal, 
welcher letztere es sich zur angelegentlichsien 
Pflicht ‚machte, die Hauptzüge der Unterredung, 
welche die letzte war, aufzuzeichnen. Wir he 
ben sorgfältig das Wichtigste aus. “(Die,- ohne 
andere Citation,‘ unterstrichenen Stellen sind 'wört- _ 
ch aus dem ai a) des en erg 
‚genommen:) er 
-i ‚Er empfing sie. herzlich und serährt „Eck 


5 ‚befand mich gestern sehr übel, meine: Freun- . 


-„de,“ sagte er,. „ich glaubte zu sterben; mein 
';Körper. wurde allmählig immer: schwächer, 
„meine moralischen und physischen "Kräfte 


„erloschen gleichsam, ich.bemerkte, mit Beha- 


„gen, die ‚genaue. Stufenfolge : der Abnahme 
„meiner Kräfte, und ich gelangte sanft bis zu 
„einem Zustande, wo der Schmerz unil die 
„Klage aufhört. O, der Tod ist nicht fürcht- 
„bar und wenn er sanft sich naht, ist er eine 
„tetzte, nicht schmerzliche ' und niche rn 
„gende, Verrichtung.“. 
Hierauf theilte er ihnen seine Meinungen y vom 
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Lehen mit, ‚dessen Sitz, nach ihm, überall, durdı 
‚alle Organe der ganzen Maschine vexbreiter sey, : 
die, ihm -zu Folge, überall zugleich nach einer- 


+ Sey Stmfenfolge dahinsterben. 


e Einige Augenblicke später fühlte ich. Br 
(„les Leben aufhören, der Tod war überall, 
„der Tod ist nichts als die absplute Ruhe des 
„Körpers.“ ni 

'„Zch wollte sterben“ fügte er ORDER; hin- 
zu, „ja ich wollte es recht gerne, aber meine 
„Frau wollte es nicht; ich hätte sie in diesenh 
„ Augenblick weniger zärtlich, weniger bemüht 
„meine Kräfte zu erwecken, gewünscht, hätte 
„gewünscht, dass sie mich sanft scheiden liesse. 
„Meine Laufbahn ist zu Ende. Ich habe ei. 
„migen wissenschaftlichen Ruf .erlangt.. Ich’ 
„habe Niemand: gehasst, ich habe nichts Bö- 
„ses. gekhan und glaube wohl zu enden; : aber | 
5 EIER Frau hat es nicht gewollt.“ 

_ Da.er sehr angegriffen ‘war, besonders durch- 
“die letzten Worte, so wollten sich seine Freunde, 
ungeachtet der grossen Interesse, nit welchem 
sie ihn. hörten, entfernen; aber- er begann jetzt 
von der Geschichte seines Lebens, seiner Arbei- 
tem und ihrer Früchte zu reden, von seinem 
Aufenthalte in Berlin (wo er, wie er oft sagte, 
einen König in der. Nähe gesehen habe) von 
‚seiner ‚Rückkunft: nach Paris, von der Ruhe die 
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er dort Anfangs genossen hahe, ‚den Besorgnis- ur 
sen die. ihm hernach die Revoluton gemacht 
habe, von der ausgezeichneten und unerwarie- 


ten Art, wie er dafür, durch einen grössern nd 


“ mächtigern Fürsten (er hätte sagen können, von 


einem Manne, der fähiger war ihn zu fassen). . 


entschädigt worden, der ihn mit Ehre und Wür- . 
_ den überhäufte, der ihm noch ganz kürzlich das 
Grosskreuz des Reunions-Ordens geschickt hatte, 
und der, wie wir hinzufügen können, nachdem 
er ihm bei seinem Leben die unzweideutigsten 
Beweise seiner höchsten Achtung. gegeben hatte, 
so eben für seine Wittwe und seinen Bruder 
mehr that, als jemals Friedrich, während der 
ganzen Zeit, da Lagrange seine ‚Academie .ver- 
herrlichte, für ihn selbst gethan hatte. [Diese 
deusserungen sind vom 3. Januar 1814 datirt.) 
Lagrange hatte nie nach Ehrenbezengungen 
und nach Reichthümern gestreht, aber er nahm‘ sie, 
mit achtungsvoller Erkenntlichkeit an, und be- 
diente sich ihrer zum Nutzen der Wissenschaf- 
ten. Er freute sich darauf, sich mit seinen Wür- 
den, an der Spitze des Werks, an welches.er 
arbeitete, zu schmücken, um der ganzen Welt 
zu zeigen, wie Frankreich seine Gelehrten 
eh. 5 | nee, 
Man sieht aus der letzten Aeusserung, dass 
er nicht alle Hoffnung. der Genesung - verloren | 


f 
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hatte; er glaubie Ylös; sie werde langwieri ig seyn; 


er 'verspräch sogar, nach der Rückkehr" seiner 
Kräfte, ‘mit den Herren Gräfen Mönge und 


Chaptal, beim Grafen Läcepede zu essen, und 


ihnen dann über sein Leben und’ seine Werke 


r „ol j ' er on r PR; N 
noch 'Mehreres zu erzählen; was sie “sonst 


irgend fänden. ' Diese Details sind für immer 


verlören; wir wissen nıcht einmal, was er noch 


. dem’ zweiten Bande 'seiner Mechanik, ‘der ‘schon 


unter der Presse‘ war, hinzufügen wollte und 


‚ } ’ 
Hätte hinzufügen können. (Dieser Band ist seit- 


‚dem 1816 erschienen.) 

Während jener Unterredung ‚ die zwei Stun- 
den dauerte, verliess ihn öfters das Gedächt- 
niss; er bemühte sich. vergebens, Namen und 
‚ Begebenheiten sich zu erinnern,’ jedoch. war 
seine Rede immer zusammenhüängend, "voller 


‚kräftiger Gedanken‘ und kühner Ausdrücke. 


Diese Anstrengung seiner "Kräfte "erschöpfie ihn. 
Kaum 'hatten ihn 'seine Freunde verlassen 'als er 
in ‚eine gänzliche Erschlaffung: verfiel.‘ Er’ starb 
am zweiten Tage darauf, am 10. Au ein Vier- 


z tel 'vor‘zehn Uhr des’ Morgens. 


La; grange war von zartem aber festem Kör- 
pe ban; seine Ruhe, seine Mässigkeit, seine strenge 


und. nüchterne Lebensart, von welcher er nur-sehr 


selten abwıch, haben sein Leben bis zu einem Al- 


ter 'von ‚sieben und siebenzig Jahren, zwei Monateh 
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» und zehn Tagen gebracht .. En.ist zweimal. ver- 
kieirathet gewesen ;: dasi.etsie. mal in Berlini, nach 
dem ‚Beispiel .der übrigen Achdemiker,,.. deren 
keiner. unverheirathet yar....Er, hatte von ‚Turin 
eine Verwandte kommen, lassen, die; er.heira- 
thete, und..die er nach einer langwierigen ‚Krauk- 
heit verlor, .ın ‚welcher !er. ihr die: zärtlichste) un- | 
ermüdeteste und 'aufmerksamste Sorgfalt: wid- 
mete. Als er. hiernächst;.. in. ‚Frankreich, Demoi- 
selle Besser heirathete,. ‚sagte eh..zusunss 
„Ich habe ‚aus. meiner ersten. Ehe ‚keine. Kin- 

„der gehabt, ich weiss nicht ob ich deren .aus 
„der zweiten Ehe erhalten. werde, ich wünsche 
„Jetzt keine mehr.“ ‚‚Seimeii Absicht ‚war-nur; 
eine liebenswür dige Gefährtin zu- ‚haben, ‚deren 
Gesellschaft ihm. einige. Erholung. in den Zr 
'schenräümen seiner Arbeiten. gewähren. ‚könnte, 
ugd in. dieser Hinsicht: „blieb, ihm nichts’ zu. Münr- 
schen übrig. Die Gräfin Lagrange; ‚Tochter, 
Eukelin und Nichte von, Mütgliedern., der; Achder 
mie, war, des Namens, den,'er ihr ‘gab, würdig, 
Diese Vorzüge hoben: in ‘seinen. Augen: die, Ua- 
gleichheit ihres Alters; und seine Gefährtin 'hatıe 
für. ihn, ‚die zärtlichste Anhänglichkeit. . Er! war, 
dafür s6..dankbar,, dass'.er ‚stets nur viegerh. ‚sie 


verliess;. dass ‚er nur ‚allein ihrewegen mit. emi- . 


gem Widersir ‚eben aus. der Welt ging,’ und daks 
man ıhm oft sagen högıe: ‚von. Allem was ihm; 
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Gutes widerfahren, schätze er- das‘ am höchsten, 
dass ihm eine so zärtliche, liebevolle: Gefährtin 
ut Theil geworden. "Während seiner zehntägi- 


gen: Krankheit verliess sie ihn nieht eiien Au- 


genblick und wandte alles an, seine Kräfte zu 
erhalten und sein Daseyn zu verlängern. 

> Er liebte die Einsamkeit, aber er machte sie 
keinesweges seiner jungen Frau ebenfalls zur 
Pflicht; er besuchte also Gesellschaften, und 
zeigte sich, ‘wo er semeit Range nach erschei- 
nen nnisste. Sehr oft sähe ıman deutlich dass 
er:.dort seine Forschungen, die er in seinem 
Zimmer begonnen hatte, fortsetzte: Man Sagt, . 
er sey gegen Musik nicht gleichgültig gewesen. 


In der That war es ihm in zalhreichen Gesell- 


‚schaft nicht unangenehm, wenn ein Concert die - 
Unterhaltung unterbrach und die allgemeine Auf- 
merksamkeit auf sich 208. Ich fragte ıhn bei _ 
einer sölchen Gelegenheit, was er von der Mu- 
 sik halte; „Ich mag sie gern“ sagte er, „weil | 
„sie mich isolirt; ich:höre die drei ersten Taete; 
„ beim: vierten unterscheide ich nichts mehr, ich 
„überlasse mich meinen Gedanken; Nichts un- 
„terbricht mich, und ich habe auf diese Weise 
„mehr als eine ‚schwierige Aufgabe gäöser.“. 
Obgleich sein’ Antlitz voller Würde und der 
Abdruck seines edien Charaeters war, so hat er 
doch niemals zugeben wollen, dass man ihn ab+ 
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bilde; nehr .:abs: einmal ‚hat ı: BER sich ‚ mit 


verzeihlicher Geschicklichkeit, heimlich in die 
Sitzungen der ‚Academie:.'geschlichen, un ihn 
wobermerkt: zu: zeichnen: : : Ein»von der Tari- 5 = 
ner Academie‘;gesaudter' Künstler zeichnete uf  . . 


diese Weise:die. Skizze, nach ‘welcher: die: Bü- ° 
sie „verfertigt -wordew ist; : die mehrere Monate 
in unserm .Privat-Sitzungs Saale: ausgesielle: war; 
und. die. jetztuusere Bibliothek schmückt. Seine 
Züge sind: näch "seinem Tode: äbgeformt wor 
den; auch früber, wenn er schlummerte, ‘Die 


danach gemadhte ce wird für ‚sehr eh 


1 dei Ursechaleunk sanft und beinahe s schüch: . 
tern, liebte er besonders, Andere zu fragen, 'ent- 
weder unr.die Befragten gehen: zu machen; oder 
die Früchte ihres Nächdenkens: seinen wein 
fassenden Kenntnissen hinzuzufügen. Wein er 
spräch, s6 geschah es.im. Tone des Zweifel; _ 
und seine Rede begamn, gewöhnlich mit einem? _ 
‚ich weiss: nicht.“ Er ehrte eines Jeden Meinung | 
"und war. weit entfernt, die Seimigen als Regehr 
aufzustellen. Allein es war deshalb nicht leicht, 
ihn zur Aenderung seiner Meinung zu bringen, 
Er vertheidigte sie zuweilen mit einer Wärme, _ 
die sa lange stieg, bis er. m sich: selbst die 
Bewegung. bemerkte; dann kehrte seine gewöhn- . 
liche Ruhe zurück. Einst, nach einen solchen 
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Streite;ials Lagrange fortgegangen ind Borda | 
mit mir ‚allein geblieben war, 'entschlüpften: die- 


_ ser die Worte:.\, Es chut mir Leid, das von ei 


— 


„nen Manne: wie: Lagrange: sagen. zu mü 


„sen,.aber-wahr:äst:es: ich: kenne: rüchts Ein 
„gensinnigeres.“ .: Wäre. Borda: zuerst wegge- | 
gangen, so hätte: Lagrange wahrscheinlich, von 
seinem. Collegen ‚.,der . eın : Mann von, Verstand 
und:‘vielem Geist war, und: der, wie Lägrangey 
nicht gern die.Ueberzeugung aufgab, die er nur 
nach reifer Prüfung . . das. N emli- 
che' ‚gesägt. ı Ai, 

Zuweilen bemer 'kte man in seinem; ‚one eine 
leichte und sanfte. Ironie, deren Sinn sich micht | 
wohl missverstehen liess, die ich aber nie: Jemand 
habe beleidigen . sehen. So. sagte :'er.;ieinst: ‚zu 
mir: diese Astronomen. sind. sonderbar, sie wol- 
len nieht an: eme.- Theorie glauben,' wenn sie 
nicht-,zu. ihren Beobachtungen: passt; Was diese 
Bemerkung veranlasst hatte, und die. Miene mit 


‚der. er sie. machte, ımd. die den. wahren ‚Sinn 


so- wohl. bezeichnete, machte, dass ich:die Asıro- 


'nomen nicht. an‘ Schutz nehmen zu "können 
en Ä 


Uri so vielen Meisterwerken; ; die wir :sei- 


.nem Talente verdanken, ist seine Mechänik un- . 


widersprechlich das grösste, merkwürdigste und 
wichtigste. Die analytischen Funcuionen' nehmen 
nur 
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nur den zweiten Rang ein, ungeachtet der. Frucht- 


barkeit der Hauptidee ° und der Sicherheit ‚der, 
Entwickelungen. Eine weniger: bequeme Be: - 


zeichnung, und obgleich klärere,so doch beschwer- 
lichere Rechnung, werden wahrscheinlich "die 


Geometer abhalten, ausser in schwierigen und 


zweifelhaften Fällen ,‚ seine Zeichen und: Benen- 
nungen anzuwenden [aber doch auch wöhl nur 
die Zeichen und Namen, nicht die Ideen 


| selbst, die Lagrange zuerst dn tie Stelle des 


leeren, jeden Augenblick der Gefahr der -Täu« 


schung und des Irrthums ausgesetzten, Spieles 
mit dem, keiner Klarheit fähigen Begriff des Un- 
endlichen, setzte: Eine, selbst bloss eingebildete, 


Bequemlichkeit kann unmöglich mehr werth 
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seyn, als strenge Ueberzeugung und. Wahr: 


heit.] Es ist hinreichend, dass Lagrange die. ; | 


Mathemätiker über die Legitimität- der behen- 


dern Methods des Differential-- und ‚Imtegral- 


Calculs beruhigt hat, [das hat Lagrange wohl 
nicht gethani. Es kann auch schwerlich all- 
gemein geschehen, sondern nur für jeden ein- 
zeinen Fall besonders, und dänn tritt :die rich- 
tige Methode selbst, an die Stelle der. illusori- 


schen, und die letzte verdient weiter keine Rück- 
sicht] Er selbst hat sich wieder der gewöhn- 
lichen Bezeichnung in der zweiten Ausgabe sei-. 
ner Mechanik bedient, [wahrscheinlich deshalb, 
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‘weil durch seine Methode die Legitimität der 
“ alten, hier noch nicht erwiesen war und die- 
ses ihm noch zu thun übrig blieb.) 

Dieses grosse Werk. ist gauz auf die Varia- 
tions Rechnung gegründet, deren Erfinder er. ist. 
Alles beruht auf einer einzigen Formel und auf ei- 
nem, zwar lange vor ihm schon bekaniiten Grund- 
satze, dessen grossen Nutzen zu ahnden man 
"aber weit. entfernt war. Diese erlabene Com- 
position vereinigt übrigens in sich alle seine vor- 
herigen, auf diesen Gegenstand sich beäehenden 
Arbeiten; sie zeichnet sich durch den pluiloso- 
phischen Geist aus, der darin von Anfang bis 
zu Ende herrscht. Zugleich ist sie die beste 
"Geschichte dieses Theils der Wissenschaft ; eine 
Geschichte, wie sie nur von eimem Manne ge- | 
schrieben werden konnte, der seinen Gegenstand 
sa ganz umfasste, und der allen seinen Vorgän- 
_ gern, deren Werke er zergliedert, überlegen ist. 
Sie gewährt eine Lectüre vom höchsten Inte- 
resse, selbst für Denjenigen, der nicht im Stande 
ist, allen Details des Calculs zu folgen. Ein sok 
‚cher Leser bemerkt wenigstens den innigen Zu- 
. sammenhang aller der. Grundsätze, auf ‘welche 
die grössten : Geometer ihre Untersuchungen in 
’der Mechanik gebaut haben. Er findet das geo- 
metrische Gesctz der Bewegung der Himmels- 
‚körper aus einfachen mechanischen und anal y- 
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üschen Besen hergeleier. Yon. dieser 
Aufgabe, das Weltsystem,' wie es ist, dem Calcul 
zu unterwerfen, geht der Verfasser zu der schwie- 
rigern ünd verwiekeltern Aufgabe über, die eine 


andere Ordnung: der Dinge voraussetzt. Der- 


gleichen Untersuchungen sind zwar blos Gegen- 


stände ‚der Neugier, welches auch: ‚der Verfasser _ 


bemerkt, aber sie zeigen den ganzen Umfang sei- 
ner Kräfte. Man findet darin ferner, seine neue 
Theorie : der Veränderung der. willkührlichen 


« 


Constanten bei der Planeten- Bewegung, die so , . 


viel Aufsehen ın den Memoiren des Institnts ge- 


macht, und an welcher ihr Verfasser gezeigt 
hatte, dass er im fünf und siebenzigsten Jahre 
noch nicht von der hohen Stufe herabgestiegen 


sey, die er, nach dem Eingeständniss aller Ma-' 


thematiker, so lange Zeit einnahm. [Die analy- 
tische Mechanik steht unstreitig so hoch über den 


jetzigen Standpunkt des mathematischen Wis 


sens, in so weit es allgemein verbreitet ist, dass 
ihre volle Wür digung und Benutzung. erst 
einer späteren Zeit aufbehalten zu bleiben 
scheint.) - | 
Ueberall, wo er in seinen Schriften einen 
wichtigen Satz aufstellt, giebt er jederzeit dessen 
ersten Erfinder die Ehre. . . 
Berichtigt er die Ideen eines Vorgängers sd 


‘ Zeitgenossen, so 'geschiehet es mit aller dem 


f 
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Genie gebührenden Achtung: ' Zeigt.'er den Irr- | 


thum Derer, die ılın angriffen, so geschieht es 
mit dem Gleichmuth (impassibilite) eines wah- 


ren Mathematikers und der Ruhe eines Demon- 


strators. Keiner seiner berühmten Nebenbuhler 
hatte wohl scharfsinnigere, treffendere, allgemei- 
nere und tiefere Ideen; und endlich, Dank sey 
es seinen glücklichen Bemühungen! die Mathe- 
"matik gleicht jetzt einem weiten. und herrlichen 
Pallaste, dessen Fundament er befestigt und des- 


sen Gipfel er geschlossen hat, und in welchem | 


man keinen Schritt thun kann, ohne, bewun- 
dernd, Spuren seines Talents zu finden. 


‚ 





Notizen von Guyton Morveau. 
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La grange wurde am 21. März 1792, nebst Ber- 
thollet und Mongez, zum Münzadministraior' _ 
ernannt. Die nemliche Stelle hat Cicero, unter 
dem Namen des quartum vir monetarius,. be- 
kleide. Newton hat dreissig Jahre: lang : die 
Functionen des ersten, Beamten der Londoner. | 
‘ Münze verrichtet. Dieser Dienst erforderte, als. 
Lagrange ernannt wurde, wenig Arbeit. Aber‘ 
Alles was ihn von seinen tiefen Forschungen ab- 
‚208; war ihm unerträglich. Er nahm nach sechs 
“Monaten den Abschied. 

Robespierre decretirte: alle Erde; ahae 
‚Ausnahme, sollten Frankreich verlassen. „Die . 
Maassregel“ sagte er, „ kann einige Philosophen 
‘und Freunde: des Menschengeschlechis ıreffen, 
‚aber diese Race ist sehr selten.“ Man sehe. den“ 
_ Moniteur’ vom a5sten 7 endemiaire. des zweiten 
Jahres (16. October 1795). Lagrange fragte, | 
erschrocken, Guyton um Rath, welcher ıhm 
sagte, dass ein späteres' Decret den ‚Wohlfarths- 
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Ausschuss ermächtige, diejenigen Edelleute und ; 
Fremde, deren Beibehaltung in ihren ‚Stellen er 
nützlich erachten würde, in ‚Requisition zu Sez- 
zen. Guyton bat ıhn, an den Ausschuss zu 
schreiben, aber Lagrange weigerte den klein- ' 
sten Schritt. .Er wollte keber den Ausgang er- 


. warten.“ Glücklicherweise fiel esGuyton-ein, ihn 
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daran zu erinnern, dass er ilın früher von Sei- 


ten des Wohlfarths - Ausschusses ersucht habe, 


_Huttons Lehrbuch der Artillerie zu prüfen, 
Dagrau ge willigte ein, an Guyton, als Mitglied 


des. Ausschusses, zu schreiben, und ihn zu fra- 


. gen: ob er unter diesen Umständen das. Werk 
zurückschicken, oder mit der Pr 'üfung fortfahren 


solle. Zwei Stunden darauf brachte ihm Gu y 
ton den Befehl des Ausschusses, der ihn rer . 


' quirirte, die übernommenen Rechnungen über 


“die: Theorie der Wurflinieen fortzusetzen. 


In einem Briefe vom ı2. Ventose des fol- 


genden Jahtes (2. März 1797), äussert sich La- 


grange über das Huttonsche Werk, in folgen- 
den Worten: „Dieses Buch reitzt meine Neu- 


„gier, weil die Versuche sehr genau zu seyn 


„scheinen, und wenigstens der Verfasser zu 
„allgemeinen Resultaten gelangt ist. . Besonders 


„wünsche ich zu sehen, was er über die Länge 
„der Geschütze gefunden hat. Das ist der Punkt 
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„welchen Darcy y inierelichen wollte, wor über % | 
„aber nichts Enischiedenes finden konnte.“ | 
‚In einem andern -Briefe sagt er: „Ich be- 
n schäfüge mich, die Versuche Huttons zu ptü-' 
„fen, und zu sehen, in wie fern sie mit einer 
, „genauern Theorie als. die des Verfassers, ver- 
„einbar sind.“ | 
Guyton hatte a auf einige Stunden das - 
Chladnische Werk geliehen. Beim Zurücksen- | 
den schrieb ihm Lagrange::- „Ich will ver- 
„suchen, es mir zu verschaffen, um es mit Musse. 
„zu studiren, und zu sehen, ob sich diese Ver- 
„suche auf eine Art von Theorie ‚bringen las+ 
„sen. Die auf den kreissförmigen Scheiben sich 
„bildenden Linien, ‚welche durch die Gestalt 
„bestimmt werden, die der Sand, "womit Iran 
„die Scheiben bedeckt, ehe män sie mit dem . 
„bogen streicht, annimmt, sind.eben so. wie Ru- 
„heorte in den harmonischen Tönen der Vio- 
„line und der Trompete; aber der Zusammen-- 
„hang dieser Linien mit ‘den zugehörigen "Tö- 
„nen ist eine eben so sonderbare, als, theore- 
„tisch, schwer zu erklärende Erscheinung.“ 


’ 
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Auszug 


"aus-einer kleinen Schrift der Aerzte | 
Virey und Potel über das Leben 
und den Tod Lagrange’s. 


(Precis histdrique sur la vie et la mort de Joseph- 
Louis Lagrange. Paris chez Mme, Vve, Courcier. 1813.) 





Lagrange ‚war am 30. Januar 1736 zu Turin. 
gebgren. [Delambre sagt oben: am 25. Ja- 
nuar 1756. Es ist sonderbar, dass. der Tag 
der Geburt berühmter Menschen öfters zweifel- 
haft ist. ] Seine Vorfahren stammten, wie die 
von Descartes, ays der Touraine. Sein Gross- 
yater,,. nachdem er unter Ludwig dem Vier- 
zehnten im Krjege gedient hatte, hiess ‚sich m 
j Piemont nieder. [ Dieser scheint der, nemliche. 
zu seyn, der, nach Delambre, Lagrange: s 
Urgrossvater war,.] Sein Vater lebte dort 84 
Jahrg. J. L. Lagrange, welcher der Ersige- 
borne von eilf Geschwistern war, überlebte, 
nebst dem Letztgebornen, alle Uebrige. Von frü-: 
hester Jugend an, lebte er nur für das Studium, | 
aber nicht gleich yon Anfang fesselte ihn. die 
Mathematik; er schien sie selbst zu verkennen, 
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i und: nur für. liter Srische Kerne empfänglich. = 
Nur in der. Philosophie zeigte er Eife! Kur die- . 

jenigen Wissenschaften, die die Bestimmung sei- 

nes Lebens ausmachen. sollten. Bald. nahm er, 
aber jenen Schwung, den er späterhin ' anzura- 
thien pflegte, ‚wenn .man -ıhn fragte: wie. am be-. 

sten die Mathematik zu ‚studiren sey. „Man 
muss sie“ sagte er, „ın ihren grössten Schwie-. 
‚rigkeiten. ergründen.“ In: der That eine vor- 
ıreflliche Methode, um kräftige Köpfe zu bilden! 


aber zurückschreckend für die schwachen und . , 


unfähigen. Lagrange’s Genie reifte: früh, denn 
im funfzehnten Jahre lehrte er: schon in einer 
Artillerie Schule die Mathematik, vor Schülern, 
die alle älter waren. als er. Man sieht leicht, 
‚dass eine solehe Anstrengung im Denken und 
Arbeiten, die Entwickelung seiner körperlichen 
Kräfte hindern musste. Er war. damals schr 
schlank, hager und bleich, obgleich späterhin 
seine Figur die, gewöhnliche. Grösse und gute 
Verhältnisse erhielt. | 
Im zwanzigsten oder . zwei und zwanzigsten ö 
Jahre ‚legte er den .ersten Grund zu seinem Ruh- 
me; er wurde mit dem Cheyalier Saluce und | 
Cigna ‚der Sufter.. der. Könjgl. - Academie der _ 
Wissenschaften, zu Turin, sa wie Leibnitz der. 
Stifter der Berliner, Academje war. In diesem 
Alter ist es, wa sich, nach Montagnes Aus- 
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druck, ‚die Köpfe enifalten ; auch Newton 
machte im vier und zwanzigsten Jahre, nach Bar- 
 rows Zeugniss, seine grossen Entdeckungen. 

‘ Wenn unser Wissen nichts anders als eine 
Reihe von Erinnerungen ist, wie ein Philosoph 
des Alterthyms (Plato) meint, so gilt dies ganz 
| besonders von‘ der Mathematik, wo sich eine‘ ° 
Wahrheit an die andere reiht. Lagrange hatte 
gleichsam eine Vorempfindung semer spätern 
Entdeckungen. Er sagte: er habe sie im Keime in 
sich getragen. Es scheint, dass das Genie besuimmt 
ist, ein gewisses, Maass jener herrlichen Geistes- 
früchte zu tragen, oder man möchte es vielmehr 
als das Werkzeug einer höhern Natur betrach- 
ten,: das bestimmt ist, unserm Blicke einige der 
leuchtenden Strahlen jener tiefern Weisheit zu 
enthüllen, die das Weltall regiert. = 
Grosse Anstrengungen der Denkkraft sind 
‚nicht ohne Einfluss auf den Körper. In zu frü- 
her Jugend untergruben sie bei Pascal die Le- 
-  benskraft ‚und verkürzten seine Tage. Lagrange 

war in sich zurückgezogen und verschlossen ge- 

“ worden; er arbeitete unaufhörlich mit dem Kopfe, 

‘und durchdachte‘ seine Werke, che er sie nie- 
derschrieb, so vollständig, dass er in seinen Ma- 
nuscripten fast ujemals Etwas änderte. Seine Werke 
gingen so vollendet aus ihm hervor, wie. die 
Dichter Minerven, völlig gerüstet, aus Jupiters 
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Haupt entspringen lassen. In frühern Jahren 


versetzte die ungemein heftige ‘Anstrengung des. 


Kopfs Lagrange öfters in einen fieherischen 


Zustand. Von daher schrieb sich auch ‚die Un- | 


regelmässigkeit seines Pulses, die er bis zu seinem 


Ende behielt. Descartes verfiel im vier und. 


zwanzigsten Jahre, aus der nemlichen Ursach, in 


. Schwärmerey (enthusiasme). (Man sehe seine 


* Lebensbeschreibung von A. Baillet. Paris 1691. 
4° 2. Band, rstes Capitel $. 81. Es war im 
Herbst, im November; dieser, Gelehrte war von 
melancolischem ‘und nerveusem Temperament) 


Nachdem Lagrange seine berühmte ‚Me- 


thode der Grössten und Kleinsten entdeckt und i 


davon neue, von seinen Untersuchungen über 
die Fortpflanzung des Schalles unabhängige, An- 


wendungen auf die Dynamik gemacht hatte, . 


 (miscellanea philosophico-mathematica. Tau- 


rini 1759, 4° und in dem zweiten Bande die- 


. ser vermischten Schriften) bekam er -im' 25 sten 
"Jahre, gegen das Ende. des Winters, einen An- 
fall von Hypocliondrie. Auch zeigten sich Gal- 


_lenühel, Bekanntlich ist diese Krankheit. vor- - 
züglich einer denkenden und sitzenden Lebens- 
weise und dem tiefen Studium eigen; sie ist ge- i 
.wöhnlieh mit jenen andern Zufällen begleitet. 
Sie. entschied Lagrange’s Temperament. Es | 


wurde völlig nerveus und melancolisch, wie ge- 
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wöhnlich bei allen, in einer Wissenschaft ‚oder 
‚Kunst, ausgezeichneten Menschen. (Diese Bemer- 
"küng macht schon Arıstoteles problem. sect. 
XXX. art. 2. Bei den Neuern findet man eine 
Menge ‚Beispiele. Wir wollen blos einige Ma- 
thematiker nennen: Galilei, Jacob und Jo- 
hann Bernouilli, Pascal, J. D. Cassini, 
Huyghens, Newton etc. waren es von’ Na- 


tr. Andre sind es durch ihre Anstrengungen 


geworden. Die Alten dichteten den Prome- 
ıheus wie ihm, an einen Felsen geschmiedet, 


‘ein Geyer die Leber zernagt, zur Strafe, dass er . 


vom Himmel das Feuer raubte. Diese Vorstel- 
lung ist ein sinnreiches Bild der körperlichen 
Uebel, ‘die aus der Anstrengung des Kopfes ent- 
stehen. Es ist bekannt, dass durch solche An- 
strengung das Leber -System, wegen seiner Ver- 
bindung‘ mit dem. Gehirn, vorzüglich leidet.) 
Dieses ist nicht zu verwundern,‘ wenn man’ er- 
wägt, dass diese feste und in sich gezogene Con- 

‚sütution alle Kräfte nach. innen leitet, ‚folglich 

wäumend und tiefsinnig macht. Die damalige Ge- 
wohnheit, viel Blut zu lassen, hatte wahrschein- 


| lich ebenfalls beigerragen, Lagranges Tempa- 


rament  nerveus 'zu machen, denn ın seinem, 
gewöhnlich fieberhaften. Zustand, hatte man ihm 


ih seimer Jugend ‚wiederholt zur Ader gelassen, 


auch noch in. Berlin, wo man’ ihm in Allem 29: 
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‚Mal zur Ader les, was ee nothwendig. seiner: 
sonst festen Körper "bau schwächen und die Äengst- 
lichkeit er zeugen 'musste, die er. immer für seine 
Gesundheit: hatte: - Er beobächtete sıch immer ei 
‚sehr. genau ın der Diät und allen Begegnissen ;. | 
er beschäftigte sich sogar mit: dem medicinischen n | 
Studium, mit Untersuchungen über die Organi-, 
sation, über die Natur der Gifte und verschie- + 
dener schädlicher Substanzen. Er. hatte sich- 
verschiedene physiologische-Ideen geschaffen. ‚So. 
zum Beispiel meinte er, dass dasjenige Tempe- 
rament, welches die Alten das melancolische 
nannten, ‚vorzüglich durch ein Uebergewicht des. 
Adernsystems über das Arteriensystem entstehe, u 
und stützte. seine Memung auf die Teınperamente 
N bejahrter Personen, oder: solcher, ‘bei welchen. 
ein schwarzes Blut die Gefässe ausdehnt; sie: . 
kröpfig macht, die Zweige der Pfortader füllt, 
und zu Hämorrhoiden disponirt. ; 
‚Inzwischen stellten körperliche Boni) 
Unterbrechung der Kopfarbeiten, eine. stärkende 
. Diät und Jugendkraft, Lagränge s Gesundheit 
wieder her. Er erhielt viet Erleichterung durch - 
den Gebrauch vegetabilischer Säuren z. B.von- 
Citzonen, ‚so wıe von Früchten und Gemüsen; 
er zog fast sein ganzes Leben hindurch die Pflan- 
zen-Nahrung, ‚fast mit pythagoriseher Strenge, 
den Fleischspeisen vor, und diese Gewohnheit . 
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wug Er Zweifel nice wenig zur Mieeigung | 
seines Temperaments und zur natürlichen Ruhe 
“ . seiner Seele bei. | 
So wie seine ersten Entdeckungen i in Pr ge- | 
lehrten Welt bekannt. wurden ‚ kam er in Ver- | 
. bindung mit d’Alembert und Euler, die da- 
mals das Scepter der Mathematik führten. Man | 
findet, dass .sie mit ihm wie mit ihres Gleichen 
umgingen, obgleich er bei weitem jünger war. 
Der grosse Euler selbst! verschmähte nicht, 
seine Variations-Rechnung zu commentiren. :Im 
28sten Jahre (1764) gewann Lagränge bei der 
"Academie der Wissenschaften zu Paris‘ den Preis: 
‘auf die Untersuchung der, Monds-Schwankun- 
gen. Seine Arbeit enthält den Keim der fein- 
sten Analyse, i in der ausgedehntesten se 
auf die Mechanik. 
Als Euler, obgleich mit Mühe, von Frie- 
‚drich den. Grossen die Erlaubniss zur Peters- 
burger Academie zurückkehren zu dürfen, er- 
halten hatte, war die Stelle des Directors der 


 Academie offen. Der König bot sie d’Alem- 


' bert. an, aber dieser berühmte Mathematiker, 
der bei seiner sonst kärglichen Lage, in Frank- 


= - reich auf“die Wissenschaften einen Einfluss hatte, 


_ den er in Preussen nicht gehabt: haben würde, | 
schlug Lagrange, dessen beginnender Ruhm 
sich sehon über. ganz Europa verbreitete, vor: 
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Frie dr ich ein erdise EBEN de Talents, 
nahm ihn ehrenvoll an ‚Eulers Stelle auf; er 
setzte ihm einen Gehalt. von 1500 Thalern (et- 
wa 6000 Franken) aus; dies war im Jahr 1766. _ 
Es ist bekannt, welche Menge von gelehrten Ar- 
beiten über dıe numerischen und. algebraischen 
Gleichungen, über partielle und endliche Diffe- 
renzen, über die Astronomie und viele andere . 
Theile der Mathematik, die Memoiren der Aca- 
demie zu Berlin bereicherten und Lagra nge’s 
Ruhm auf die hohe Siufe erhoben, die er un- 
_ widersprechlich eiunimmt. Man fand ‚ihn tiefer e 
und klarer als Euler, obgleich weniger fruch- 
bar. Friedrich schätzte ihn sehr. Wenn die 
Achtung eines grossen Fürsten für einen Gelehr- 
ten ehrenvoll ist, so ehrt diese Achtung des Ver- 
dienstes auch den Fürsten wiederum selbst; denn. : 
sie zeigt, dass e® selbst Verdienst hat. Er fand nur. 
in Lagrange einen weniger kühnen s weniger 
unternehmenden Philosophen, als er wünschte; 
denn der Mathematiker war Philosoph. ohne Lärm, 
wie er selbst sagte, während Maupertuis, La- 
mettrie, d’Argents, Voltaire etc., die vie- 


‘ leicht weniger reel.waren, in ganz. Europa ein. . 


‚geräuschvolles Aufschen. machten. Aber diese, 
in Lagrange’s Character liegende Mässigung 
machte ihn. bei den Deutschen beliebt; er wurde 
‚von ihnen algermein bewundert. Die Gesand- | 


) 
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ten’ verschiedener Mächte, . . besonders die‘ von‘ 
-Neapeh und Spanien, mächten ihm, obwohl ohne 
Eriülg, die verführerischten Anerbietungen, um 
einen so grossen Mann nach ihrem Vaterlande. 
zu ziehen. (Im Jahre 1775. Um diese nemli- 
che Zeit schrieb er Zusäize zur Ueberseizung 
‘von Eulers Algebra;. er fügte derselben die 
diophantische Analysıs hinzu.) 

Das EClima in Preüssen, welches viel ge- 
"mässigter. ist als im Italien, bekam ihm sehr 
wohl. ‘Er entwöhnte Sich des Weins, den et 
iinmer nur sehr gemischt und mässig genossen 
‚hatte, ganz. Er trank statt dessen Bier; welches 
ihm sehr wohl bekam. Er würde sogar völ- 

- big. Er verheirathete sich mit seiner Cousine, . 
‘ aber diese fiel id eine längwietige und heftige 
| Krankheit. Lagrange setzte seine Wissenschäft 
s bey Seite und’.lebte nur den Pflichten! des 
Gatten‘; ‘seine medicinischen Kenmnisse gaben 
ihm selbst zuweilen neue Mittel an die Hand, 
sie ms Leben zurückzurufen. Jedoch umsonst! 
sie starb kinderlos und er blieb lange Zeit Witt- 
wer. (Lagrange hat aus seinen zwei Ehen.nie , 
Kinder gehabt. Euler hatte deren mehrere. 
“Descartes, Newton, Leibnitz etc. sind nie 
verheirathet gewesen; die physische Fruchtbar-' 
‚keit‘ ist. selten dem genialen Menschen :eigen. ), 
-- Seine, obgleich feste Gesundheit, litt öfters 
u: durch 


! 
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durch. zü angestrengte Arbeit. Seine: RN, 
‚amd sinnende Lebensweise zog ihm Hämorrhoi- 
dal--Uebel und eine Art von Erhitzung zu, die . 


er mit xegetabilischen Säuren, z.B. Citronen- - 

Säure .m Thee, zu dämpfen. pflegte. Gegen das, , 
Ende des Winters, oder des Februars oder Mär- 
zes, als er einst viel: gearbeitet hatte, litt er m 


-gallichten Ausflüssen und an einem Rückfall ser- 


ner alten Hypochondrie. Im 42 sten Jahre (a 78) 


bekam er eine gallichte Lungenentzündung, und u 
es mussten Zugpflaster gelegt werden. Er it 


an der Harnstrenge, die von den spanischen Flie- 
gen herrührte, . gegen welche er immer Abnei- 
gung baute | 
Indessen erholte er sich. j isch e schmerz- 
liche Verlust, den er in Preussen gehabt hatte, 


der Tod Friedrichs, und vielleicht Gleichgül® 


ügkeit seines Nachfolgers gegen die: Wissen- 
schaften, machten, däss er seinen Blick nach Frank- 
reich richtete, wo er glücklicher zu seyn ‚hoffte. 
Er betrachtete Frankreich als sein 'erstes Va- 


 terland, und seit lange wienschte Dieses, eine 


‚so herrliche Zierde . seines wissenschaftlichen | 


Ruhms zu besitzen. Nachdem er 20 Jahre-an | 


der. Spitze der Berliner Academie gestanden hatte, 
‚ging Lagrange im Jahre 178% nach Paris. Die 


Pr 


Academie der Wissenschaften hatte ihn schon 
im. Jahre. 1772 zum Mitgliede aufgenommen. Er 
Wr, A u 
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gab 1788 seine analytische‘ Mechanik heraus, die 


4 


er in Berlin geschrieben hate, und deren ‚erstek 


‚ Grund im Jahre 1764, in der gekrönten Preis- 


schrift über das Schwanken des Mondes, gelegt 


- war. Er erzählte zuweilen von der Schwierg- 


keit, die er geliabt hatte, einen Verleger zu die-. . 
‚sem genialen Werke zu finden. .Der Fall ist 


“nicht der einzige in. der Geschichte. der Wis- 


senschaften. Descartes, Milton ete. "haben 


. mehr davon zu sagen. [Auch üuler, mit seiner 
7 Bm 1 ’ 


theoria motus.| 


"Es scheimt, dass dıe schönen chemischen Em- 


deckungen. des berühmten und unglücklichen 
Lavoisier, Lagrange, der seit emiger Zen 


an -der Geometrie gleichsam den Geschmack ver- 


loren hatte, für diese neue Wissenschaft, die 
eine ganz andere Form und mäthematische Stfenge 
anzunelimen schien, gewonnen: hatten. Er hatte 


‚sich schon ıin- seiner Jugend: zu: Turin mit der 


Naturkunde beschäfügt, und sein in ‚Kenntnissen 
unersättlicher Geist nährte sich: schon längst, in 
der. Stulle' seines Zimimers,. mit den mannigfalig» 
sten Studien. Er hatte über Religien und Me+ 


' taphysik tiefe Forschungen angestellt, vielleicht 


mach der ‚Leibnitzschen 'und Wolffischen Philo- 


‚ sophie;. ‚vielleicht nach 'eigenen Begriffen. . Er 


hat darülser. nie etwäs 'bekanmt machen wollen. 
Er. umfasste. eine ausserordentliche Masse..vori - 
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EEE en kein schöne: Ä 
schaftlichen Kenntnissen. - Er liebte die. Musik 
und selbst die Botanik, diese Wissenschaft sanf- 
ter Seelen, wie die seinige war. Wahrschein- . 
lich suchte er aus dem nemlichen Grunde das ’ 
Leben und die Grazien der Jugend auf, weil & 
mit Montagne fand, dass „im Alter a Geist, 
: wie der Körper, runzelt“ und sich mit Systemen | 
und Vorurtheilen blendet, von "welchen: die Ju 
gend nichts weiss. Er beobsiedikite insbesondere | 
gegen die Frauen eine eigenthümliche Art von a 
Zärtlichkeit, Naivetät und Delicatesse, die | ganz 
der äussersten Einfachheit seines Gemüths und. 
der originellen Unschuld seines ‚Charaäcters ent- ä 
sprach. (Er sagte einst ‚in einer Gesellschaft, wo | 
von sechzigjährigen Frauen ‘gesprochen wurde, 
mit grosser: Feinheit: „haben Sie denn je sech- 
zigjährige Frauen gesehen? Ich nie.) | 
Die nemlichen Eigenschaften fand er vorzüglich 
in einer der Töchter des berühmten Astronomen 


m \ 


und Academikers Lemonnier. Sie verband 


sich mit ihm am 31. May 1792, in der Blüthe 
ihrer Jugend und im höchsten Glanz ihrer Schön- 
heit. Lagränge war damals 56 Jahre alt. Seine, 

Gattin ‘widmete ihm ihre schönsten Jahre, gleich 
als ob ihr Alter’/dem’ seinigen gleich gewesen wäre. 
Ihre, über alles Lob'erhabene, unausgesetzte Sorg- 
falt für ihn, ihre gänzliche Hingekung während 
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- seiner Krankheit, Inüpfen. ihr Andenken in 


mer an das jenes berühmten Mannes. Er. gab ihr. - 
öffentlich das ehrenvolle "Zeugniss, dass wenn 
ihm ‘sein Leben lieb und der Abschied vom 


"Leben ihm schwer sey, es nur darum sey, weil | 


er so viele Tugend und Güte verlasse, die ihm 
sein Dasem' versüssten. Wir erfüllen durch, - 
‘. die Mittheilung dieser Worte eine Pflicht ‚der _ 


. Gerechtigkeit und Wahrheit. Lagrange, wel- 


cher in den Frauen einen Geist fand, der fähig 

‚ ist, mie Anmuth, die feinsten Bemerkungen zu 

‘ fassen, theilte sich stets seiner Gattin in seinen 
'innigsten Angelegenheiten mit. 

Als der Revolutions-Sturm den Thron ı en 
die gesellschaftliche Ordnung umstürzte, blieb - 

 Lagrange, durch seine Studien entfernt von 
‚diesen Erschütterungen, und durch die Sanftheit 


- seines Characters sicher vor den 'Reibungen der & 


 Fäctionen. Man vergass ‚ihn, weil man ihn un- 


‚fäbig fand zu schaden. Er geizte 'zu wenig nach - 


- Ruhm, um Jemand zu verdunkeln, und zu wenig 
nach Stellen ;„ um Feinde oder Nebenbühler zu 
haben. Er trachtete nach keinem andern Thron 


‚als den der Mathematik und diese Herrschaft “ 


fürchtete man nicht Wer mag sagen, ob man 
“ dennoch in diesen Zeiten des Unglücks nicht 


im Sinne hatte, dieses berühmte Opfer fallen. zu 


machen! Für gewisse Leute wäre ein solches 


I 


/ 
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Verbrechen nicht ohne Reize kewesen, und man | 

_ fürchtete es augenblicklich allerdings. Lagrauge 
hebte jedenfalls die wahre Freiheit, weil er un- 
' gemein. gerecht, und‘ die wahre Philosophie, _ 
weil er ungemein vernünftig war. Die im Na- e 


men der einen und der anderen begangene Aus- 


schweifungen, welche ıhm immer fremd blieben, 
haben ihn weder von der eaen, noch von der. 
andern entfernt. | 
Als Mitglied der Münz- Commission i im ches 
1792 findet man von ihm noch eine Abhand- 
‚Jung m Lavoisiers Sammlung der politischen 
Arithmetik.. Als. Professor der Normal-Schule 
und der polytechnischen Schule, schrieb er, vor- 
züglich für sie, ım Jahre 1797, seine Theorie 
der analytischen Functionen, im "Jahr 1798 die 
Auflösung der numerischen Gleichungen, ‚Vor- 
lesungen über die Functieus-Rechnung u. s. w. 
'sö wie verschiedene Abhandlungen i in dem Jour- 
nal dieser gelehrten Schule. Das Längen-Bü- 
reaux nahm ihn in Auspruch, und, die. mathe- 
_ matische Abtheilung des Instiwis konnte nieht, 
ohne ihn an der Spitze, gebildet werden. Man - 
‚Andet unter den Abhandlungen dieser berühm- 
- ten Gesellschaft mehrere Memoiren von ihm, 
der eines ihrer aufmerksamsten und eifrigsten 
ugs war. | 


Man würde diesem a Mann Unrecht tun; 
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wenn'man glaubte, dass der Rang eines Senators, 
eines Grafen des Reichs etc. Um geblendet hätte: 
Die wahre Grösse war ihm zu natürlich. Mau 
würde ‚ıhn wenig ke en, wenn man glauben 
wollte, dass. ihm alles” das irgend einen Schritt 
kostete. Er sagte ım Gegentheil: „der Prunk : 
"  genire ihn,“ und sein einfaches Leben gab ‘den 
Beweis davon. Er hasste den Zwang und war 
weit entfernt, den Höfling zu‘ machen, Dazu 
bedurfte es nicht erst der Bescheidenheit: er 
war offenbar über. seine Würden erhaben; er, 
empfing, sie dankbar aus der Haud eines grossen 

‚ Mannes, ‘der ıhn ehrte, und der fähig war,.ıhn - 
zu beurtheilen. Die Nachwelt weiset in der Ge- 
schichte der Völker den ausgezeichneten Gelehr- 
ten ihre Stellen neben den Helden an. Beide 
sind Eroberer, jeder ın seiner Art, Se. Majestät, 
die ihn immer mit der würdigsten Auszeichnung 
begegnete, nannte ihn: „die hohe Pyramide der 
Mathematik,“ sie geruhete, bei seiner letzten 
- Krankheit, sich mehrere Male nach seinem Be- 
finden erkundigen zu lassen. 

Lagrange war fest- und wohlproportionirt- ‚ 
obwohl zart gebauttund von mittler Grösse; sein 
‚Gesicht war ruhig, sinnig und ehrwürdig,' sem 
Blick durchdrmgend, aber sanft, Sein Kopf, 
ohne jene Grösse zu haben, die man grossen 


Denkern eigen glaubt, war ‚schön und regel- 
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mässig ; er ‚hatte‘; im Menge Alter. biz ‚aunes- und 


' . sehlichtes ‚Haar gehabı, welches im Alter weiss 
geworden war, ohne auszugehen. Seine Augen 


waren aschenblau (bleu cendre), seine Nase ' 


gebogen (aquilin), seine Gesichtszüge waren voll 
Ausdrucks, Würde, Anmuth und Adels. Er hat 
immer eine bestimmte Abneigung gehabt, sich 


abbilden zu lassen, denn -.er memte, dass nur | 


die. Eigenschaften des Geistes und der Seele al- 
lein verdienten, den Erinnerungen der Nachwelt 


aufbewahrt zu werden. (Verstohlenerweise ‚hat 


man ilın während des Schlummers gezeichnet. 


Nach seinen Tode hat man sein Gesicht, abge- . 


formt.) Sein ‚Körper war gedrungen (stricte), 
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nervig, der Leib zurücktretend, ohne mager zu: 


seyn; die Knochen waren stark, die Gesichts- | 


"farbe bleich und matı, besonders um die Augen, 
‘ die Haut überall etwas haarig, mit durchschei-, 
menden Adern. (Die Neigung zu Hämorrhoiden, 
zur Verstopfung und beständige Besorgnis um: 
seme Gesundheit beweisen, ‚nebst dem Obigen, 


dass sein Temperament melancolischer Art, war.) 


Schüchtern, aber zntraulich gegen J eden ) 
drückte er sich mit einem angenehmen Lächeln, 
aus, indem er immer mit einer gewissen Anmuth 
sein: „Ich weiss nicht“ wiederholte, und be- 
scheiden seine Zweifel und Einwürfe vortrug. 


‚Er sprach langsam und schnarrte ‘ein »wenig | 


\ 
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(g grasseyant), aber er erhob die Stimme; Tom. { 
‚er. seine Ideen entwickelte, und. gewöhnlich trug 


er sie dann unerwartet, tiefeindringend, und mit | 
. einem Reichthum von originellen und glücklich 


' erfundenen Ausdrücken, vor. Er zweifclte viel, 


‚ und suchte sich mit Jedem zu verständigen, aber 


‚ohne sich mit Worten. abfertigen zu lassen, oder 

mit Scheingründen zu begmügen. Er lebte die 
" Gegenstände zu erschöpfen und folgte nicht dem 
_ Faden der gewöhnlichen leeren Unterhaltung. 
Zuweilen versetzte -ihn ein einzelnes Wort in 


“Nachdenken, und er fasste dann seinen Gegen- 
‘stand mit einer so neuen Ansicht auf, dass man 


wohl sahe, ‘sie komme von tiefen Einsichten her. 


"Sa z.B. sagte er.einst: „die Aerzte können wohl 


„ein-Fieber vertreiben, nicht aber uns dasjenige 


„Fieber geben, welches gerade das rechte, wäre.“ 
Er war ım Ausdruck sehr vorsichtig und tadelie 


sich selbst, wenn er etwa in der Unterhaltung 


“etwas Gewagtes gesagt zu haben glaubte. Er nahm 
. „au der Uuterhaltung keinen sehr thätigen An- 
heil; er hasste vielmehr die Gespräche über 
| ‚ Andere oder über nichtige Kleinigkeiten, di& nur 


zu oft der Gegenstand. davon sind. Er liebte 


. ein unterrichtendes und ruhiges Gespräch. Da 
‘er sich nie mit jenen Spielen beschäftigte, die _ 


zur Verschwendung der Zeit, welche Demjeni- 
gen, der ihren Werth nicht kennt, zu lang- 
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sam ° dahin täufe: erfunden sind,’ so bereicherie " 


er sich, während des Müssiggangs BR mit 
Kenntnissen. . 
 . Seine, mehr ernste als fröhliche, Obgleich 
Richt twaurige Gemüthsart war von unwandel- 
barer Sanftheit, die ihn zum Gegenstande der - 
allgemeinsten Achtung machte. Es war ihm üh-, 
möglich, ein empfindendes Wesen leiden zu se- 
hen; er verabscheute die Grausamkeit, selbst ge- 
gen Thiere; er war der. erklärte Feind Alles 
dessen, was der Gewaltthätigkeit und dem Streite 
ähnlich sieht; er war, auf‘ eine wahrhaft ängst- 
lich-religiöse Weise, gerecht. Die Billigkeit ‘war 
für ihn eine unverbrüchliche mathematische Re- _ 
gl, von der man sich, ohne absurd zu werden, 
‚ zicht 'entfernen dürfe. Diese Tugend war, nebst 
der Güte, der Grundzug seiner ‘Moral, und Je- 
dermann wusste dies. « | 
Man erlaube uus eine Bemerkung. Isi es 
nicht jener Zustand des Friedens und der Un- 
schuld, entfernt von stürmischen Leidenschaften, 
und verbunden mit einem pythagorisch-nüchter-. 
nen Lebenswandel und mit sanften, Gerechtig- 
keit liebenden, Gesinnung®n, der die Heiterkeit 
der Seele erhält, und die Harmonie der Denk- 
kraft erhöht? Fand nicht Lagrange, wie New- '* 
ton, .eben darm die Quelle jener Sammlung,‘ 
die es ihm möglich machte, die Gegenstände‘ 


xc . 
“ seines Nachdenkens so lange vorher zu eigrun- 
den? Wieviel, sonst nicht mittelmässige, Ta- 
lente würden Intensität und Energie. bekommen, | 
wenn sie so alle Kräfte auf einen Punkt lenkten, 
anstatt sie voll Unruhe auf fremdartige Gegenstände. 
zu ‚zerstreuen! Die wahre Moral - Philösephie 

und .die : Mässigung | sind dem Genie unent- 


behrlich. 


Da Lagrange einen schwachen Mc hatıe; | 
wie gewöhnlich alle, viel mit dem Kopfe arhei- 
tende Menschen (imbecilli stomacho pene, om- 
nes cupidi litterarum sunt. Celsus de Medic.) 

so gewöhnte er sich an eine sehr ‚mässige und 

regelmässige Diät. . Wenn er,. in Gesellschaft, ein 
' wenig mehr als gewöhnlich ass, so lt er so-. 
gleich an Unverdaulichkeit. Deshalb machte er. 
sichs zum Gesetze, sehr wenig zu essen, um besser 


Arbeiten zu können, und wenn seine körperlichen 


Kräfte deshalb nicht sehr zunahmen, so schützte 
ihn dagegen seine Mässigkeit gegen Krankheiten. 
Er hat bis zu seinem letzten Augenblicke sein 
ungeheures Gedächtniss und die unveränderliche 
Kraft zu fassen und zu arbeiten behalten. (Dier 
sen Vorzug hatte er vor Newton, welclier 
ia seinen letzten Jahren kindisch wurde.. Frei: 
‘lieh lebte dieser 85 Jahr. Er litt zuletzt am | 
Steine). : Sein Gesicht und die übrigen Sinne 
waren ım besten Zustande, blos das Gehör war 
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etwas harı geworden. Wie ‚Descurtes schlief 
er lange und stand sehr spät auf (gegen 10Uhr), 


Er ging gegen Mitternacht. zu Bette und schlum- 


merte gewöhnlich etwas, nach dem Essen. Mar- 


gens trank er.Kaffee mit Milch, ass. sehr mässig 


zu Mittag, wenig Fleisch, oder doch das leich- j 


teste, mehr Gemüse und Früchte. (Als New- 
ton seine Optik schrieb, lebte er fast nur. von 


Brod und Wein mit Wasser. Auch Descar- 


tes lebte fast nur von Gemüse, und trank äus- 


serst wenig Wein, öfters monatelang gar keinen; 
Leibnitz ass viel, vielleicht aus Gewohnheit... 


der Deutschen und trauk. sehr wenig. Euler 


wank sehr viel, und rauchte auch Taback. Die 


Diät hat, auf die Dauer, Einfluss. auf die Sum- | 


mung der Seele, deshalb verdient sie Erwäh- 
mung.) Er trank nur Bier und hasste alle. starke 
Getränke Späterhin trank er Kaffee im Was- 
‚ser, sehr süss und heiss, denn er liebte über; 


haupt die Wärme und befand sieh an schönen 


. Tagen in der Sonne sehr wohl. Gegen ı0 Uhr 
Abends trank er sehr heissen Thee mit vielem 


Zucker, zuweilen mit. Citronensaft, um: sich zu 
’ “ * % * 
erquicken und von seinen Studien zu erholen. : 


Er war gegen die Reize der- italiänischen 


\ 


Musik und des französischen Theaters nicht un- 


empfindlich, und wenn er ın der. letzten Zeit 


das Schauspiel nicht mehr besuchte, so geschah es, 


4 


} 


| 


# 
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. weil ihn die ERROR Luft, ee ei- 
‚ner-Menge Merischen, incommedirte. ‘Er liebte 


er ‚sehr die freie Luft und ging fast täglich, und 


schnell, beständig in’ Nachdenken vertieft, spa- 


. zieren. Man wird hoffentlich diese Details eht- 


‚schuldigen. 
In seinem Zimmer lds und dachte Lograüge 


. viel. Er schrieb nie eher, als bis er seinen Ge- 


genstand reiflich von allen Seiten überlegt hatte. 
Er ‘war allezeit eimfach gekleidet und hasste die’ 
'Sueht, sich bemerklich zu machen. Es‘ würde 


: Verstellung gewesen seyn, 'ein so ausgezeich- 


‚metes Verdienst zu verleugnen; er leugnete es, . 


“ mit angenehmer Naivetät, keinesweges, denn er 


war üysserst aufrichtig; aber wenn män ihn 


‚hörte, so schien es, als wenn seine Schüler sei- 


nes Gleichen wären; so viel-Vergnügen machte 


'es ihm, den: Werth ihrer Arbeiten 'hervorzuhe- 


ben. Es ıst kaum glaublich, wie Entfernt er von 


Stolz war. : Nur erst in seiner letzten Zeit er- 


fahr man, dass er es gewesen war, der dem 


-Saluce und Daviet de Foncenex etc. die 
Grundzüge der, unter ihren Namen, in den Samm- 


lungen der Turiner Academie bekannt gemach- 
. ten, Abhandlungen geliefert hatte. Der Astronom 
 Lemonnier, der in einer Abhandlung, die den 


mechanischen : Preis der Academie der Wissen- 


4 


. schaften erhielt, analyusch-mathematische Ent- 


. 


x 


- 
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 wickelungen. gefunden: Hatia, welche ‘weit über - 
die Kräfte des Concurrenten zu gehen schieneii, 
hatte Lagrange in Verdacht der Hülfe. Die 
ser ‚entschuldigte sich, däss er.dem Mechaniker. 

den Preis gewonnen habe, damit, dass derselbe 


ein guter Familien - Vater. 'sey. Er 'wär. dafür 


. bekannt, auf dose Weise die _ zu; us 


treten. 

.In seinen letzten Tagen Re ER 
dass unsre Wissenschäftan nur schwache Schim« 
mer in dem finstern Abgrund der Unwissenheit 
sind, in welcher wir leben. [Wahrlich‘. eine 
erhabene und - weise, Lagrange's“ würdige, 


Bemerkung !] So hatte Der gut reden, welcher 


fast den ganzen Kreis des menschlichen Wissens 


durchlaufen und -die - Geis der mathemati- 


schen Analysis ‘weit hinaus gerückt hatte. Die _. 


wahre Bescheidenheit wirklicher Gelehrten! ist _ 


sehr natürlich. Grosse Geister schwingen‘. sich 


| auf, bis zu den Grenzen der möglichen Er- 
kenntniss; und weil ihr „Blick . weiter reicht; 


als bei Andern, so messer sie das Ziel. '- Aber 
die Kurzsichtigen, deren Blick. diese Grenzen 


nicht erreicht, glauben sich im .unbeschränkten 


Raum und werden stolz. auf ihre - vermeintliche 
Unermesslichkeit. 


Alles was das Gepräge der Nützlichkeit ind 


Wohlthätigkeit trug, wurde vo dieser wahrhaft _ . 


.ACIıV 


| ‚grössen und edlen Seele mit Wärme ergriffen. 
Man hat vielleicht nicht genug alle seine Tu- 


E 


genden gekannt, die seinen bessern Theil ausmach- 
ten, weil man nur auf sein Talent sahe.e Auch 


‘ohne dieses wäre Lagrange noch ein bewun- 
 deräswürdiger Mensch gewesen; aber man musste 
"ihn näher kennen, man musste im das Heiligthum 
‚ seines Herzens dringen, welches sich dem Blick. 
einer Zeit, ‘die oft wenig geeignet ist, es zu fas- 


sen, verbarg. Wie erhaben war ein solcher 


Einklang der Tugend und des Talents! Wir fürch- 
- wen hier keinen Widerspruch von’irgend: Jemand 
der Lagrange kannte. Jetzt, da der Tod ihn 


uns entriss, da kein Interesse mehr unser Ur- 


theil bestimmen kann, sind wir seiner Asche die 
Ehre der Wahrheit schuldig; wir geben. ihm 
‚kein anderes. als dasjenige ehrenvolle Zeugniss, 


welehes einem braven Manne zukommt; der 


Schmeicheley bedarf sein Andenken nicht. 
Der Mensch ist nur ein Punkt im Wekall, 


die Zeit seines Daseyns nur ein Augenblick; 


‚aber der Punkt vergrössert sich durch das Licht 
des Gedankens, das Daseyn verewigt sich durch 
» den Adel der. Tugend. Auch ich wurde: von 
Lagrange mit seiner Achtung beehrt. Warum 
kann ich hier uf seinem Grabe.nicht Alles aus- 
aa was ich fühle! 

| e#) free i 





. Einige Zusätze zu vorstehenden Nach- 
‚richten von-Liagrange’s Leben, 





Der Herausgeber : dieser. Uebersetzung der Las 
grangischen ‚Werke hat sich bemüht, hier im 
Berlin, wo Lagrange so lange lebte, über die 
sen grossen Mann : noch‘ einige Nachrichten: zu 
sammehn::: Viel Ausführlicheres als oben erzählt 
wird’ hat er micht erfahren. Lagrange’s Freunde 
waren nicht. zahlreich und: die meisten sind nicht 
mehr.: Was er von den noch übrig gebliebenen 
_ gehört hat, setzt wenig. Neues dem Obigen hin» 
zui ° Es enthält aber die einstimmunge ‚Bestäu- 
gung alles des Guten und Rühmlichen, was La 
grange’s Biographen von ihm sagen. F 
Jeder der Lagrange, entweder BE 
oder auch nur aus Erzählungen Andrer. kannte, 
kann nicht genug den vortrefllichen Character, 
die Herzensgüte und die wahrhaft kindliche Un+ 
schuld des grossen Mannes rühmen. Einer sei- ' 
nier noch lebenden Freunde, den der Herausge- 
ber um Nachrichten von ihm ersuchte, erschöpfie- 


xovn | 
sich fast in seinem Lobe.-, Nirgend hat Refe- 
rept in Berlin jemals etwas anderes als Ruhm 
von Lagränge gehört Ein hoher Beweis seiner 
“ Vortrefllichkeit ! denn & folgt daraus, dass La- er 
“ grange vielleicht keinen Feind hatte. In der 
"That lebte er, nach der. Beschreibung Derer .die 
ihn kannten, : so. ganz nur seiner Wissenschaft 
allein, dass ihm die.Händel der Welt beinahe 
unbekannt blieben. Sein Geist wehnte im Reich 
- ; des Denkens under war dem Treiben der Men- 
schen fast gänzlich: fremd. So war. es ihm dem 
auch möglich, durch die Stürme der französı- 
. schen Revolution hindurchzukommen, ohne von 
. Ihnen ergriffen zu werden. Einer seiner hies- 
gen. Freunde gab .ihm darüber seine Verwuh- SE 
derung zu erkennen und fragte ihn, wie er’es - 
mache, um unangefochten zu bleiben. „Ich gehe 
_ wicht. aus meinem Zimmer,“  erwiederte' er, 
„sehe kaum durch das F enster, und so weiss ich | 
‘ nicht. was vorgeht; wahrscheinlich weiss man 
auch wohl nicht um mich.“ Eben dieser Freund, 
welcher ihn, wiederholt, später in Paris, auch _ 
noch zur Zeit des Consulats, sahe, rühmt seine 
- Geradheit und sein Benehmen, das vön.echtem - 
Gefühl der Würde zeugte. Während Andre sich 
gegen die .Gewaltigen demüthigten, begegnete La- 
grange ihnen. mit keiner andern Achtung als 
die . etwa Ihren Verdiensten wirklich . zukam. 
| | La Br an- 


2 ‘ ee Pe "xeris 


La brange war ein wahr haft elickticher Mensch; 
:denn welches Glück ist dem ‚zu vergleichen , 
fern von wilden Leidenschüften, um Gebiet der 
Wissenschaften, wie in einer bessern Welt "zu 
leben und: von dem äiedri igen Getütnmel kaum - 
etwas zu vernehmen. Aber auch äusseı lich, id, 
dem was man gewöhnlich zür Behaglichkeit 
nothwendig glaubt, war Lagrange nicht,vom 
Schicksal ‚vernachlässigt. ‚Sein Leben floss ohne 
Kummer, ohne ‚häufigere schmerzhafte Verbüste 
dahin. Nur einmal, ın Berlin, bei dem Tode 
seiner ersten Frau, der ihn tief betrübte, und. 
einmal ın Paris, als er durch die Rev olution Im 
den bittersten Mangel gerieth, schien auch an 
ihn der Kelch gekommen. In diese letzte 
Epoche gehört ein Umstand, den seine Biogra- 
phen nicht erzählen, der aber, weil er_unserm 
Lande sehr zur Elıre gereicht, nicht verschywie- 
geu werden darf. - In jemer unglücklichen "Rex 
volutions-Zeit nemlich war La grauge,‘ weil 
-das damalıge Papiergeld im Werthe fast bis auf | 
"Null’gesunken war, in drückenden Mangel ge- 
‚rathen. Er war schon mehrere ‘Jahre von Ber- 
“hin entfernt, und hatt® die Pension von drei- 
„hundert Thalern jährlich, die ihm, der König, . 
ungeachtet seines Abganges,; aus seinem Gehalte 
von 1500 Thalern festgesetzt hatte, nicht erho- 
ben, wahrscheinlich, weil er ‚nicht einen Gehalt 
I» < 8 
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ziehen wollte, ‚ohne ‘dafür etwas ‚Bestimmtes zu 
leisten, obgleich er allerdings, nach seinem Ab- | 
B: gange von Berlin, noch einige Memoiren hier- 
her geliefert hat. Mau erfuhr hier seine Lage, 
"und 'eben .jener Freund, dessen oben erwähnt ist, 


- 


und der um die Zeit sich in Paris befand, über- 
‘ nahm es, zu versuchen, ob Lagrange geneigt. 
sey,, von hier aus Hülfe anzunehmen. Er fand 
‚ihn zwar ‚geneigt, aber zweifelnd . ‘an. einer sol- 
“chen Hülfe, weil, wie er sagie, Preussen mit 
Frankreich ım Kriege und die Pension wahr- 
scheinlich verfallen sey. Man sandte ihm von 
hier aus den Gehalt für die ganze verflossene 
' Zeit und rettete ihn dadurch wahrscheinlich 
vom Verderben; denn merkwürdig ist seine Aecus- 
serung, als sein Freund ıhn fragte, was er denn 
wohl gethan hätte, wenn diese Hülfe nicht er- 
‚schienen wäre. „Ich wäre wahrschemlich um- 
gekommen, “ erwiederte er, „denn Schulden zu 


machen wäre mir unmöglich gewesen.“ 

. Seine Häuslichkeit schildert sein Freund be- 
neidenswerrth. Besonders. seine zweite Frau war 
in jedem Betracht ausgezeichnet, an Körper und 
Seele. Sie war eine der schönsten und zugleich 
geistreichsten, Frauen von Paris; sein Schwieger- 
vater Lemonnier war das Ideal eines würdigen 
Greises. u 

 Lagrauge ging fast: nur mit Gelehrten 


. { Wr XIX 
Bere Fächer um, z. B. mit Laplace, 
Monge, Chaptal, Berthollet etc. aber, wie | 
sem Freund versichert, nicht literarisch. Er 
wusste nicht einmal, dass die mecanique, celeste 
unter der Presse sey. Aus seinen Arbeiten. 
machte er gleichwohl kein Geheimnis. - „, Ich 
wünsche nur zu nützen, so viel ıch kann,“ ‚sagte: 
er: „wie meine Arbeiten unter die Leute kom- 
men, ist :mir ziemlich gleichgükig.“ _ Von den 
Verdiensien Anderer sprach er mit grösster Ach- 
tung, mit besonderer Vorliebe aber von Eulers. 
Verdiensten. Wenn man ihn fragte ‚.wie am 
besten die Mathematik zu studiren sey, SO ver- 
wies er an Eulers Schriften. Er war: durch- 
aus fern von eigner Ueberschätzung. Das Ideal 
seiner Achtung war mir seme W issenschaft! Al-' 
les bestätiget, dass ın Lagrange Tugend und 


Talente auf eine seltene Weise vereiniget waren. 


x 
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'Verzeichniss von Lagrange’s Werken. 


> 0. Mütgetheilt von. Lacroix.. 


f 


(3 wie sich solches der zweiten Auflage der au nd Me- 
chanik angehängt findet.) 


4’ 


a nd 


Abge sonderte Werke. = 


Brief an Julius Carl Fagnano, vom 25. Juny 1754, ent- 


‚haltend eine mit der Newtonschen Reihe für die Po- 
tenzen correspondirende Reihe für die Differentiale 
und Integrale beliebiger Ordnung (zu Turin gedruckt) 


| Zusätze zu Eulers Algebra. 


Analytische Mechanik. Erste Ausgabe 1788. Zweite Aus- 
gabe. ıster Band, ı811. 2ter Band, 18135. 

Theorie der analytischen Functionen. Firste Ausgabe, Ir 
'V. (1797.) Zweite Ausgabe, 1815. 

Auflösung der numerischen Gleichungen. Erste Ausgahe 
Jahr VI. (1798.) Zweite Ausgabe, 1808. 


w 


Vorlesungen über die Functions - Rechnung. Die erste | 
Ausgabe macht einen Theil, der zweiten Ausgabe der 


seances des ecoles normales von ı80ı aus. Die- 
ses Werk ist im zwölften Heft des Journals der &oole 


| polytechnigue vom Jahr XIT (1804) abgedruckt. Im 


Jahr 1806 hat-der Verfasser eine besondere Ausgabe 


\ a # 


“ 
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in Octav ah ER zwei neue Virlennigen | 
enthält, die wieder in den vierzehnten Band des Jour-: 
nals de P’ecole pohgtanhsiigue aufgenommen sind. 
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‘ Sammlungen der Turiner Academie. 
Miscellanea. | 
Erster Band. - ’ 
Untersuchungen über die Methode der Maxima und Mi- 
| nima. 
Ueber die Integration einer Differential- Gleichung mit 
_ endlichen Differenzen, die die 'Theorie der rücklau- 
fenden Reihen enthält. 
Untersuchungen über die Fortpilanzung’ des Schalen. | 


Zweiter Band, 


Neue Untersuchungen über die Fortpflanzung 'des Schalles. 

Versuch einer neuen Methode die Maxima und Minima 
unbestimmtex. Integralformein zu finden. 

_ Anwendung dieser Metlıgde auf die er EEE 

ı: dener Aufgaben der- Dynamik. 


Dritter Band 


= 


Ueber verschiedene Aufgaben der Integral- Rechnung (mit E 
Anwendungen auf die IE TME ‚ Dynamik, und 
Bene Astronomie). 


Vierter Band. 


Auflösung, einer arithmetischen Aufgabe. aA 

. Ueber die Integration einiger Differentiat- - Gleichungen; | 
in welchen die unbestummten Grössen abgesondert 

sind, deren Glieder einzeln aber nicht N wer- 
den können. : 


cu 
Ueber die Methode der Variationen. FE 
Ueber; die Bewegung eines Körpers, der von zwei beiten 
Punkten angezogen wird. Erste und mei Ab- 
e handlung. | m 
Fünfter Band. 
« Ueber die Gestalt der Säulen. 
' Ueber den Nutzen der Methode, ein Mittel ‚zwischen Be-, 
obachtungen zu nehmen. 
Abhandlungen der Turiner Academie. 
‚Jahr 1784— 85. nn 
Erster Theil. 
Ueber den Stoss flüssiger Körper. 


\ 


Zweiter Theil. 

Neue Integrations- Methode für Differentiale, die ein Qua- 
drat- Wurzel-Zeichen enthalten, unter welchem die 
versiiiiche Grösse uöcht über den vierten Grad steigt. 


Abhandlungen den Berliner Academie. 


XXI. Band vom Jahre 1765. 
Ueber die Tautochronen. 
. XXH. Band vom Jahre 1766. | 
Ueber den Durchgang der Venus am 3. Juny 1769 Kader 
über die Parallaxen). 
XXIN. Band vom Jahre 1767. o 
Ueber die Auflösung unbestimmter Aufgaben des zweiten 
Grades, 
‚Ueber die Auflösung der numerischen Gleichungen. 
XXIV. Band vom Jahre 1768. 
Zusatz zu. der Abhandlung über die Ralieung ‚der nume- 
. merischen Gleichungen. 


% 
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Neue Methode, unbestimnite. Aufgaben ‘in ganzen Zahlen 
aufzulösen, Ru 
Neue Methode, Buchstaben EN durch Reihen auf- Br 
"zulösen. \ | 


XXV. Band vom Jane 1769 


Ueber die Kraft gebögener Federn. 
Ueber die Keplersche Aufgabe.. ee 
Ueber die Elimination. u. 


Neue Abhandlungen der Berliner Academie. 2 
Jahr 1770. x 2 


Neue Betrachtungen über die Tautochronen. 

Beweis eines arithmetischen Lehrsatzes. 

Betrachtungen über die algebraische Auflösung .der Gle- 
chungen. 


ji a } 


no: Jahr 1771. RE 

‚ Beweis eines neuen Lehrsatzes über die Primzahlen. 

Fortsetzung der Betrachtungen über die algebraische Auf- 
lösung der Gleichungen. : 


Jahr. 1772. 
Ueber eine neue Art von Rechnung, die sich auf Difis- 
 rentiation und Integration bezieht. 
“ Ueber. die Gestalt der unmöglichen Wurzeln der Gleie 
chungen. i u 
Ueber astronomische. az 
Ueber die Integration der Gleichungen mit partiellen Dif- 


ferentialen erster Ordnung. 


.. 


\ Jahr 1775 m  % 

Neue Auflösung der Aufgabe über die drehende Bews- = 
gung eimes Körpers. 

Ueber die Anziehung elliptischer Sphäroiden.' 


’ 


f 


‘ Fortsetzung der im Baride von 1775 ng arithme- 


- 
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a Analytische Auflösung einiger Aufgaben. vonder dpeisen; 


tigen Pyramide. 
Aritlmetische Untersuchungen. 


Jahr 1774. 


» ,r E 


‚ Veber die singularen Integrale von Vifferential - ai . 


chungen. 
Ueber die Bewegung der Kuoten der Planeten Bähnen. 


i » Jahr 1775. R 


Untersuchungen über die rücklaufenden Reihen, deren Glie- 


. der auf verschiedene Art abwechseln, oder über die 
lineären Gleichungen mit partiellen Differenzen, so 
wie über der Gehrauch dieser nn en in der 
Theorie des Zulalls. 


Zusatz zu der Abhandlung über die Anziehung um 


Sphär oiden. 


tischen Untersuchungen. 


Jahr 6, 


Weber die Veränderung der mittlern Bewegung der Pla- 


neten. 

Auflösung "einiger Aufgaben - der sphärischen Astronomie 
‘ durch Reilfen. } \ 
Ueber den Nutzen der continuirlichen Brüche in ER In- 

tegral-Rechnung, 


Jahr 1777. 
‚Untersuchung über die Bestimmung der Zahl der unmög- 
lichen Wurzeln in den Buchstaben - Gleichungen. 
Ueber einige Aufgaben der diophantischen Analysis. 


| a. Bemerkungen über die Bewegung EIER 


-Körper, die sich anziehen, 
Bemerkun gen über die Hemmung (dehappement ). 


y 
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"Tahe’ TB 
Ueber die Aufgabe von Bestimmung der Cometen-Bal- > 
‘nen. Erste Abhandlung. 
— Zweite Abhandlung. 
Ueber. die Theorie der Brillengläser, . 
Ueber eine besondere Art, die Zeit in den Kegelschilen n.. 
j auszudrücken. 
. et Re 0 
Ueber verschiedene Aufgaben der Analysis, die sich auf 
die Theorie der singulairen Integrale beziehen. 
Ueber die Construction der geographischen Cärten. : Erste 
Abhandlung. 
— Zweite Abhandlung. 


Jahr 1780, 
Theorie vom Schwanken des BAR: 
Jahr 1781. 


Be Ueber die Theorie der Bewegung flüssiger Körper. 
Thed®ije der hundertjährigen Variationen der Elemente 
der Planeten-Bahnen. Erster Theil. 


Pi 


| Jahr. 17780. | 
*) Theorie der hundertjährigen Veränderungen, Zweiter 
Theil. : 
‚ Jahr 1783. 


Theorie der BERN Veränderungen der Bewegung 
der Planeten.. Erster The 


*) Man findet auch in der Geschichte dietes Jahres, 5. 17, 
‚ein -Gutachten von nr über ‘eine Quadratur des Kreises. 

*) Gutachten über ein zur Bestimmung der Figur der Erde 
vorgeschlagene» Mittel. (Geschichte S: =). ee (“ 


Pr 
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Ueber. die hundertjährigen Veränderungen der mittlerm 
Bewegung der Planeten.. | 
‚ Ueber eine Art, die gewöhnlichen N äherungs- Methoden 
bei Integration der Gleichungen über ee Bewegung 
der Planeten zu berichtigen. 
. Ueber eine besondere nn der ikerung und Ein- 
j schaltung. ’ 
Ueber eine neue Eigenschaft des Mittelpunkts der, Schwere. 
Ueber die Aufgabe der Bestimmung Ki Cometen - Bah- 
‚ zen. Dritte Abhandlung. \ | z 
Jahr 1784. 
Theorie der periodischen Bewegung der Planeten. Zwei- 
ter Theil. - 
: J ahr 1785. . 1 
Allgemeine Methode, die Gleichungen mit partiellen Dif- 
ferenzen erster Ordnung zu integriren, wenn die 
Differenzen nur lineär sind. R 
Jahr. 1786. 
RE 7 Theorie der Sonnenfernen, zur as 
der Newtonschen Principien. 
* Berichtigung zweier Stellen in Newtons Pringipien, be- 
treffend die Fortpflanzung des Schalles und die Be- 
wegung der Wellen. 
) ‚ Jahr 1787. 
.'tLagrange. legt der Academie zu Berlin die -Bestin- 
mung der hundertjährigen und periodischen Varia- 
tionen der Herschelschen Elemente von Duval le 
‚Roi vor) 


Jahr 1792 — 99. 


KR Ueber eine Aufgabe, die Annuitäten betreffend. 


Untersuchungen über mehrere analytische Gegenstände, die 


j oyan | 


sich, auf verschiedene Stellen früherer Abhandlan- 
gen beziehen. a 
1) Ueber den Ausdruck des allgemeinen Gliedes rück- 
laufender Reihen. i 

2) Ueber. die Anziehung elliptischer Sphäroiden. 

5) Ueber das Interpolations - Verfahren. 

4) Ueber die hundertjährige Gleichung des Mondes; 
(Lagrange legt einen Zusatz von Duval le Roi zu 
seiner Abhandlung über die Variation der Herschel- 
schen Elemente vor.) 


| | | Jahr 1803. 
Ueber ein allgemeines, Gesetz, der Optik. 


I) 


Sammlungen der Academie der Wissenschaften 
zu Paris. on 
Abhandlungen ie 
Jahr 1772. Erster Theil. £ 


Untersuchungen über die Mittel, Planetem. - Tafeln nach 
Beobachtungen zu berechnen. 
(Diese Abhandlung betrifft vorzüglich die a 
laufenden Reihen.) 


Jahr 1774. 

Untersuchungen über die hundertjährigen Gleichungen | 

der Knoten “Bewegungen und der Neigung der Pla- 

‘ neten-Bahnen. | 
‘Preis - Aufgabe. 


Neunter Band. 

Untersuchung über das Schwanken des Mondes. Jahr 
1764. (Hier wandte Lagrange zum erstenmal das 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten an.) . 


Untersuchung über die Ungleichheiten Sa Tupiter Tra: 
banten. Jahr 1766. 

Versuch einer neuen Methode, dje Aufgebe ı von drei Kür- 
 pern aufzulösen. Jahr be 

Savans etrangers. 

Siebenter Band. 
Ueber die hundertjährige Mond- - Gleichung. 
Zehnter B and. 

| Untersuchung über die Störung eines Cometen, der a 
an einen’ Planeten vorbei geht. 


Insäent von Vraukoscch R 


Abhandlungen der ersten Classe. 
| Jahr 1808. 
| Ueber die Theorie der Variationen der Elemente der Pla- 
‚neten, und derjenigen der grossen Aa ihrer Bah- 
| nen insbesondere, | 
Ueber die allgemeine Theorie der "Variationen den will- 
| hührlichen Constanten in alten Aufgaben der Mechanik. 
Zugatz zu der vorigen Abhandlung. 
Jahr 1809. 
Zweite Abhandlung über die Theorie der Variationen der 
willkührlichen Constanten i im den Aufgaben der Mechanik. 


Abhandlungen die in besondern ı Bunmelengen. 
eingerückt sind. 
Journal der polytechnischen Schule. 
Fünftes Heft. Zweiter Theil. 
Versuch einer numerischen Analyse über die, Verwand- 


"lung der Brüche. 
‚ Ueber das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 


. 
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lan Heft. Zweiter Band oe 
"Bemerkungen über den Gegenstand der’ Theorie det ana- 
_ Iytischen Functionar. _ 

Auflösung einiger Aufgaben von den plirisähen Bis 
“nebst einer vollständigen Analyse dieser Dreiecke. 


Zwölftes Heft. 
(Man sehe die besondern ‚Werke.), 


8 
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Funfzehntes Heft. Achter Band. 
Erläuterungen einer besondern Schwierigkeit bei der Be- 
rechnung der Anziehung, wenig von der Kugel ver- 
‚schiedener, Sphäroiden. 


Seances des Ecoles normales * : | 
‚ Vorlesungen über die Arithmetik und Algebra. Gehälten 
in dieser Schule im Jahre HI. (1794 — 95.) 

(Wieder abgedruckt in der zweiten Ausgabe der 
nemlichen Sammlung von 1801, und in dem 7ten und 
8ten Heft des Journals der polytechnischen Schule, 
welches im Jahre ı812 herauskam, um ine Lücke in 

' diesem Journal zu füllen.) 


— Ä Pohhbianger des temsı 
. Jahr 1814. 
Ugber den Ursprung der Cometen. 
Jahr 1817: 


Ueber die Berechnung der den Parallaxen unterworfe- 
nen Verfinsterungen. (Eine Abhandlung, welche schon 
im Deutschen, in den Berliner Ephemeriden vom 
Jahr 1782, erschrenen war.) 
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" Versiich einer politischen . Aritimetik; Ben in einer - fe 
Sammlung verschiedener Schriften über die politische: 
Arithmetik von Lavoisier, Lagrange und An- 
deren. Kugagehen im Jahr IV. (179636) von 

, Röderer. 
Anmerkuiig Carnot, als Minister des Innern, hat. 
die von Lagrange hinterlassenen Manuscripte 
von der Regierung kaufen lassen, und die mathe- 
.matische und physische Classe des Instituts hat huf 
seinen Wunsch eine Commission ermehnt, um die- 
jenigen auszuwählen, die zum Druck fähig sind. Die 
andern sind geordnet und in der ‚Bibliothek des 


Instituts niedergelegt. 
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Vorerinnerung zur zweiten Auflage, 
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Diese zweite Ausgabe hat mehrere Vorzüge vor 


‚ der ersten, die im Jahre 1797 erschien. Sie ist 


correcter; der Inhalt ist geordneter und in. Ab- 


schnitte getheilt, was Anfangs nicht wohl anging, 
weil dieses Werk, wie aus dem Stegreife verfasst, 


und so wie es entstand, gedruckt wurde Ferner 


sind mehrere Zusätze gemacht worden, vorzüglich 


im vierzehnten Abschnitte des zweiten Theils und ° 


im fünften des dritten. 


Man gedachte Anfangs, mit it dem ersten Theil | 


dieses Werks die Vorlesungen über die Func- 
tionen-Rechnung, welche einen Commentar und 
die Fortsetzung dieses Theils ausmachen, zu ver- 


binden *). Da indessen diese Vorlesungen ein 


[ 


| *) Diese Vorlesungen erschienen zuerst in -der Sammlung. 
von Vorlesungen der Normal-Schule. Aber die zweite Auflage, 


welche 1806 bei Courcier herauskam, ist sehr vermehrt. Diese 


letzfere wird hier citirt. 
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besonderes Werk sind, welches für ‚sich und 
unabhängig von der Theorie der Functionen 
gelesen werden kann, so hat man sich begnügt, 
es überall, wo es Erläuterungen ‘und nützliche 
Entwickelungen enthält, zu citiren. 
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Vorstellung vom Unendlich -Kleinen, von verschwin-' 
denden Grössen, von Grenzen und Fiuxionen, ganz 

nach Art der algebraischen Analysis endlicher 
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Von den Functionen überhaupt. Von Stamm- 
und abgeleiteten Functionen. Von den verschie- a 


denen Ansichten der. Differential £ Rechnung. 
Gegenstand dieses Werks. = 


® f 
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4 





Man nennt Function einer oder mehrerer Grössen, 


jeden Rechnungs- Ausdruck, in welchem diese ‚Grös- 


sen auf irgend eine Weise vorkommen, sey es abgeson- 
dert oder verbunden mit andern Grössen, die als ge- 
geben und unveränderlich betrachtet werden, während : 
die Functions- Grössen alle mögliche Werihe erhal- 
ten können. Man sieht also eigentlich bei den Func- 


tionen nur allein auf diejenigen Grössen, welche ver- 
änderlich angenommen werden, ohne Rücksicht auf 
die Constanten, die damit verbunden seyn können. 


| [Man } könnte die unabhängig veränderlichen Grös- 


sen, aus welchen eine Function zusammengesetzt 
ist, Elemente der Function nennen, auch statt 
des willkürlichen Worts Function, des. bezeich- 
nenderen, abhängige Grösse'sich bedienen] 
Die ersten Analysten gebrauchten das WWVort 
Function nur, um allgemein- die Potenzen einer 
Grösse zu bezeichnen. - Späterhin dehnte man di. 


[ e Er: \ 


E, 
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Bedeutung des Worts auf jede, aus: einer andern 
Grösse beliebig zusammengesetzte, ( Grösse aus. Leib- 
nitz und die Bernouilli's bedienten ‘sich desselben zu 
erst in der allgemeineren Bedeutung; jetzt ist die- 
ser Gebrauch allgemein. | 
Ww enn nıan die veränderliche Grösse, von wel- 
cher eine Fünction ‚abhängt, zunehmen lässt, indem 
man derselben eine unbestimmte Grösse beifügt, s 
kann man die Function, wenn sie eine gebrsische 
ist, durch die gewöhnlichen Regeln der Algebra, nach 
 Potenzen der unbestimmten Grösse, entwickeln. Das 
erste Glied der Entwickelung, ist nothwendig die 
Function selbst, welche wir primitive (fonction pri- 
mitive, Stamm-Grösse) nennen wollen. ‚Die fol- 
genden Glieder werden verschiedene Fungtionen der 
veränderlichen Grösse enthalten, multiplicirt mit den 
verschiedenen Potenzen der unbestimmten Grösse. 
Diese neue Functionen werden einzig und allein von 
der 'Stamm-Function abhängen, aus welcher sie ent- 
“stehen und können folglich abgeleitete Functio- 
nen oder Ableitungen f fontions derivees). heis- 
sen. Allgemein kann die Stammgrösse, sie sey von 
‚algebraischer Form oder nicht, auf-eben die Weise, 
entweder wirklich entwickelt werden, oder, als sey sie 
entwickelt, betrachtet werden und folglich Ableitungen 
haben. ‘ Durch diese. Behandlung der Funetionen ent- 
steht ‚eine Analyse, die die gewöhnliche, an Allge- 
 meinheit und an zahlreichen Anwendungen, weit 
übertrifft, Im Laufe dieses Werks wird sich zeigen, 
dass die Rechnung welche man gewöhnlich den 
Transcendentäl- dder Infinitesimal-Calcul 
nennt, im Grunde ‚Nichts anders ist, als die Rech. = 


t 


4 in x in ’ ‘ [1] n p 
5 
\ . e # 


! 
nung mit Stamm.- und ahgeleiteten Grössen, und der 
Differential - und Integral - Calcıd nichts änders als 
die Rechnung mit dergleichen Functionen. oo 

‚Die ersten Mathematiker, welche von dei Dif- 
ferential- Caleul Anwendungen machten, Leibnitz; 
Bernouilli, L’Hopital haben ihn: ‚auf die ‚Eigen-. 
schaften. unendlich kleiner Grössen ‘ verschiedener 
| Ordnungen und auf den Umstand gegründet, dass 
man die Grössen, wenn ihr Unterschied gegen sie 
selbst unendlich klein ist, als gleich betrachten. und. 
behandeln kann. Zufrieden damit, dass sie durch 
ihre Rechnungs - Methode, auf einem leichten. und 
sichern Wege, genaue Resultate fanden, bemühten 
sie sich nicht weiter, die Methode selbst ‘fester zu 
begründen. Euler und d’Alembert, die ihnen 
 nachfolgten, haben dem Mangel einer festeren Be= 
guündung dadurch abzuhelfen gesucht, dass 'sie- an 
einzelnen Anwendungen zeigten, dass die Differenzen, 
welche man unendlich klein aunnnml, unbedingt Null 
sind, und diss ihre Verhältnisse, die allein in Rech- 
nung kommen, nichts ‚anders sind als die Grenzen 
der Verhältnisse endlicher aber unbestimmter Diffe- 
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renzen. 
Man sieht kadansın leicht ein, iss diese Vor- 
stellungen, obgleich an sich richtig, für Grundsätze 
einer Wissenschaft, die auf Evidenz. ‚gebauet seyn 
soll, nicht Klar genub sind, wenigstens ‚für Anfänger’ 
nicht. Ansserdem scheint mir der wahre Grund: von 
der Möglichkeit richtiger Resultate in der Differen-' 
tial- Reelinung, in welcher ınan, so wie sie ist, wirk- 
lich mit wnendlich kleinen, oder fur unendlich klein 
angenomnieuen Grössen umgeht | und‘ dergleic hen 
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Grössen berechnet, darin zu liegen, dass der, aus 
der falschen Voraussetzung des Unendlich Kleinen, ‘ 
j entstehfinde Fehler durch einen andern Fehler der 
Methode. selbst, vermöge dessen man bei der Diffe- 
rentiation immer nur unendlich Kleire einer und 
derselben Ordnung beibehält, verbessert oder auf-. : 
gehoben wird. Wenn ‚man‘ z. B, eine krumme 
Linie als ein Vieleck von unendlich vielen klei- 
"nen, Seiten. betrachtet, ‘deren Verlängerungen die 
Tangenten der krumihen Linie sind, so setzt man 
offenbar etwas Valsches voraus; A der” Irrthum 
wird, wenn man weiter rechnet, durch WVeglas- 
sung unendlich kleiner Grössen verbessert. , Die- 
"ser Uimsiand lisst sich leicht an Beispielen zeigen, 
| obgleich die allgemeinere Nachweisung schwer seyn 
möchte. [Mır Rechte nenne Lagrange die Gfös- 
ser unendlich kleiner PVP: granstelzung eine fal- 
sche ( ‚Jausse ); denn eine unendlich kleine 
Grösse ist eine Grösse, deren Kleinheit, wie es ihr 
Name bezeichnet, alle Grenzen überschreitet, also 
Etwas das gar keine Grösse hat, mithin eine 
Grösse, die keine Grösse ist; ] | 
Newton, um das’ Unendlich-kleine zu vermei- 
den, liess die mathematischen [ZaAlen-.und Raum-] _ 
-Grössen durch Bewegung entstehen und suchte eine‘ 
Methode, wn die Geschwindigkeiten, oder vielmehr 
die Verhältnisse der veränderlichen Geschwindigkei- 
ten, mit welchen diese Grössen entstehen, zu bestim- 
ınen. Man. nennt dieses Verfahren, nach. ihm, die 
Methode der Fluxionen, oder den Fluxions- 
Calcul, weilNewtondie Geschwindigkeiten, Fluxio- 
nen.der Grössen nannte. , Die [luxions-Methode oder 
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Raxions- Rechnimg Kokimt. sowohkim \Y esentlichen, 


als in ihren Operationen mit-der Differential - ‚Rech- 
nung. überein. Sie weicht. von’.dieser bloss in den 


Grundbegriffen ab, welche dabei ‚in der 'That klarer 


zu, seyn. scheinen, indem Jedermann. von Geschwin- 
digkeit einen Begriff hat, oder wenigstens zu haben 
glaubt. . Aber, eines Theils bringt man müt dem Be- 
griff von Bewegung etwas Fremdartiges 'in eine Rech» 


nung, die nur algebraische Grössen zum Gegenstandes 


hat,und setzt sich in die Nothivendigkeit, die Grösseir 


als Linien zu betrachten ‚welche von dem bewegten 
Punkt oder Körper durchlaufen werden: andern Theils 


muss man auch gesiehen, dass sich von der Ge+ 


schwindigkeit eines Punkts in jedem Augenblick, wenn e 


die Geschwindigkeit veränderlich ist, doch eigentlich 
"keine klare Vorstellung fassen lässt. - Aus der. ge- 


lehrten Abhandlung von Maclaurin über die Fluxio- - 


nen kann man sehen, wie schwer es ist, die Methode der 


Fluxionen strenge: zu begründen und wieviel eigen 
thümliche Kunstgriffe zu den Beweisen der einzel- . 


nen Theile derselben nolhwendig sind.: : . - 

‚Auch hat New ton selbst, in söinem Werke de. 
_ principüs, der Methode der tetzten Verhältnisse. ver- 
sehwindender Grössen, als der kürzern, den Vorzug 
gegeben, und die Prineipien der Fluxionen. beziehen 


a ur, s 


sich am. Einde auf nichts anders als auf: die Gründe | 


dieser zweiten Methode. Dieselbe hat aber, eben 


wie diejenige der Grenzen, von welcher .oben die 


Rede w ar, und welche von jener nur gleichsam eine 


algebraische Ueberseisungrist, die-grosse Unvollkom+ ba Bi, 


menheit, dass sie die Grössen grade in dem Augen- 
blick betrachtet, wo sie aufhören. Grössen zu seyn 
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Obgleich man ‘einen sehr klaren Begriff‘'von dem :. 

Verhältniss %weier Grössen hat, so lange sie wirklich 

da sind, so hört doch in der That die Klarheit und 

Bestimmtheit des: Begrifls auf, sobald die Grössen, 
| beide zugleich, verschwinden. 

Um diese Unvollkommenheit za Be ; 
schlug zieuerlich ein geschickter englischer Geometer, 
«lem man, wichtige analytische‘ Entdeckungen ver- ı 
"dankt, statt der bis dahin von allen englischen Mä- 
thematikern ängstlich beigehaltenen Fluxions -Me- 
thode, eine andere, rein analytische Methode vor, die 
der Differential - Rechnung ähnlich ‘ist, in welcher 
‚aber, stait unendlich -kleiner oder günzlich verschwin- 
dender Differenzen der veränderlichen Grössen, die 

nd verschiedenen Werthe dieser Grössen’ selbst in Rech- 
‚aung gebracht werden, die man hernach dadurch. . 
‚einander gleich macht, dass man, durch Division, die 
$« 0 Fäctoren ‚wegschafft, welche die Gleichheit Jimdema.- - 
"racky Durch dieses. ‘Mittel vermeidet man. in der That die 
2777 vooe: "unendlich kleinen und verschwindenden Grössen. aber 
. die Methode nid die Anw ’endung der Rechnung sind 
beschwerlich und’ w enig natürlich. Man nimmt day 
Differential-Calenl, wenn man seine Principien auf 
Jiesem Wege begründen will, seine besten. Vorzüge, 
memlich die Einfachheit der Methode und die Leieh- 
Rigkeit der Operationen. :Man’ sche das Werk: she 
esidual analysis, a new branch of’ the algebrio 
art, by John»Landen, London 1764, desgleichen 
/ die Abhandlungen dieses nemlichen Schriftstelers 
| vom Jahr 1758, über den nemlichen Gegenstand. 
© Dieser Wechsel der Begründungs- Art und des ' 
. Vortrages der Grundsätze der Ditlerenüal - Rechnung, 
| ar, = 
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und selbst die Benennung des Caleuls, ‚scheinen an- 
_ zudeuten, dass die richtige Theorie desselben noch , 


nicht eıtdeckt ist, ‚obgleich man die einfachsten und 
bequemsten Regeln für den Mechanismus, der Op: 


rationen kennt. dar e e 
Man wird ırech mehrere REN ‚über ' 


diesen Gegenstand m der ersten Vorlesung über die | 


Functions - Rechnung [dem zweiten Bande Rue 
Uebersetzung] finden. ' 

In einer Abhandlung vom Jahr 1772, ER in 
den Berliner Memoiren gedruckt ist, und welche 'die 


Analogie der Differentiale' und positiven Potenzen, . - 


so wie der Integrale und negativen : Potenzen, zum; 
Gegenstande hat, behanptete ich, dass die Theorie 
der Entwickelung der Funetionen in Reihen, die wah- 


- ren, und von dem. Begriffe des Unendlich- kleinen 


und der Grenzen gänzlich unabhängigen Principien 
der: Differential-Rechnung enthalte;‘ich bewies nach 
dieser Theorie den taylorschen Satz, ‘welcher der 
Grund - Pfeiler der Reihen - Methode ist, und welchen - 
man bis dahin nur durch die Differential-Rechnung. 
selbst, also nur durch unergllich- kleine Grössen be- 
wiesen hatte. 

Späterhin hat Arbo gast der Asia der 
Wissenschaften eine Abhandlung vorgelegt, in wel _ 
cher die nemlichen Ideen, mit Eintwickelungen und 
Anwendungen die ihm zugehören, vorgetragen wer-. 
den. Da aber der Verfasser über diesen Gegenstand 


noch Nichts weiter bekannt gemacht hatte, denn das _ 


Werk des seligen Arbogast vom Jahr ıg00, unter 
dem 'Fitel: Derivalions- Rechnung, hat etwäs Anders 


zura Gegenstande, wie es auch der Verfasser am 
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| Schlusse der Vorrede selbst sagt, und ich durch Um- 
. „stände. veranlasst ‚wurde, dig allgemeinen Principien der _ 
‚ Analysis zu entwickeln, so habe ich meine. frühern 
Ideen über den Differeutial - Calcul. wieder aufgenom- 
men und die Untersuchungen daruber erneuert, um 
sie noch fester zu begründen und zu verallgemeinern. 
Daraus ist die gegenwärtige Schrift entstanden, wel- 
che ich nur allein in Erwägüng des Nutzens für Die- 
jenigen, welche diesen wichtigen Theil der Analysis 
ergründen wollen, bekannt mache. [Dieser Nutzer 
ist offenbar sehr gross; denn wer die Ma- 
thematik studirt ohne ihren Principien mit klaren, 
‚und natürlichen Ansichten auf den Grund zw 
kommen, geräth leicht in’ Gefahr, seine Begriffe, 
besonders durch die sogenannte höhere Mathema- 
tik, nicht aufzuklären, sondern noch mehr zu 
verwirren. Fängt der Lernende erst an, in Wort- 
spielen, wie vom Unendlichen, in welchen kein 
Sinn ist, Sinn zu finden, und also Etwas, was Nichts 
- ist, für Etwaszuhalten, so ist erschon aus dem Gebiete 
der Mathematik schon gänzlich verirrt und in ein 
mfstisches Dunkel gerathen, welches keinen Schutz 
mehr gegen Irrthim hat und aus welchem der Rück- 
weg, wie aus jeder, Finsterniss, schwer ist. Das 
' Unendliche, als Grösse genommen, ist unmathe- 
matisch; die Mathematik hat es überall nur mit 


wirklichen Grössen zu thun, und eine Grösse die . - 


. nieht Jedem begreiflich ist, und_ die nicht sinnlich 
im Umfange des Endlichen liegt, ist ‚gar kein: For- 

wurf der Mathematik.) . 
Es kann befrentlend sense, dass eine eich 
E gere Art die Difiwentiel Rechnung zu PenEn dan 
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nicht früher - von. den‘ Geometerr. "bemerkt worden 
und besonders, dass sie Newton entgangen ist, :der 
die Methode der Reihen und der Fluxionen erfänd. 


Aber-Newton bediente ‚sich einer einfachen Ber. 


- trachtung der Reihen, /nur zur Auflösung der. drit- 
ten Aufgabe im zweiten Buche 'seiner Principien, wo 
das Gesetz des Widerstandes gesucht wird, ‚unter 
welchem ein bewegter schwerer. Körper einen ‚gege- 
benen Raum beschreibet, eine Aufgabe, die wesent- 
lich vom Differential- ‚oder Fluxions-‚Caleul abhängt, 
Bekanntlich fand Johann Bernoulli, dass .diese 
Auflösung falsch ist, wenn man sie mit der des Dif- 
ferential-Calculs vergleicht und sein Neffe Nicolaus - 
behauptete, der Fehler entstehe daher, dass Newton’ 
das ‚dritte Glied der convergirenden Reihe, in welche 
er die Ordinate‘ der gegebenen Curve aufgelöset hatte, . 
für das zweite, das vierte Glied für das dritte Diffe- 
rential dieser Ordinate genommen habe, statt dass ‚ 
nach den Regeln der Differential- Rechnung das er- 
ste dieser Glieder nur. die Hälfte, das andere nur der - 
sechste Theil jener Differentiale hätte sein sollen. (Man 
sehe die Abhandlungen der Academie der :Wissen- 
schaften von ı7ı2 und den ersten Band von J o- 
hann Bernoullis Werken.) Newton ging, ohıre 
zu antworten, von ‘seiner ersten Methode gänzlich 
ab und gab in der zweiten Auflage seiner Prinfipien " 
eine andere, ‘auf die Differential-Rechnung gegrün- 
dete, Auflösung der Aufgabe.“ Seitdem hat man nicht 
weiter an die Anwendung der Methode der Reihen auf 
solche Aufgaben gedacht, als.nur um den. Irrthunr 
Newtons, und dass die Erinnerung. Nicolaus Ber- 
noullis berücksichtiget werden müsse, zu zeigen. 


- 
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og I, 


(Man sehe in derEncyclopädie, die Artikel: Differen+ . 


tial, Kraft. ‘Wir werden weiter unten zeigen, .dass 
der Irrthum nicht in der Methode, sondern blos darin 
lag, dass Newton. nicht alle "Glieder, die in Be- 
tracht kommen, in Rechnung gebracht hatte. Hier- 


durch lässt sich seine erste Auflösung, deren kein . 


‚ Commentator. seiner dr weiter be- 
richtigen. | 

‚Der Gegenstand dieses Werks ist: die Theorie 
der als Stammgrössen und Ableitungen betrachteten 
Functionen und die Auflösung der vorzüglichsten von 
der Differential- Rechnung abhängigen Aufgaben der 
Analysis, Geometrie und Mechanik zu begründen und 


dadurch der Auflösung dieser Aufgaben die Strenge. 


.‚der Beweise der Alten zu geben. 
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Erster Theil, 
Uebersicht der '1 Üheorie mit ihren, vor- 


züglichsten Anwendungen auf. 
| Analysis. 2 





Erster Abschnitt. 

| )3.; 

‘ Entwickelung einer Function von einer veränderli- 

chen Grösse in eine Reihe, wenn man der vers 

änderlichen Grösse ein Wachsthum beilegt. Stu- 

fenweise Bildung der Glieder der Reihe. Wichtiger 
Lehrsatz über die Natur dieser Reihe, 
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W; En: durch ‚den Buchstaben f oder E ver , 
das Zeichen der veränderlichen Grösse gesetzt, eine be- 


liebige Function dieser Grösse, d.h. jede von ihr ab- 
hängige Grösse, die sich, mit ihr zugleich, nach einem 


bestimmten Gesetz verändert, bezeichnen. Also- be 


deutet fx oder Fx eine Function der veränderlichen 
Grösse x... Will man die Function von einer, schon 
aus r zusämmengesetzien Grösse, wie x°, a + bxz etc. 
bezeichnen, so schliesse man die Grösse in zwei 
Klammern. So wie also fx eine Function‘, von © 3 
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bedeutet, so sind fe”), f (a + bx) etc, Functionen 
von =, a+bx etc. | 


Um. Functionen zweier unabhängig. veränderli- 
chen Grössen wie 2, Y zu bezeichnen, wollen wir‘. 
f(x, y) schreiben u. s. w.. z | 

Wenn wir durch andre Zalchen Functionen aus- 


| ‚drückeh, werden wir es anzeigen. 


Wir wollen nun eine Function fx einer belie- 


“bigen veränderlichen Grösse % betrachten. Setzt 


man x + A statt x, wo k.eine beliebige unbestimmte 
Grösse ist, so erhält man /(« +#% und man kann 


Al ‚gliese Gerösse-nach der Theorie der Reihen in eine 


K. 


* 


+ 
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eihe von der Form a | 

oo farpk+gkaxrk.. er 
entwickeln, worin die Coefficienten p, g, r.:.. der. 
verschiedenen Potenzen von A, neue, von der Stamm- 
grösse fx abgeleitete, und von k unabhängige Tune- 
tionen von x sind, [Lagrange, bezeichnet die 
Veränderung von & durch i, Der Uebersetzer 
. hat. statt i, weil dieser Buchstabe cheils'unbequem. 
ist, theils von einigen Schriftstellern, nach Gauss, 
‚zur Bezeichnung von Y —ı ausschliesslich ge- . 
blaucht wird, den Buchstaben k geserzt.] 


2. 


Um aber nichts Unbegründetes anzunehmen, wol- 
len wir damit anfangen, die Gestalt der Reihe für 
die Entwickelüng von fx zu untersuchen, die ent- - 
steht, wenn man in S® x + k statt x setzt und von 
welcher wir vorausgesetzt haben, dass sie A nur in 
„Potenzen von ganzen positiven Exponenten. enthal- Ä 
‚ten könne. | 
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Die Voraussetzung rechtfertigt sich zwär durch nn 
die Entwickelimg der bekarmten Functionen; aber so 
viel mir bekannt, ist sie noch nie a priori zu be- 
weisen versucht worden, welches gleichwohl um sv 
nothwendiger seyn möchte, da es wirklich Fällt giebt, 
-in welchen die Entwickelung nicht Statt‘ findet. ‚Aus- 
serdem beruht die ganze Differential - Rechnung auf 
‚dieser Entwickelung, und die Ausnahgne Fälle sind 
es, in welchen man die Rechnung i im Irrthum glaubte. 


‚Ich will zuerst beweisen, dass in der, aus der 
Eintwickelung der. Function J(& + k) entstehenden 
Reihe, keine Botenz von A mit gebrochenen: Expo- 
nenten vorkolimen kann, w enn man nicht etwa 
der.Grösse k_ besondere bestimmte Werthe heilegt. : 

Es ist iMder That klar dass die Wurzeln von k nur 
von Wurzelgrössen in der Stammgrösse fx herrüh- 
ren können und dass ‚die Substitution von x + % 
siatt x, die Zahl der Wurzelgrössen weder vermeh- 
ren noch vermindern, noch ihre Na*ır ändern kann, 
in so fern x und A unbestimmte Grössen sind. An- 
derniheils weiss man aus der Natur der Gleichungen, 
dass eine Wurzelgrösse allemal so ‚viele verschiedene 
Werthe hat, als ihr Exponent, Einheiten, und dass 
folglich jede irrationale Function so viele verschie- 
dene Werthe hat, als man Combinationen aus den 
verschiedenen Wertheg der Wurzelgrössen, die sie 
enthält, machen kann. Könnte also die Entwick a, 
lung der ‚Function f (x + k) ein Eee von der Forn 


P4 


173 \ > 
uk” ‘haben , so: müsste erstlich fx a 
eine irrationale "Yuncton seyn.'nnd folglich eine 2%- 
wisse ‘Zahl verschiedener \Verthe haben; die nım- 


” 


16.00 at | 
liche Zahl von Werthen müsste ‘dann f(x +) und 


dessen Entwickelung haben. Liesse sich nun ‚diese 


Entwickelung durch die Reihe 


s 


Je +pk+rgk +... puk® 


ausdrücken, so würde sich jeder Werth von fx mit | 


jedem der n Werthe der Wurzelgrösse V Ak” ver- 
binden, so dass die entwickelte Function f(x + A) 
mehrere verschiedene Werthe haben würde als die 
unentwickelte, welches ungereimt ist. 

Dieser Beweis ist allgemein und strenge, so lange 
» und A unbestimmte Grössen sind; aber er hört auf 


€ zu seyn, wenn man = bestimmte Werthe beilegt; 


denn es ist möglich, dass diese Werthe "Wurzel- 
 grössen in fx aufheben, die in f(z + A) bleiben. Wir 


- 


werden weiter unten, im fünften Abschnitte, diese be- 


- sondern Fälle, und was daraus folgt, untersuchen. 

Es ist gezeigt worden, dass die Eintwickelung 
von f(x + K),im Allgemeinen, keine Potenzen von A 
mit gebrochenen FExponenten enthalten kann. Es 
ist leicht zu sehen, dass auch keine Potenzen mit 
negativen fixponenten vorkommen können. 


Denn wäre unter den Gliedern der Entwickelüng ' 





“. " R ” ”,* 
‚eines von der Form Zr, WO m eine ganze positive. _ 


Zahl ist, so wurde dieses Glied unendlich gross sein, 


sobald man kA==o setzt. Also würde die 'Func- 


tion f(x +) unendlich gross sein für A—=o,. 
folglich müsste fx einen unendlichen \Verth haben, 


welches gleichwohl nur für besondere ‚Werthe von 
x möglich ist. | 


| Mei- | 


« 


xy 
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- (‚Meines Erachtens ist dieser Beweis, dass 
die Reihe : für. die; Entwiekelung ' einer, belie- 
bigen Function f (x. + %), die, Grösse. k.nur 
in Potenzen' von ganzen- positiren AExponenten 
enthalten kanny. erstens . unzulänglich , : wenig= 
stens: schwach und. für .Rrincipien .einer ganzen - 
Wissenschaft vielızu verwickelt; \ dann, ober ist. 
auch, glaube ich, ein Beweis ei ni ichs 
nöthig. Te inte 

"Unzulänglich ise der REN weil nur allen 
falls gezeigt wird,: dass k. nicht..in Poienzen ‚von 
gebrochenen und negativen Exponenten vorkom» _ 
men kann. Es wird aber nicht bewiesen,dass’es 


nicht noch andere Formen des Vorkommens von | 


k giebt, selbst solche, die man noch‘ nicht kennen " 
und für welche die obigen Momente des Bewei» 
ses: aufhören. Sodann: ist. die Strenge des Beweises, 
auch selbst, für die Nicht - Existenz der gebrochs 
nen und negativen Exponenten, noch‘ zweifelhaft, 
denn‘ es wäre z. B. vielleicht möglich, dass: die 
a er te 

.Combinätion der n“PMWerthe von.k® -mit den 
Werthen von fx, die Zahl der HWerthe von. 

f(@.» k) nicht über die Zahl\der, Werthe.von fx 
hinaus, vermehrte. . Die Gleichungen des dritten 
und. vierten. Grades 'geber davon ein... Beispiel. 
Der Ausdruck. der, Wurzeln ‚des dritten Grades 
ise von: der Form YA + VB. “Naöh Lagran- 
ge’s Beweisart müsste. diese Grösse nothwendig 
iauaher, 6.Werthe haben, .den V A Her. deren 5 
und YB auch 3,:welche mit einander vombinirt 
5 Werthe 'geben, Gleichwohl hat. wirklich die _ 
- 4 - 1: 
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Gleichung des dritten Grades :nur % Wurzeln, i 


folglich die Grösse 1% 4% v B ‚nicht sechs; son- 
‘dern nur drei Werthe. Nicht viel anders ist es 


mit den negativen Exponenten. Man kann im 


Voraus unmöglich wissen, ob sich nicht Glieder 
mit negativen Exponenten, die für k== o unend- 
lich gross sind, aufheben. Der. Beweis ist also, 


wie es scheint, unzulänglich, Er handelt in der - 


That von einem Gegenstande der noch nicht dä 
ist, von der Form einer Grösse die erst gefunden 

werden soll.und schliesst also von Eigenschaften, 
die erst gefunden werden sollen, auf diese Eigen- 
schaften.selbst, welches die Genauigkeit..des Be- 
sulcats zweifelhaft macht. Der Beweis kann also 


nicht wohl. strenge seyn. Wäre. er es aber auch, 


so. wäre.er doch wenigstens zur Begründung einer 
ganzen Missenschaft gewiss zu verwickelt: und 
viel zu wenig ‚natürlich. ..Die Theorie. der Glei. 
chungen, auf‘ welcher. er beruht, hat viel zu grosse 


Schwierigkeiten, und ist noch viel zu unvollkom- 
men, als dass sich auf sie ein Beweis für ‚Eleesös 


Grösse wie V k, n Wurzeln hat, aber es sind‘ dar- 
“unter unmögliche, Der Begriff unmöglicher Grös- 
sen ist aber kaum wiel klarer, .als der won‘“un- 
‚endlichen, oder verschwindenden Grössen, ' Man 
würde also durch den Tausch eigentlich nicht Piel 
gewirinen. Es wäre in,der That'sehr übel, wenn 


.» 


Der) 
hi 


"mente gründen liesse, Es ist. richtig, dass eine: .. 


die sehr einfache Rechnung ‘mit Functionen, oder - 


‚mit veränderlichen Grössen, wirklich auf so dun- 
kein und verwickelten Begriffen, wie die von un- 
EEROUNN Grössen, beruhte, | \ 


m. 7. 35 nt 
ı Glüc klichööbieiss’sg es wohl nicht sö. Es läs 

sich zeigen, dass der Beweis für die Nicht Ba 
stenz ündrer, äls ganzer positiver Expönenten von 
k, in der Entwicklung von f(x + A), unnöthig 
ist. Wie nemlich die Foige dieses Buchs zeigt 
lässt sich f(x + %) wirklich entwickeln und die 
Glieder der Reihe lassen 'sich sämmtlich‘ Finden, 
Br die Bedingung, dass die Reihe für diese \ 
Entwickelung, k nur allein Potenzen von ganzen 
positiven Exponenien enthalte: Die Entwickelungs= 
Operation geschieht mit einer Strenge und Ein=- 
fachheit, die nichts zu wünschen übrig lässt. "Da 
nun grade dadurch, dass maii' die Glieder der 
Reihe wirklich findet; also durch die Thht, Bezeigt 
wird, dass die Entwickelung mit ganzen positiven 
Exponenten von k möglich ist, so ist es gank 
gleichgültig, ob etwa auch noch eine andere. 
Entwickelung, oder ob nür diese allein 
Statt findet. Es kommt keinesweges darauf 
an, zu zeigen, dass nr allein die Entwickelung 
mit ganzen ‘positiven Exponenten von k möglich 
ist, (und dies ist wirklich nicht der Fall, »ielmehr 
sind umzühlige Formen ‘für die Entwickelung ei- 
ner Grösse möglich), sondern. es kommt darauf 

an, die Grösse f(x + K), und zwar grade nur 
mit Potenzen von kvon ganzen pösitiven 
Exponenten, wirklich zu entwickeln, un- 
bekiimmert darum, ob noch eine ändere Entwicke- 
lung möglich .sey, oder nicht. "Der Yweck- der 
Rechnung verlangt grade die Eninickelung mie 
ganzen positiven Exponehten, und keine andere. 
Alle übrigen sind ihm gleichgültig, ünd' dass die 


20 m GE, 


Eintwickelung. existirt oder. möglich sey, zeigt sich 5 
in jedem besondern Falle dadurch, dassman sie wirk- a 


lich verrichtet. Es lasst sich in der. That. schwerlich 


allgemein zeigen, dass die Entwickelung mit ganzen 


positiven Exponenten immer existire;. denn sie ewi.- 
stirt wirklich nicht immer; viel weniger also kann sich 
zeigen lassen, dass nicht etwa eine andere existire. 
‚Der obige Beweis hat unmöglich gelingen können 
und wird nie gelingen, weil man Etwas zu bewei- 
‚sen trachtet, was wirklich nicht immer der Fall ist. 
Glücklicherweise aber ist er auch, wie gesagt, nicht 
nörhig. Man setzt die Gestalt der Entwickelung 
von [(x+k) mit ganzen positiven Exponenten 


von k willkührlich voraus; denn nur diese 


Entwickelung, und keine andere ist nothwendig. 
Operirt man nun richtig und findet die Glieder 


‚der Reihe, so ist natürlich auch kein Zweifel, dass | 


die Reihe ewistirt, denn man könnte sonst-unmög- 


dich riehtig, operirg haben. Man sehe ein Mehre- 


res über diesen Gegenstand in einer kleinen ‚Schrift 
"des Veberset zers über die Anwendung der Rech- 
nung mit, veränderlichen Grössen auf Geometrie 
‘ und Mechanik, Berlin bei,Maurer, 1816, und im 
‚ersten Bande seiner Sammlung mathematischer 
. Aufsätze uud BIENEN aa ıge1. 
92. 377. ch. 


‘ 


5. 


Nachdem wir uns auf diese Weise von den Al- 
‚gemeinheit der Form der. Entwickelung der Function 
f(x + K, überzeugt haben, wollen wir näher sehen, 


‚Worin. die, Entyickelung besteht, und was ihre Glie- . 


} 


% 


u | Be. 
A: 5L nn / a1 


der einzeln bedwnten. [Die eigenchüimlicherd Be- 
deutung der Glieder findet sich ‘erst bei den ein- 


zelnen Anwendungen auf ER oder Far Go- n 


genstand.} n ne 

Zuerst ist klar, dass man, um en von’ R una 
hängigen Theil zu finden, nüur- k==a setzen darf, 
. wodurch die Grösse f(x + A) in fx übergeht. Der 
von f(z + k) übrig bleibende Theil, werm'% gleich 


i Null gesetzt wird, ist also f8, so dns fie #0) | 
gleich ist:- fx, zusammengenominen mit einer Grösse, 


_ die für.k == o verschwindet, und die folglich mit ei- 
ner: Potenz von. A 'multiplicirt ist, deren: Exponent 
eine positive Zahltist, oder dafür angesehen werden 
karin. (Und da wir- bewiesen haben, dass keine 'Po- 
tenzen von A mit gebrochenen Exponenten ''in‘.der 


Eintwickelung von’ f(x + k) vorkommen: können, so 
folgt, dass die Grösse nur. nit einer Potenz von R 


von: ganzen positiven. Exponenten multiplicirt seyn, 


"* und folglich nur von der Form kP seyn’ kann, wo 


a 


> 
x 


P eine Function von x und kist, die für Ak=o 


nicht unendlich gross is. [Das die Entwicke- 


‚lung von fi + A) von der Form fix +h)=fx 
+ ıkP sey, ist, wie oben bemerkt‘, Poraus- 


setzung. Es sind unendlich viele verschiedene | 


Ehtwickelüngen von f(x + R) möglich. Für die 


welche man braucht ist die erste Bedingung die, 
dass sie in fx übergehe für k= o; woraus folgt, _ 


dass der erste Theil, ohne k, nothwendig fx selbse 
seyn miss. Die andere Bedingüng ist, dass ın 
dem Theil mit k, die Grösse k nur in Potenzen. 
von ganzen positiven E’cponenten vorkorime, und 
zwar von allen ganzen Zuhlen von ran) 


nr 


WR 


* 


N j 
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‚Man. erhält. also | 
.f@+N = fx+KkP; folglich 
‚f@ +DB—fxz = kP. 
Das erste Glied muss durch A theilbar seyn, weil es 


. gleich kP ist, Dividirt man mit k, so erhält man 


° 


— fe + y—fx 
hu 


Dies. P ist, wie man sieht, ebenfalls eine Fans 
tion von z.und A. Man kann also davon das, was 


von: k unabhängig ist, und folglich für Aa nicht 


verschwindet, absondern. Was aus ? wird, . wenn 
man k== 0 setzt, sey p, so ist p eine Function von 
z-wae® k; und durch ein, dem obigen ähnliches Rai- 


- sonnement, beweiset man, dass P=p+k „wo k kQ 


denjenigen Theil von bedeutet, welcher fü "k== 0 


verschwindet, Q aber eine neue Function von x und 


k ist, die für k == o nicht unendlich gross: ist. 

Mau erhält also P—p=kQ. P—p muss 
durch A theilbar seyhı en es kQ ist, also erhält man 
ai 





Der Werth von Q fur Ha sey q, so ist qg eine 
Function von x, ohne A, und der andere Theil von 


‘Q, welcher mit k zugleich verschwindet, ist, wie 


oben, von der Form k.R, wo R wiederum eine Func- 


‘tion von x und X ist, welche man findet wenn man 


Q—.g durch X dividirt u. s. w. 
Man erhält also 


far fx +kP, P=p+4Q, Q=g+kR, 


Rz=r+kS etc. 


folglich, wenn ‚man diese Ausdrücke nach und BERN 


substituirt, 


Ah L. BET we 2% i 
f(@ +) — fe +iP= far kp + Q= fern 
Fe +kag+ KR etc. 

welches für die Eintwickelung von f(x£.+ A) eine Reihe 
von der Form giebt, wie wir sie öben vorausgesetzt 
haben [und zwar vorausgesetzt, ohne dass im 
Voraus ein Beweis: der Zulässlichkeit der. Form. 


Big wäre] 2, 
a 6 a FR 4. 
Es sy zum Beispiel I _—, ‚50 ‚hä man 
V@ + = u also 
ı 2 — Kk ‚P= } ı pp ı 
"z(a+h) RR > 
ö | 
zahlt 23 man ZrEHh) rn 5: 
j }. ; 
erh z=  x3(2+k)' S= 10775) 
r=— —— etc. folglich 


k 1 k kt 





1 
Gr = ah Et Et Darh 
a SEHE in %3 
= mIrITOParn = etc. 
wie es die‘ wirkliche! Division [von »+k in ı] 
giebt. | Da 


Wir wollen zum zweiten Beispiel die irrätionale . 
Function Yx nehmen. ‘Man erhält 
fs= Va fern =Vern= Ver de 


k 


zirka yi! 7 sya.. 


4 


Hear = Varbevr- VE 


"Vr— Vlchh) | u 
KAT EIER  2Val + Br zy 


a VeVerhH VER. Be 77 
IRQ Ir 12 - esse] 


| 1 kmezr+oyz+rY(z+h) 
eyz, T 4x[V@+h) + YxP 
IRRE. Verl) +3Vx 
nz ayx 42|VerH + be 
__Veaerh+3YVx 
— grYyalyl BO. i En TEE, >. 


so en 
k 


i Varna yore 0 
ae } BE = 
== Fr nV Val rl) yVxP 


| K* V@+h+3YVx 
| “Veryz- za VaVerHaVaP" 


_— ec. 


eV SEVE + ey 
- Die letzte Reihe ist .die nemliche n welche man 
durch die wirkliche Ausziehung der Quadrat- Wur- 
wel, oder durch die Binomial-Formel findet, 


6. ir 


. Die Operation ist bei mehr verwickelten, irratio- 
‚nalen Grössen ‚schwierig, allein die Schwierigkeit ver- 

schwindet, wenn man die Wurzelzeichen in Bezie- 

 hüng auf A, wegschafl | 

>. Wir wollen zum Beispiel. von der Gleichung 

V(e+ == V. +iP ERBEN: ‚Dieselbe giebt, 


j fi ki r | 25 
zum Quadrat erhoben, um k vpn de Wirselzeichen 
zu befreien, und nachdem man mit Ak dividirt Eu 
ı=2Pyx+kP, | 
Für ke 0 ist P=p, also’ mare und folglich is 


Pac. ‘Man mache also P=p+KQ,0 er 

MOON 20: NEE 1 - 
= A + aQVer a ron, es 

son man 1, so ist 0=R also 2,0 


u ' 


+29Vx= 0, woraus folgt: y—— SaV 


| E77 
Man kann also Q=g+KkR setzen. u. S. W. } 
Man kann ‚auch die Grössen p, q, r noch leich- 
ter finden, wenn man sogleich a 
Varb=Verpkrgletrk.. .. 
setzt, diese Gleichung auf beiden Seiten zum Re 
drat erhebt, um A wmter den Wurzelzeichen wegzu- 
schaffen, und alsdann die Glieder mit gleichen Po- 
‚tenzen von. k vergleicht, damit *% unbestimmt. bleibe, 
wie man es voraussetzet. : Aber die vorige Methode 
hat den Vorzug, dass die Reihe nicht weiter ent» 
wickelt wird als man will, und dass sie den genauen Ä 
Werth des Rests’ giebt. Man erhält z. B. wenn man 
beim zweiten Gliede pk stehen bleibt, QA® für den ' 
Werth des Restes und kann Q durch die Auflösung | 
der Gleichung in Q bestimmen. In dem obigen Bei- 
spiele ist =. Gleichung 


- RR, ' 1 S .. 
N Ra 4Q ayar zo) ts mu 
Um diese Gleichung so aufzulösen, dass Q 'kein-k: 


/ 


26 en na k 


4 





mehr enthält, darf man mır Q = Fr setzen, wel- _ 
ches die Gleichung auf die Form 
1:3 +4V (azyYz + kya) + en =o 
bringt, woraus folgt 
U VaheyzmakyztyeyVle + rn. 
Da Qfür k= o nicht unendlich gross sein darf (5-) 
. so darf 7 in’ diesem Fall nicht Null seyn. Man muss 
also das untere Zeicheh der W er nehmen 
und erhält Re. 

— 2yx(ax + A — 42V +.%) 
und ER 


e— TaVzGErDE EHER ES 
en SyelVe + M + vr 


wie oben. Auf ähnliche Weise verfährt: man in ähn- 
lichen Fallen. | 


run 6, 


Aber der Hauptvoriheil unserer Methode be- 
steht: darin, dass sie zeigt wie die Functionen p, 
9 T.... von der Stamm-Function fx abhängen 
ind besonders, dass sie die Gleichzeitigkeit des Ver- 
schwindens der Reste AP, kQ, AR etc, mit k be- 
weiset, [sie beweiset sie nicht, sondern das gleich- 
zeitige Verschwinden wird mit der Form zugleich 
vorausgesetzt] woraus der wichtige Satz folgt, dass _ 
man iu der Reihe fx + pk+gk2+ ri... , die 
‘aus der Entwickelung‘ von f (x + K) entsteht, P im- 
_ mer so klein annehmen 'kann, dass ein beliebiges 
- Glied..der Reihe ‚grösser ist, als die Summe aller fol- 





‚® K ; 
genden, welches. dann um so ‚mehr für noch Aiekre | 
Werthe von k der Fall ist. ı . Ä er 

.. Denn weil.die Reste AP, AQ,kR:,.. For 
konen von %k sind, die mit k zugleich , verschwinden, 
yermöge der Form der Entwickelung, so felgt; ‚wenn 
man sich eine krumme Linie. vorstellt, ‚deren Abseis- 
sen k und deren. Ordinaten 'Functionien der-Abseissen 
sind, dass ‚diese Curve, die Axe im Anfangs- Punkt 


der Abscisse schneiden wird,’ Die: krumme Linie _ | 


wird allemal, so lange der Anfangs-Punkt: deriAbseisge 
kein singulairer Punkt ist, was nur, wie man sich.durch 
ein ähnliches Raisonnement ‘wie in (2. ) leicht überzeu- . 
gen kann, für besondere Werthe von © der Fall ist, 
nothwendigerweise stetig seyn, bis zum Durchschnitts- 
Punkt. Sie wird sich also der Axe, ehe sie sie schnei- 
det, immer mehr nähern und ihr folglich bis auf eine 
Entfernung. nahe kommen; die kleiner ist, als jede 
gegebene Grösse, so dass, sich immer eine Abscissa 
angeben lässt,.deren Ordinate kleiner ist, als jede ge- 
gebene Grösse. . Alle noch kleinere % entsprechen 
also Ordinaten, die noch. kleiner ER als ‚die 305% 
bene Grösse. 


Man kann also A, oiiie es Null zu setzen, 80 
klein annehmen dass k.? kleiner ist als fx, kQ-klei- 
ner als p, kA kleiner als g, folglich k?Q kleiner als 
kp, kUR kleiner als k?2g u. sw. Es, folgt: | 
. weil in (3.) 


KP—kp+kg+ Ber. RQ=Rg Be 
Ä RQ= Kr. bass etc, Pr 


ist, dass man k immer einen Werth geben an der | 
so klein ist, dass jedes Glied der Reihe fx + kp 


, 2 
So ud x 
2 8 i ig 6. LE. 


+Rg4 rl. grösser ist, als die Summe aller 
auf dasselbe folgenden Glieder. Jeder noch kleinere 
Werth-von X erfüllt diesen Zweck um so mehr. 

«+ Man 'kann diesen’ Satz. 'als einen Hauptlehrsatz 
der "Theorie betrachten, die wir vortragen wollen. 
Man nimmt ihn in der Differential- und Fluxions- ° 
Rechnung -stillschweigend an und man kann sagen, 
_ dass diese Rechnungen, besonders in diesem Punkt, und 
vorzüglich bei ihrer Anwendung auf Geometrie md - 
Mechanik, eine Blösse geben. [/n der Infinitesimal- ' 


. " Rechnüng nimmt man wohl noch mehr als Dieses 


stillschweigend an: Man nimmt an, ‘dass 'man 
von dem Unendlichen' und dessen. Verhältnissen 
” Begriffe habe, was nicht der Fall ist] Die Zwei- 
fel über diesen Lehrsatz, die entstehen könnten, weil” 
das Verfähren, um die Reste AP, kQ,KR..... zu 
‘ finden, nur auf algebraische Functionen passet, wer- 
den im 5ten Abschnitt gehoben werden, wo wir all- 
gemeine Ausdrücke für die Reste finden werden, 
nebst’ den’ Mitteln, ihre Grenzen anzugeben.  [ Auch 
ohne den Beweis im sten Abschnitt, der minde- 
stens verwickelt seyn möchte, ist wohl: schwerlich 
über. diesen, wichtigen Satz cin Zweifel möglich. 
'Man setzt die. Reihe 
fa +h = fe rkptktgaker.,. 

| voraus, und wenn, man, ihr die Gestalt Pr + kp 

+hg+ker..) giebt, so ist auch, ohne: das Bild 
ee einer ‚Curve, klar, dass k so klein genommen wer= 
den. kann, dass kg + Kır.. u... kleiner ist als Ps 
denn die Grössen kg + k?r etc, werden alle von k 
multiplicirt, p allein nicht; also kann man kg +K2r.. 
so weit vermindern äls man will, während p bleibt. 


l 
/ 








FE Be 
Men kann also die Summe, der, Grässen ae » 
allemal kleiner machen als, p, so lange, züght, p, 
run für ko, unendlich : gross sindy weiohn | 
nach der "Voraussetzung, nieht. der'Fall sein. sell, 
Mithin kann;man auch k so klein, annehmen, das 
die, Summe der Glieder. kiq, Hr... kleiner st; 
als, das Glied kp. Eben ‚so verhält es sich mit 
der Summe ‚der Glieder 1% r, Kt su era “er , 
Glied Rgusw) ; j 


-, = 2. Br hi 2 
Uebrigens ist zu bemerken, dass die obige, Me 
thode einer ‚schrittweisen Entwickelung. der ‚Glieder 
der.Reihe für f(x + k), nach. Potenzen von. k ‚allge- 
mein, ‚nur, dann auf die Entwickelung einer, Func- 
tion von x und k  passet, ‚wenn sich diese. Func- 
tion in eine Reihe auflösen Länst, die nach Poten- . 
zen von k von ganzen positiven ge fort- 
schreitet. Denn der Beweis in (2), dass jede 
Function von (2,4 k), allgemein, gesprochen, dieser 
Form fähig ist, kann nicht auf alle Functionen von | 
x und k.anigewandt werden. ., (Gar le raisonnemert 
de Tarticle 2, par lequel nous, avons prowe que 
toute fonction de x +i est, generalemens parlant, 
. susceptible de cette ‚forme, ne pourroit pas s’ap- 
pliquer a une fonction qwelcongque de xeti). [Die- 
ser scheinbareWiderspruchliegt wohl nur.in einiger 
Ungenauigkeit des Ausdrucks, Es ‚soll heissen: der 
Beweis könne nicht auf alle Fälle, für besondere 
einzelne W: erthe won x, angewendet werden, an- 
statt: er passe, nicht auf: alle ‚Eunesjonen] Aber, 
‚+0 bald die Reduction möglich. ist, kann man immeg 


. 
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auf die, aus der Entwickehmmg nach 'steigenden Po- 
tenzen von k entstehenden Reihen, die Schlüsse des 
‚vorigen Artikels ausdehnen, 'nemlich, dass die Grösse 
‚ k immer so klein’ ahgenommen werden kann, dass 
‚jed&s Glied der Reihe grösser ist, als die Summe al- 
ler folgenden, [Mit Ausnahme des so eben aus 
gesprochenen wichtigen Satzes enthält dieser er=. 
ste Abschnitt noch keine weitere Schritte zum 
Ziele, ' Lagran ge hat hier, gegen seine sonstige 
Gewohnheit, sogar seinen Vortrag mit Beispielen 
und ausführlichen Rechnungen, die den freien 
‚Lauf der Darstellung nur hemmen, weil nie das - 
' Besönderö den Beweis des Allgemeinen befördert, 
gleichsam belastet. Beispiele nach einem allge- 
meinen Vortrage erläutern, vor demselben, kön 
‚nen sie ihn sogar ae. | s 
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ad ‚Zweiter Abschnitt. 


Abgeleee Functonen. Ihre Desichaung er 
| ihr ADEBN 


En er; 
© Wir haben gesehen, dass durch die Entwicke- 
lung von f(x+ A) verschiedene, aber simmitlich von 
‘der 'Statnm-Funetion fx” abgeleitete, Fünctionen p, 
‚95 Par... eiitstehen‘ tind 'wir haben die Mittel ange- 
geben, diese Funictiönen' in einzelnen Fällen zu fin- 
den. "Vi aber "die Theorie dieser Fünctionen zu 


begründen, könitit ‘ds 'auf“ das'” allgemeine Gesetz ai 


Ableitung an, .  sleih 
Zu dem. "Ende Wolleh wir dei Allgemeinen Anz 

druck S | 
f@ + fr + RYF yo +rR3..... F3 nr 


wieder vornehmen und setzen; x ‘gehe in +eüber, . 
wo e irgend 'eirie- unbestimmte; von ’k unabhängige 
Grösse ist. [Lagrange schreibt +0 Wegen : 
der Aehnlichkeit des Buchstaben a mit Nüll, habe 


ich statt dessen einen andern: Büchstaben gesetzt] 


Es ist klar; dass: dadurch mus‘ (4 A), fer+k #8), 
‚ wird. Zugleich aber sieht man; dass iman das nem» 
liche Resultät erhält; wehn man in f(x 4%), bloss 
k'+e statt k setzt. . Also .mtss auch das’ Resultat 
das 'nemliche;seyn, man. mag; in‘; ‚die Reihe fa+pk 
pgh2 + ri... DE k+e statt\ A, ‚oder. x +. £i stall 


setzen. _ ven ISA 


. 


: Das, ‚Erste, giebt, ee OT Ort 

S2+Ppk+)+g kr 0% ei rk + in u 
Entwickelt, man die ‚einzelnen Glieder, schreibt aber, 
der. Kürze. wegen, nur die beiden ersten Glieder, je- 
‚ der Potenz aus, welche zu den Vergleichungen, de- 
ren wir‘ zu.den beabsichtigten Bestimmungen bs 
fen, hinreichend sind, [dass dieses der Fall, ast, kann 
auch besonders bewiesen werden] so erhält man ” 

ferpk+gke urkd askt.. en 
| # pe + agko + 5rIde + se... | 

Um die zweite Substitution auszuführen, mögen, fx 
+ far en pP rPpeuey Egesıy Frren. 
VRHEREN was aus fx, p, 9, T.... wird, wenn 'män 
darin 4 ei statt x! setzt. © Man ©erkält‘ damn‘, wenn 
man von der:.‚Entwickelung ‚nur diejenigen. Glie+ 


-_ 


Bo al 


der BB: welche. die ersten , Potannen von .e ent 
halten : | ” I 
s fer ph gke EI ı D°WP) 7 PORRERE N 

+fze+pke+gker+rrke..ii ee; 
Da diese beiden Resultate identisch_seyn müssen, was 
auch k und e. seyn,mögen, so erhält man, wenn man 
‚die Glieder, welche e, ke, k2e etc. RE, einzeln 
mit ‚einander vergleicht, ee ae. en 

per 29 =p,.3r=g;, sr .ee, 
De sein, dassdie Glieder einzeln mit einan- 
der. verglichen werden. dürfen, ise. der,nemliche, 
der für ‚die Idensität. .der Coeffieienten, zu glei- 
chen Functionen. unbestimmter.. Grö in: ei 
3 ‚Reihe Statt. inder) © Ä 

\ Nun ist ‘offenbar; eben wie‘ fx die’ iite a 
leitete Furiction von “fx ist, auch: p'- die erste ab- 
geleitete Function von p, g’ diejenige von g, r die- 
jenige von r u. s. w. Bezeichhiet mati also, der 
Gleichföhmigkeit uhd’ Kürze wegen, ‘durch f’= die ” 
 eräte abgeleitete Function von fx, durch f"2 dieje- 
nige‘ von ‘f'x, durch ©g - al von 7 » u. wi 
so erhält: man ' | 
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AUT ‚Bübetikhirt‘ inan itee unedriche. in die Ent- 
gsi f ine him erhält man 3 ra 
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Bee Erz ran 
‘Dieser neue Ausdruck hat den Vorzug, dass er zeigt, 
wie die Glieder der Reihe eines von dem andern 
abhängen, besonders aber, dass sich, wenn mian die 
erste abgeleitete Function einer Stammgrösse ange- 
ben kann, auch alle abgeleitete Functionen ‘der gan- 


zen übrigen Reihe darstellen lassen. [ZYenn man u 


auf das Bisherige zurück sieht, so bemerkt ‚man 
nun ganz deutlich, dass es für die Entwickelung 
dieses Resultats völlig gleichgültig ist, ob die Zur 
- lässlichkeit der Form desselben, nemlich des Vor- £ 
kommens von kin Potenzen von ganzen positiven 
' Expohenten, vorher bewiesen worden ist, oder 
nicht. Das Resultat ist noch keine wirkliche Ent= 
wickelung von f(e-+k) und kann es nicht seyn. 
Es ist blos eın, etwas näher bestimmter, allgemei«=. 
ner Ausdruck der Form der entwickelten Reihe, 
für den- willkürlich morausgesetzten Fall, dass k 
nur in Potenzen von ganzen positiven Exponen- 
ten vorkommt, und es findet nur Statt, wenn die 


Coefficienten f'x, FE, - ... möglich sind. 


Ob sie allgemein möglich a braucht vorher 
weder allgemein "bewiesen zu werden, noch lässt 
es sich beweisen, weil diese Coeffieienten zuweilen 
wirklich nicht Statt finden, namentlich für ein- 
zelne "besondere Werthe vonx, für welche sie un- 
endlich gross oder unmöglich sind. Die bisherige 
Entwickelung zeigt bloss, dass die ‚Coefficienten 
von k, k?, ki.... wenn sie Statt finden, alle 
der Reihe nach einer aus dem andern durch die 
L. | k 1 13] 


N 


Su & - 9. IL\ rn. 


nemliche ' Operation abgeleitet werden 'können : 
‚durch welche man: den ersten unter ihnen aus 
der Stamm-- Grösse fx findet, und dies ist die 
Hauptsache. Ob die. Coefficienten Statt finden, 
und welche sie sind, hängt von der Form_der 
Stammgrösse selbst ab und lässt sich, eben deshalb, 
nicht allgemein sagen, folglich auch die Existenz 
der Coefficienten nieht allgemein beweisen, weil 


z 
A 





die Zusammensetzung der Stammgrössen nicht: 
allgemein ausgedrückt werden kann. Der obige 
Beweis für die 'Zulässlichkeit der Entwickelungs- 
Forn fc+b) = Bes neh u. fällt 
also wie es scheint ganz weg. Diese Form muss 
nicht deshalb gesetzt Er weil keine andere 
möglich wäre (in der That sind andere Formen 
möglich) sondern sie muss gesetzt werden, weil 
man sie grade so braucht, und sie kann gesetzt 
‚ werden, in so fern die Coefficienten zu k, Ka... 
existiren und angegeben werden können, welches 
von der Art der Zusammensetzung von fx und 
von den besondern Werthen von x abhängt. Exi- 
"stiren aber die Coefficienten, so hängen sie, wie 
bewiesen, auf die durch den Ausdruck | 


fer kfar fer auf"r-. 
bezeichnete /Yeise, nothwendig 2 Reihe nach 


won einander ab, welche auch immer ihre und 
der Stammgrösse Form seyn mag.) 


9. 
Wir BER die, Function fx, in Beuichnig = auf 
die davon abgeleiteten Functionen Ze fx. 


r; 


9. 4 re dh 

Stammprösse ( ‘fonetion primitive) nennen, jene, 
abgeleitete Functionen eder ‚Ableitungen. 
(foretions derivees) in Beziehung auf die Stamm- 
grösse. Ferner soll f’x erste Ableitung, fx 
zweite. Ableitung, f“» dritte Ableitung N 
us W heissen. | Ä 

Eben. so wollen wir, wenn Y eine: Ei unetion von 
x ist, ihre Ableitungen durch y’,y”, y”.... bezeich- 
nen, so, dass wenn y die Stammgrösse iet, Yıy 
Y”ı... die erste, zweite, dritte Ableitungen dieser - 
Stammgrösse u. s. w. bedeuten. Geht also x in. 
x + k über, so wird aus Y = 


E , 
Fe ee 


Hat man nun ein Mittel, die erste ‚Ableitung ei= 
ner gegebenen Stammgrösse zu finden, so erhält man, 
‚durch blosse Wiederhohing der nemlichen Opera- , 
tion, alle übrigen Ableitungen, und folglich alle Glie- | 
der der Reihe, die aus der Eintwickelung, der Stamm- 
grösse entstehen, [ir so fern nemlich die Ablei- 
tunger: der Stammgrösse an Form ähnlich sind, 
welches nicht immer der Fall ist; z z.B die erste 


Ableitung voii ‚lög « "det -. und kein-Laga- 
rithme.) on 
Wer mit der Differential-Rechnung ek es 


wird leicht sehen, dass die Ableitungen y/, y’, Y”... 
in Beziehung. auf x gehommen, mit den Werthen | 





2 4 
‘ der Ausdrücke Tr, I ; I etc. überein- 


kommen. Aus den in der F orrede angezeigten 
Gründen glaubt der Uebersetzer. gezwungen zu 


e2 


_ 
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seyn, von hier ab die alte, obgleich umvollkommme 
und ‚fehlerhafte Bezeichnung der Differentiale 
beizubehalten, und an die Stelle der Lagrangi- 
“ schen Bezeichnung, zu setzen. Jedoch wolle man, 
‚wie nochmals im Voraus erinnert wird, die Vor- 
stellungen der Differential. Rechnung gänzlich 
entfernen und die Zeichen bloss als etwas Mill- 
‚kürliches ansehen, was hier eine völlig andere 
Bedentung erhält. Unter dieser Bedingung 
kann das obige Resultat, welches nichts anders ist 
als der Ausdruck .des, unter dem Namen seines 
nu Taylor, bekannten Lehrsatzes, durch 
+ E ‚fe A a?fz | 
da "2.5" da" 
oder wor fz=y is, durch Ä 
2 12 3 3 
te 
bezeichnet werden, wo aber dy, dx, d?y, d’y, dfx 
5. W. dur chaus keine unendlich kleine a son- 


farhy=fe+k.—— 


d? 
dern vielmehr die Ausdrücke Fe r 7 nu ; I : 
ıd? 


Ta nichts anders bedeuten als die Coeffi- 





cienten zu k, k2 etc. in der Entwickelung der 
Grösse [(x+k) in eine nach ‚Potenzen von k fort- 
schreitende Reihe. Die Zeichen dfx, d?fx, dy, 
d?y.... einzeln, an und für sich allein, bedeuten 
gar nichts. Sie sind von den darunter gesetzten 
' dx, da? u, s. w. EORLETE unzertrennlich, wel- 
dfe def 
dx’ da®' 


ches sehr wohl 2 zu merken ist, und nur 


y 





CE 7 
dy d2y BE \ Br . N | 
I7° .... haben eine Bedeutung, nemlich die 


vorhin angezeigte. u s 


- 


Man sieht. übrigens schon hier, weil: immer 
fort Grössen unter einander geschrieben wer den 
müssen, wie sehr unbequem die alten Zeichen. ür' 
die neue Vorstellung sind, allein, sie waren leider 
nicht zu vermeiden, Hatte Jemand anders die ' 
bequemern Zeichen vorgeschlagen, die in meinem 
„Versuch über die fechnung nait veränderlichen 
Grössen ı. Band 1313“. angenommen sind, so 
würde‘ ich mich derselben ohne Bedenken statt 
der alten Zeichen bedienen, denn ihre F orzüge 
lassen sich beweisen, wie ich es ‚dort, und in ei- 
'ner andern kleinen Schrift, über die Anwendung 
der Rechnung. mit veränderlichen Grössen auf | 
Geometrie und Mechanik, gethan habe; ich habe 
diese "Zeichen durch vieljährigen Gebrauch ge- 
prüft und bewährt gefunden, weshalb ich auch in. 
_ Meinen eigenen Schriften im Mesentlichen nicht 
“ wieder davon abgehen werde. Als eigene Idee. 
aber mochte ich sie nicht in dieser Uebersetzung, 
an die Stelle einer Idee Lagrange’s setzen. Um 
indessen den Nutzen besserer Zeichen bemerklich zu 
mächen, werde ich in dem gegenwärtigen Werke, in 
den einzelnen Fällen, von den vorgeschlagenen Zei- 
chen Nachricht geben. Hier, in, der Entwickelung 


dfx 
dx 





»on f (x +k), schreibt man richtiger: statt ; 


difz d’fs d ER 


Pd 


PR Bu 


> dd day dy , dm: 
wa gr gr at ger 


Der Grund des Baus ist Jolgender: win 
kürlich ist nichts als das d, um, im Fall man in 
- f&, x + k statt x und für‘ f(x +) die Reihe 
 f®+ k p+Kk2g+#Pr.... setze, die Abhängigkeit 
des Coefficienten p von der Stammgrösse fx, oder, 
wenn man will, die Operation zu bezeichnen, durch 
‚welche p aus x ENTE wird, Nachdem einmal 


dieses Zeichen d willkürlich angenommen worden, 
dar f Nichts weiter willkürlich gesetzt werden, weil, 


'wie bewiesen, alle übrige Coefficienten, q,r.... au 
’ 8 ,q 


die nemliche Weise, oder durch gleiche Operatio- 


nen, der Reihe nach von einar.der abhängen, wie p 
von Fi so dass man für q nothwendig schreiben 


d(dfx) = a 


mu ‚oder 
2 
ZU, 5, w. Nun aber ist, für den. en un- 





di | 
ER, für r, 

d’fx. 

2.3 


ten vorkommenden Fall mehrerer veränderlichen 


Grössen &, Y, Zi, aus welchen eine Grösse zu- 
‚sammengesetzt seyn kann, wie es hier fx aus der 


einen Grösse x ist (und aus keinem andern 
Grunde) eine Anzeige der Grössen nöthig, wel« 
che so eben als unabhängig veränderlich betrach- 
tet werden. Diese Grössen zeigen die alten Zei- 
chen dadurch an, dass sie (2, B, hier wo x die 
veränderliche Grösse ist) dx unter dfx setzen, 
welches. aber fehlerhaft ist, und zwar aus dem 


‘Grunde, weil das Untersetzen auf eine Division 


) 





an 
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deutet, die nicht Statt findet. Es möchte hinge- 
hen,weil man sich allenfalls gewöhnen könnte, hier 
einmal bei einem Divisions- Zeichen, an keine Di. 
vision zu denken, allein leider hat man bei den 
Vorstellungen vom Unendlichen wirklich eine Di- _ 
vision im Sinne, Da auf solche Weise das alte Zeil 
: chen die Unrichtigkeit der alten Vorstellungen be- 
fördert, so ist es fehlerhaft und verwerflich., Um 
nun den schlechten Dienst, den das alte Zeichen 
auf diese Art leistet, zu hindern, setzt man bes- 
ser die Grösse selbst, welche veränderlich ist, eben- 
falls als blosses Zeichen, wie es der Sinn der Ope- 
ration verlangt, unter das d; wo dann an keine 
Division mehr zu denken ist. Denn man ist völlig 
gewöhnt das dan sich selbst für keine Grösse, . | 
sondern blos für ein Operations-Zeichen zu 
‚ halten; also ist es unmöglich, dass man nun 
eine Division hersiehe könne; denn — ist Jetzt 
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ein zusammenhängendes Zeichen und durchaus 
keine Grösse, und so wie d das allgemeine 


‚Zeichen der Ableitungs- Operation, ist, so ist n 


das besondere Zeichen für die näher Buslinie, 
nemlich für die Ableitung nach x. Die vorgeschla- 
genen, dem Sinne der Rechnung getreuen Zeichen 
. sind übrigens eigentlich nur, und zwar fast unver= 
ändert, die alten. Das d bedeutet noch das Nem- 
liche wie immer, nur wird es so gebraucht, dass 

"nicht zugleich die imrichtigen Begriffe von der. 

. Operation selbst, mit bezeichnet werden. ] | 


. j - 





‚ist also 
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Dritter Abschnitt. 


Ableitungen von Potenzen, Exponential- Grössen, 


Logarithmen, Sinus und Eosinus, und von Aus- 


‚drücken die, aus diesen einfachen Functionen zu- 
sammengesetzt sind. Ableitungs-Gleichungen. > 


3 


10. 


n Weil alles darauf ankommt, die (iss "Ablei- 


Ds 


tung einer gegebenen Function’ zu finden, so wollen _ 


wir die allgemeinen Regeln für die Zusammensetzung 


“ der Ableitungen der vorzüglichsten, in der Analysis 
vorkommenden, Grössen abhandeln. ' 


Aus dem Obigen sieht man, dass die Ableitung 
dfz 





de: einer gegebenen Fun ction fx der veränderli- 


chen Grösse © nichts anders ist als der Coeflicient 


des ersten Gliedes der Entwickelung dieser Function, 
wenn man darin x + statt x setzt. Es kommt also 
nur darauf an, diesen Coeflicienten zu findeix: !. ' 
Es sey fe = x” ‚ so ist " 
f@+% = @4+ hy". 
Nun ist entweder ‘durch "die Arithmetik, der durch 


\r:% 


einfache algebraische Operationen leicht zu beweisen, 


dass die beiden ersten Glieder der Potenz m des Bi- 


noniums x + k, x” + mx” sind, m mag eine ganze 


Zahl oder ein Bruch, positiv oder negativ seyn. Es 


 .dfz zu 
SZ — ma” ” 
x 


Ts 
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Ansase diesen. Beweis aus der Algahroi 7 
nehmen, kann man- ihn aus ‚der obigen.' Grund=. : 
formel: für die Eniwickelung von f(x +k) selbst; 


allgemeiner, leichter und strenger geben. Im 'zwei= 
ten Bande komme ing erg a. 
eher vör.] 


Man erhält also auf dieselbe Weise 


u. 8. w | 

[Nemlich da ee = ma” aus a" ge 
funden wird, wenn, man. den Exponenten m um 
Eins vermindert und mit dem unverminderten Ex- 


ponenten multiplicirt, die allgemeine Grundfor- 


mel aber ichre, dass SZ» re eben so 


abhängt, wie de von fr so muss, man, um nu 


zu finden, in mx"””" wieder den Exponenten m—x 


'_umı vermindern, und’ mit dem unverminderten Ex; 


2 
ponenten multipliciren, welches ae FM; 


.dx* 
re” * giebt ur 5. ”.} 


- Man erhält folglich, vermöge a lem 
Formel (8.) | 
" m. A 


G+h"—e"4 mar RH z a 


m. m—1.1n2—2 BR 3 , . ih 
, a erw u k a 
' welches die- bekannte. Binomial-Formel ist, die also 


auf diese Weise für alle Werthe von m bewiesen 


Zaun): En ann int | 


x 


20042 | De | 7 1 
wird, [Für alle mögliche Werthe von m kann 
die Formel wohl noch nicht ohne Weiteres ange- - 
nommen werden, weil in der Algebra nur für 
ganze oder gebrochene, positive und negative Ex- 
ponenten bewiesen wird, dass das zweite Glied der 
Entwickelung von (z+k)”, mx””"kis, Nür . 
‚ * für solche Exponenten ist man überzeugt, dass 
| . = ma”! ist, woräuf das Uebrige beruht. 
Man sehe wegen dieses Alles den zweiten Theil.) 


N 4 
Es sey zweitens fx == a” so ist 
[(«+k matt — at ak. 
Es kommt wieder nur auf die beiden ersten Glieder 


von «* an, wenn ınan diese Grösse nach Potenzen 
von k entwickelt. 


| Es sey zu dem Ende .=ırb > so ist, vermöge | 
“ des Ausdrucks (10.) | 
rt ke rk. 
‚Entwickelt man die Producte von k,k—ı, k—z, 
und ordnet die Entwickelung nach den Potenzen von 
k, so findet man, dass die in k a Suiaes Glie- 
‚der die Reihe 
| b—35b?+45°.. 
bilden, Setzt man ie Kürze wegen 


482 430%... oder am „e—ı nn en 


ci de tere ie ie in eine Reihe 
entwickelten Werihs von a%, ı +.4% folglich ist 


* 


ns ins, 7 
. A» se. — Aa. 


Durch Wit der Operation findet man - 


SE = Axt = 40 
a gu P.| x A20® = ee u 8& w. 
Also ist Zr: 5 Dun 
+ Br | Are 
[a+h=a* ER (EDV. ng 


Dividirt man mit a” ME 
man die bekannte Reihe: _ 
er Pr PIPTE 








e z- 2 +As4 2. g .. 
. \ 
. Setzt man in diese Reihe z=1ı so erhält man 
. 4 | 
RE ABR GERN 3 


ı 


af A ... Ei ir 

D ee 2.5 +33. 23.4 a 

‘Die Grösse a? ist AR eine ainätiche Zahl | | 

die, für den Fall A= =ı, der, Werth von & selbst ist, 
Die Reihe er E 

| ME 

af = eh 18284 ar TORE 
- Man bezeichnet diese Zahl gewöhnlich durch e, so 
dass sich also das ae zwischen a und A 


durch die Gleichung a?=e ausdrücken ati," wer 
aus am = Solgt. | Z 


wu a 
Wäre fx = e" ”, so wäre ae", also A=m 
und folglich Ä | 
-._ zeme”*, E x Tr —mer Ale "ee 
M WOrRUN wie - ‚ 


0, Pa m2.x* m’a? 
A EPE—HMEH Tas 
f = " 


In der Gleichung y = a” ist aber x nichts an- 
ders als der Logarithme von’y, wenn a die: Basis‘ 
des logarithmischen Systems,. das heisst, die Zahl 
bezeichnet, deren Logarithme » ist. Es ist also 
 z==logy, für die Basis a. [Ich werde der Kürze 
wegen das Zeichen der Basis über das Wort log 








setzen, also z, B,. schreiben x = log yJ Aus dem- 
selben Grunde giebt die Gleichung Ä 


za ” ing log e und Az.loge, = 


[remlich log (7 ) ist Bihaprirtlih m = —z log(a}: | 
Aber n a ist = ı weil. der Lagärichme der 
haare Jedes Systems immer ı ist; also ist 
7 Pi (a) = 7. ER Folglich, weil en =e 


war, Kal =7z7 = zus 106 e. Auf dieselbe Weise 
' folge aus 4 =.a, log (ed) = Alog (ed) = A. ı 
= log a also log az=A] In dem gewöhnlichen 
Logarithmen-System ist/die Basis a = 10, weil mit 
‚ ‚dieser "Basis die ‚Rechnung leichter ist. In .der Ana- - 
‚. Iysis zieht man das System, dessen Basis die obige 


d 


1° > SoPEE  ° 
Zahl e ist, als das einfachere vor. Dieses Syätem,ist 
das Nepersche. ‘Man nennt diese. Nepersche‘ Lo- 
garithmen auch :hyperbolische, weil sie durch die 


Fläche einer gleichseitigen Hyperbel zwischen den 


. Asymptoten vorgestellt werden. Man ‚bezeichnet sie 
durch den Buchstaben 2. [Die Basis über das Wort 
log zu setzen, ist wohl allgemeiner und bestimm- 
ter, Es ist hier wieder ein Fall, wo der Nutzen 


der Consequenz, auch bei der Bezeichnung, nicht 


zu verkennen ist. ' Bezeichnet man. nemlich der 
Logarithmen für die Basis, a durch log, und 
den Logarithmen für die Basis e durch i, so kann 


man zwar auch noch so fortfahren, und allenfalls | 


noch einige willkürliche Zeichen für einige andere 
Bases erfinden; aber nothwendig muss man’damit 
zu Ende kommen, und Verwirrung durch die vie- 


len Zeichen ist zuletzt unvermeidlich. Setzt mar 


dagegen die Basis über das Wort log, so kann 
man damit nie zu Ende kommen, sondern alle 
mögliche logarithmische Systeme mit gleicher 
Leichtigkeit bezeichnen. Die Bezeichnungen in 
der Analysis sind keinesweges unbeschränkt will- 
kürlich., Nur die Zeichen für die ersten Begriffe 
und Sätze, von welchen man ausgeht, sind es, ob= 
gleich auch diese wenigstens angemessen seyn müs- 


sen. Sind aber .die ersten Zeichen festgeseizt,,so 


muss sich nothwendig, auch das System der Zei- 
chen, eben so wohl mit aller Consequenz nur aus 


sich weiter entwickeln, wie die Rechnung selbse. 


‚Die Bezeichnung in der Analysis hat unstreitig eben 
so wohl.ihre Regeln als die Rechnung selbst, und 
' der Gegenstand verdient eine grössere Aufnerk- 


e 
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samkeit, als ihm' gewöhnlich zu Theil wird; denn. - 
in keiner Wissenschaft sind die Bezeichnungen 


so wesentlich und !wichtig als in der Analysis. 


"Sie sind für die Rechnung fast was die Worte für 


die Sprache sind.] Es ist also A= log a, folg- 


lieh wird die Function @* durch a“ log a ausge- - 
, drückt (a1) 
Da übrigens 264 so ist am eloga, wodurch 


sich alle Exponential-Grössen auf die nemliche ‚Ba- 
sis e reduciren lassen. [Das Yorstehende enthält 


vollständig die Grundlage der Theorie der Lo- 


garithmen und Ezxponential-Grössen, klar und 


einfach, wie es Lagrange würdig ist. Eswäre . 


a zu wünschen, dass nach grade die schwerfällige 


k 
ne) 


und undeutliche Erklärung der Logarithmen durch 
zwei Reihen, eine sogenannte geometrische, und. 


eine sogenannte arithmetische, aus den Lehrbü- 
chern verschwände, und die so einfache, natürli- 


. che und leichte Erklärung der Logarithmen durch 


 Exponenten, an ihre Stelle träte.] 


13. 
Es sey, drittens, fx = logx, so hat man, nach 
der Natur der Logarithmen, z== af. Wenn. nun 


x in x + k übergeht, so Fr aus fx 





x 
farbmfe+k 4. dx: u z 


‚Setzt man der Kürze Br 


dfe Mo def \, 
RT PT Be 7 a 


Um Original steht wieder der mit o so leicht zu 


u a 0 un u 


Era L E 47 
vernechselnde Buchstabe o. Der Uebersetzer er- 
laubt sich, ihn zur Förderung der Deutlichkeit 
mit dem Buchstaben x zu vertauschen,] so geht die 
Gleichung x = af”, wenn man x +k statt x, und 
folglich fa + x) statt fx setzt, in 

zy km aferr _ afz ar 


öber. ' Dividirt man ‚diesen Ausdruck durch den vo- 


rigen x — al“, so erhält man 


re 


Lässt man. auf beiden Seiten die Einheit weg und 





u;= =ar=ırdır 


dividirt durch X, nachdem der Werth von %.subsü- - 


tuirt worden, so erhält man, nachdem der entstehen- 1 
de Ausdruck nach den Potenzen von k geordhet 

worden, | j 
1 TE, d?fx fdeeNn?i 

1m Ku 2E eb)... 
Da die Grösse k unbestimmt bleiben muss, so muss 
die Gleichung, unabhängig von A, Statt finden. . Also 
_ müssen’ sich alle Glieder, die in eine und dieselbe 





Potenz von A multiplicirt sind, aufheben und es müs- 


sen so viel einzelne Gleichungen Statt Sa, als Glie- 
der da sind. Man erhält also 


Er (fe) =o 
x dz ’ 
u.s.w. Da nun fx logz war, so erhält man 


allgemein _ 


en ı ı 





u ——— r N 
42 x log a 


within, Be der Formel (10.). 





x* loga 7 =’ log a 
_-— = etc 
xloga 


welche Werthe, wie man sieht, den ER 


. Gleichungen genug thun. Man erhält also, durch die 








Substitution EaE Werthe in die Reihe fx+% = .. 
oe Pu 
lga+h= logxc+ ne ae 


| zlog% aw2log a 423loga 
Setzt man 2 ı und k=x,s0 erhält man den be- 
kannten Ausdruck 


 E RE 
log +) = z— 4112? +37. 





loga 
‚Für die hyperbolischen Logarithmen,. für welche 
loge = 1, ist bloss 3. j 
2 

fe = log x, 2 = -. SE = der _ in 
[Diese Ausdrücke für die Logarithmen können 
noch leichter gefunden werden. Man sche den 
zweiten Band,] 


. 14 
‚Die Sinus und Cosinus ven Winkeln, analytisch 


betrachtet, sind nichts anders als Ausdrücke mit un- 
“möglichen Exponential- Grössen. Man kann also 


ihre Ableitungen aus denen der Exponential- Grös- 
sen finden. [Es ist, nicht 'nöthig unmögliche Grös- 


sen zu Hülfe zu nehmen. Die Ableitungen kön- 


nen unmittelbar aus den Eigenschaften der trigo- 
nametrischen Linien gefunden werden, Man sehe 
den zweiten Band. ] . 
u, Es 


? 14.- I: ) . 49 
Es sey, also. viertens, fz = sin x. ‚Da 


ervm av ehe — KV 
—s nd EV iz 5 
2y—ı 





ev I ne 
s0 setze man fz —— 2V- Br Dies giebt 


h 





_ (mach 12.) wenn man in e”*, + er N ‚statt m schreibt 


dfx av- Beh 


— 
dx 27 3 


' 








— cos ‚Rn 








Ä e 
Eben so sey fr = cos2— -— — 
| ii. 2- a 
so findet man 
nn { 
dfxz De a) aa f hr 
de =— a — . Br nz, 


Da man nun die ersten Ableitungen‘ von zinzundcosz - 


hat, so lassen sich leicht die übrigen Ableitungen finden. 
‚Da nemlich 


r ) 


dfx dfz 
fesuine, dene und fa=c0s%, el? = sin x 


giebt, so. ist für fze— sin = | Bu 





7 =005% ei == — SINE Er  — RE 
N I.da3 77 ’ 
Pr == sin | 
| Barr: | Ker 
und für fr =oosz: Er ER PAR 
dfx d2fx dfz . . 
7 =.—sinz, oe =— Casa, ge, sin 2 
d+fz __ | 
er Zi 
Diese Ausdrücke geben die Reihen 


® | RR. Ko 
sin (e+h)=sinx + kcos® — — sin 2 — —- 005£ 





’ 








coszr etc, RR 


i4 





- sınrı > .... } ; 


| + 057% | 
N. a, L4]J 


. 


\ 


. bekannten Ausdrücke 


pr: 


50 . . 25. 1. 


-2 13 


| a  ' RM... 
cos (2 +k) = cos —ksin 2 — ——- 605% 4 — sin % 





eh — + C0s2 +... 
® Ä 2.3.4 
Setzt man 2==o und Ä==x, so erhält man.die 





_ z x: r u 
sınz = — — ..00., 
. 2.5 2.5.4:5 

- } x? 2% 
cos tz m 1 — 
a 72.3.4 


15. 


Die hier in Betrachtung gezogenen Functionen 


% 


@ " a 
«”, a”, logx, sinx, cosx sind die einfachsten ana- 
Iytischen Ausdrücke. Alle Grössen die von einer 
‘veränderlichen Grösse abhängen sind daraus entwe- 


- der durch Addition, Subtraction, Multiplication oder 


Division zusammengesetzt, oder es sind Gleichungen | 
gegeben, in welchen die Fuhctionen von jenen For- 
men vorkommen. [Zs sind wohl nur” alle ge- 
wöhnlich vorkommende Grössen gemeint, in so 
fern man nicht unter den benannten Zusammen- 


setzungs - Arten auch unendliche Reihen mit __ 


wersteht. Denn es giebt bekanntlich ‚rasen, 
die sich ohne unendliche Reihen nicht aus x”, 


e . . 
a”, lo&x, sinxz, cosx zusammenseizen 'lassen.] 
Kennt man also die ersten Ableitungen der obigen 
einfachen F unctionen, so findet man leicht die ersten 


_ Ableitungen der zusammengesetzten Ausdrücke, und 


durch Wiederholung der Operationen, der Reihe nach, 
die zweiten, dritten Ableitungen u. s. w. 
pP gr Fu Aaar einfache Functionen von x be-. 





. 5  S8- 


- f” L 


deuten; deren erste Abletangen- SE, N E20 


sind und welche nach den obigen ‘Ausdrücken _ 
funden werden können. Man ran die erste Ab- 


:d 
leitung Fri einer aus 9, d, r..:: ‚zusamimengesetztän 
“ Function von J-' Man erwäge, dass weun aus 2, 


. & ER - | ka d’y 
© + k wird, y im allgemeinen iny+A + 2 Fr eg 


übergeht (9) Nun gehen aber zu gleicher Zeit pP: 


d k? -.d? | 
pr. in pr ZZ = IE 2 gr kt 


dig dr k2 dir 
eg ds rag 2 da | 
über. Man darf also nur diese letzteri Ausdrücke in 
den Ausdruck von y setzen und die Glieder nach ' 
den Potenzen von k entwickeln, so ist der Coeflicient 


zu k der gesuchte Werth’ von‘ 52 " 





Uu.S.W.. 


Wärg also z. B. y=ap+ bg. _ wo a, Di 
beliebige Coefhicienten sind, so erhält man e 
dy — dp . “7 | . ' 


Wäre y=zapg m gingey in Ä 


(p+RZP =) (z,442.. Jerilr)- 


über, also wäre 


dy dp 
da = 97, + art 


Wäre y=apyg r so u man auf dieselbe Weise 


i dy en a dp . äd a dr: 
de TON Te Ge I de. 


52 236.1 N, 








oe: a F RR 
Ware y= p ‚so wurde aus der Grösse £. 
ur , og 
dp r 
’ Bene 
ö wu dg 
r g+ ie Te 


Entwickelt man den Bruch nach bekannten Re- 
geln in eine Reihe, so erhält man 
- 


En ) ı dx 
' (pri Ga Fe g? 7 
also | 
ıy _° 

ee q g? ' 


Ä [Diese Beispiele dienen wohl wenig sur all- 
gemeinen Er! äuterung.] 


R 16. 
Es sey allgemein y==fp [und ei Allge- 


meine umfasst die obigen Beispiele alle]. Betrach- 
tet man fp als eine primitive Function von p so ist 











En erste Ableitung —— ur e ‚ wobei p in pr + % ‚über- 


E geht. [Ich bezeichne TR die Veränderung von 
p durch %, statt durch k, welches letztere immer 
‚ die unbestimmte Veränderung von. x bedeuten 


soll] Die Grösse fp geht also n | j 
/ en 'yx2 af | 
SP Ir + ap 


| über. (8) ‚Da a 4 ‚eine Function - von x ist, so 
geht solche, wenn man x + k statt x setzt, in 
dp. R®R dp 


16. L r cc | 55 
über. (8.) ‚Schreibt man also | | 
„dp dp Ra dp dep ... 

dz 2 Is 2 
statt x, so geht /p, durch die Substitution von ., k 
statt x, in | ’ : | 
dp K d’p Dr PB 1 z 
Ip + an Fy | u Ba | 
+2 (R dp, KR dep 2 
7 dx r dzr 22 
über, folglich erhält man, frremlich weil 7, wie 


immer, der Coefficient zur ersten Potenz von k ist] 
et I, 
dz de” dp | 
woraus folget, dass die erste Ableitung einer Funo- 
üon von einer Grösse die selbst wieder eine Funo- 
tion einer veränderlichen Grösse ist, dem Produet 
der ersten Ableitungen der beiden Fımctionen gleich ist. 
[Bei dieser Gejegenheit zeigt sich zum ersten- 
mal die Uuzulänglichkeit der neuen Lagrangir 
schen Zeichen, Der Verfasser bezeichnet nemlich 


/ 


2. B. 22 Y dureh y', SP- durch p’, —— E- durch 


he schreibt also y'’=p f} } Zirse aber KH f, I, 3: 
zeigt Nichts, dass f'p. nach p und p' nach: 
z abgeleitet werden, oder dass in fp p und in p, 
wm die einfache veränderliche Grösse seyn soll, 
Der Strich neben dem Buchstaben zeigt das nick 
an, und ist auch dazu nicht geeignet. . Die Zei- 
chen deuten also einen wesentlichen Umstand: 
nıcht an. Der DUebersetzer bezeichnet die Fa. 


dy dp :d N 
Gleichung ir == Ze w wie folge: “ 


A 


54 j | 3» ‘ | bi 
| Kap, u 
Se =—Pp pp. ] 
Wir: wollen ferner y eich einer Function von 
p und g,»eizen, die durch “ (24) bezeichnet werden 
mag, SO kommt es darauf an, x + A Stalt 2 in beide 
Functionen p und 'q, zu setzen. Aber es ist klar, dass _ 
das Resultat das-nemliche seyn wird, man mag die - 
- Substitätiönen ‘auf einmal, oder nach einander vor- 
nehmen, weil ‘die Grössen als unabhängig von ein- 
ander betrachtet werden, ‚Setzt man also x + k statt 
x in p, indem man fpq als Function von p allein 
‚ betrachtet, so geht fpg infpg+k—Z— ES 7 a 
über.  Ikasrange schreibe, um „ &gpı zu be- 


geichnen, f‘(p) und bemerkt, er setze c blos 
f' (p), um anzuzeigen, dass bei der ersten Ablei» 
tung von fpg'blos p als veränderlich und q als 
2 constant betrachten werden soll, Die alten Zei- 
‚chen deuten diesen Umstand durch das Pa 


gesetzte dp an; der Üebersetzer schreibt — SF pg]. 
Nun setze man x e k statt x in 1 so geht so 


fer in fpq + at zafrr Ga über. Was das 


Glied k a. Pe betrifft, so ist klar, dass es 


durch. die 2. Substitution von x + k statt x, Glie- 
der mit %?, 43.... erhält [die also nicht in. Be- 
tracht ae Also. werden die beiden, ersten, 
'- Glieder der, aus der Entwickelung vou fpg, nach 
der Substitution von -x- + k stalt =, entgtehenden 
_ Reihe blos 


! 


dp dfpq 2. Ad 
pa sh 27 SIPT + 2 
seyn, woraus folgt 
dy _ dp dfpg a ag afp | 
dx da ' dp | qg 


Wäre y eine Function von p, 9, r, wie fen so würde. 
man auf dieselbe Weise 


E eo Zi Zur 2. DE Fa 


finden u. s. w. woraus, wie leicht zu schen, im All-# 
gemeinen folgt, dass die erste Ableitung einer aus 
mehreren einzelnen Functionen zusammengesetzten 
Function, der Summe der ersten Ableitungen der 


gegebenen Functionen, nach jeder darin enthaltenen _ 


Function einzeln und so genommen, als wenn die 
übrigen constant wären, gleich ist. 


Dieser Satz, verbunden mit dem vorigen, ist zu- 


reichend, um die ersten Ableitungen aller Functionen, 
so wie auch die ee der höhern eng 


zu finden. 


. Setzt man nemlich eine e beliebige Function von 


x 'gleich X, so sind die’ ersten Ableitungen von X”, 


WER, aX, sin X, cos X ete. 





und ihre zweiten Ableitungen er I 
) Sushi: Rn > Kuktlhe h 


Ex 


nn; 


eh. Ka 











ax Y 2. d? X 

2X ,x ocar in, En iga 

cr (loga): : = ru (a) en ink, 
BER. 2,7 Fra Far) cos X etc, . 


1 er 
Aber die Function y kann durch irgend eine 
Gleichung zwischen x und y gegeben ‚seyn. 


Die Gleichung werde allgemein durch yo 
ausgedrückt, so erhält man durch die Auflösung der- 
selben nach Y,y gleich einer gewissen Function von 
x, die sich durch fx bezeichnen lässt, so, dass wenn 
man fx in Fxy statt y setzt, die Grösse F (x fx) 
enisteht, weiche eine Funciion von x allein ist und 
welche wir durch @x bezeichnen wollen. Diese 
Function von x soll also für jeden Werth von x 
Noll seyn. Sie ist also auch Null, wenn man &+k 
' statt = setzt, was auch A seyn mag. Dadurch aber 
geht 9x in | 

gyzerk gr -- — LEN 
über. Damit also A eine beliebige Grösse seyn kann, 
müssen einzeln die Gleichungen 
j | a 

Er Ze 22 
Statt finden. Die erste davon ist die gegebene Glei- 
chung selbst, die’ zweite ist ihre ae He rR zus 
zweite ing u. S. w. 


= Os. 





Weil u va Maffay so ist 22 


| ». % = 2 ; 5 
E die erste Ableitung von Fer in. 50 fern, man Y alg | 
eine Function von x betrachtet. Diese erste Ablei- 
tung lässt sich nach . dem. ‚vorigen Artikel durch . 
rd elrücken 
[Lagrange schreibt F'(x) +y’F’(y) und is 
durch die Unzulänglichkeit. seiner Zeichen genö- 
thiget, mit Worten hinzuzufügen, dass F’x und 
F'y die ersten Ableitungen von‘ Fxy, nach & 
und y allein genommen, bezeichnen sollen. ] 


) 


Die Gleichung Fr Em — 0 giebt also 
dFay .dFxy 
de + Fr j zu 





woraus folgt | 
ondy _.. _dFaey , dFzy_ 
dz” des dry RR 

[&s sey z. B. die gegebene Gleichung F(xy) = 0 
aa | | en . 
y’+hazy + bxz?=o, so ist 


A 


=4ayrebz und u =uy"trhar; 


dx 
denn beim Ersten. ist Y, bein Andern x eine Con- 
stante, Also ist die erste Ableitungs- Gleichung. 
zu der gegebenen (zleichung ..' | 








kay+3535x-+(5y° +4ax Hr. 2:0, Be 


Essy Fay=ay" +b0 mo soise 
dFxy 
= 
dFxy | z Ä . 
eg many” + b2rloga, 


also ist die erste Ableitungs- Gleichung 


= ay"loga + yba’”' 





t 


‚ss en u . . 


ig 


Es ey Fey =aicaı sihy+b. T=o, sa se 








z | Pr 
_ = —asinzsiny— An. 
ER dbzy Bi | | aby | 
r h u — a co5sx e05.Y , ze 
also ist. die erste Ableitungs- Gedens 2 er 
a (cost coiy — sinz “ny) + _—— = _ -z)= ==o 
‚oder | 


ax? cs{2 + yY) + er == 0 
u. 5 W.] 


‚ Nachdem man auf diese Weise die erste Ablei- 
tung von y in-= und y ‚gefunden, erhält man die 





4 Me A d? 2 | 4 * 9 % . j 24 
zweite —— X wenn iman die 'erste Ableitung von 


d \, 
nn im u. 5, «. 


(Der Vortrag dieses Ariel Ei einige Shine: 
rigkeit. Entwickelt man nemlich aus der gegebe- 


f 


nen Gleichung Fzy==o, yinx und setz et den, 


gefundenen Werth von y' wieder in die Gleichung 
zurück, so entsteht nothwendig eine identische 
Gleichung, das heisst, eine Gleichung in welcher 


sich alles x, aufhebt, so, dass F (xx), wie es Ba- 


grange bezeichnet, eigentlich gar nicht mehr 
eine von x abhängende Grösse ist, Es sey z. B. 


’ die gegebene Gleichung F xy ==.0. folgende 


y: — 2MXY + x? = 0, so folgt daraus 


und man erhält, wenn man diesön Werth von in 


in die gegebene Gleichung yl—amay zero 
zurück substituirt, weil „mx? [me Homyintı) 


+ m? — ı] = 2? [om®- + amy (m? —ı1)] ise, 

x? [2 m?—ı Hamy (m?—ı1)]— ma? [m+YV m’—ı)] 
+ rn, ‚oder. 

2’{am’ am? +ı+ tamy (m®—ı) Fomy (m3-1)}=0 


wo sich alles x von selbst aufkebt und: ‚welche 
Gleichung. also gar kein x mehr enthält. Man 


sieht also nicht deutlich, wie eine Grösse, die gar 


Te ; | SE "7 
yzmatV (rg? BO EirEn Var 1)}7 


kein x mehr enthält, als eine Grösse mit xber 


handelt werden. könne. Soll däs "F erfahren. ete 


was deutlicher seyn, so muss nooh erinnert wer- 
den, dass man, nachdem der aus Fxy==o. gefun- 


dene Werth von y in x in Fxy zuriick substituire. 


worden, die Aufhebung nicht verrichten, sondern 
den Werth: von y, abgesondert von dem übrigen 
x, beibehalten ‚müsse. Doch ise der Umweg, mit 


der dazu nöthigen eigenthilmlichen Operation, 2 


nicht nöthig. Die Auflösung der Aufgabe ist 
vielmehr.schon unmittelbar in derjenigen des vo- 
rigen Artikels, und zwar ohne weitere Forberei- 
£ung, enthalten. In: diesem vorigen Artikel se 
nemlich gezeigt worden, dass wenn z.B. ys=fpg 
oder z=fpg ist, wo die Grössen p und q’bei- 


de von & abhängen, die erste ‚Äbleitung von z ' ö 


‚nach x, . 
dz __ .dp _dFpg dq dFpg 
dx "ds dp "Az dg 


ist. Dieser allgemeine Ausdrupk passt auch au ıf 





60 Ä m: 1. A 

den gegenwärtigen: besondern 'Fall; Hier nemlich 
ist die Grösse Fxy. gegeben und in dieser‘ ist, 
wenn man sie.mit der Grösse.fp'q vergleicht, und 
u also: p=% g==y setzt, die eine Grösse p. offen- 
bar eine ‚Function von x, denn sie ist = selbst, 


y 


die andre Grösse y=g aber ist eine Function 


von x, vermöge der gegebeneu Gleichung Fay 
==o, "weil daraus y in x entwickelt werden kann, 
also ist, ohne Weiteres, nach dem allgemeinen 
Satze des vorigen Artikels, 

dz dz ‘ dFxy  dy dFıy 


—, —— 
a — m m 


dz {dx :de dx" dy 








oder weil = = ı ist, indem die erste Ablei- 


tung von x nach x, das heisst, der Coefficiene 
zur. ersten Potenz von k,'wenn man in x, x+k 

statt x. setzt, =ı ist, rn 
en de dFxy dy  dFxy 

de — de ax dy“ 
Nün aber ist hier noch. die besondere Bedingung 
vorhanden, dass z oder Fxy =o seyn soll. Da 
dieses für jeden Werth von.x statt findet, sa 
ist es auch der Fall, wenn man xz+k statt x 
setzt. Dann aber geht z in 

ze _ u LE 

SE ' dx 2 dx“ ; | 
über,und da also dieser Ausdruck =o seyn muss, 








re = o oder 
2 dFxzy ni dy - dFxy Sn 
dz .“ dz‘.dy. ”—° u 


ganz wie oben gefunden wurde. 


L « 


“ 


„eben wie z, und zwar unabhängig. von k, so folge 


: | \ e 5 17.8 | a . 62 

: Der eigenthümliche Kunstgriff, sich y aus der 
gegebenen ‚Gleichung Fxy = 0‘. entwickelt und 
in Fxzy= 0 ,substituirt vorzustellen, ist. also nicht ' 

nöthig und befördert auch die Deutlichkeit nicht: 
Es ist gewöhnlich besser, einzelne analytische Kunst» 
griffe, .die sich. nicht von selbst finden, sondern 
Resultate besonderer Erfindung: sind, so-viel..als 
möglich zu vermeiden. | Dergleichen Kunstgriffe 
kann der Lernende, weil nicht zu verlangen, : dass 
er sie eben so, schnell erfinde wie der Urheber der 


Wissenschaft, nur im Gedächtniss behalten. Nichts =; 


aber erschwert wohl das mathematische Studium so 
sehr, als die Nothwendigkeit, das Gedächtniss zu 
Hülfe zu nehmen, Versagt solehes den Dienst, so 
bekommi das FVissen eine, nicht lc wieder’ aus- 
zufüllende Lücke. In einer reinen Fernunftwis- 
senschäft,wie die Mathematik, sollte das Gedächt- 
niss so wenıg wie möglich thätig seyn. Der voll= 
kommenste Vortrag würde seyn, wenn sich. die | 
Wissenschaft blos durch Schlüsse, die in nothwen- 
"diger Verbindung unter einander stehen und. aus 
einander folgen, von Anfang bis zu Ende aus 
sich 'selbst entwickelte, so dass sie jeden Augen- 
blick, ‚bloss mit dem Ferstande, gleichsam von 
Neuem wieder hervorgebracht werden könnte. 
Diese letzte Bemerkung bezieht sich nicht etwa : 
auf den obigen Satz insbesondere, Sie wird zu= 
fällig von der durch denselben veranlassten Er- 
innerung an die gewöhnlichen mathematischen 
Lehrbücher erregt, die häufig viel zu lernen ge- 
ben und cben vorzüglich dadurch die Mathema- 
eik in’den F erdacht “er Schwierigkeit und Uh- 


\ 


N 


a 


IT 


3 


@ mi 
begreiflichkeit bringen, während doch nichts leich- 


ter ist als die Machematik, wenn man sie conse= 
‚quent und wissenschaftlich behandelt, indem es 
eigentlich in derselben wenig “zu lernen, son PR 


dern nur zu denken giebt, wozu Jeder nach sei= 

nen Kräften, ehe in’ ihm das Denken durch das 
Lernen ertödtet worden, fähig ist] 

Aus der obigen Analyse folgt der Satz; dam, 
wenn ıman eine beliebige Gleichung zwischen den 
veränderlichen Grössen = und y hat, dam auch 
Gleichungen zwischen.den ersten, zweiten, dritten 


‘u. s w. Ableitungen aller Glieder Statt finden. Wir 
 „ wollen diese Gleichungen abgeleitete Gleichuns 


gen;rund zwar erste,’ zweite, dritte m. s. w. abgelei- 
tete Gleichung, nennen, je nachdem man die erste, 
zweite, dritte u. s. w. Ableitung nimmt. 

Enthält die Gleichung nur eine veräriderliche 
Grösse, die unbestimmt bleiben soll, was bei den iden- 
tischen Gleichungen der Fall ist, so findet das Nem- 
liche Statt, und man hat erste, zweite, dritte u. s. w.' 
abgeleitete Gleichungen, die ebenfalls identisch sind. 

Die dritte, vierte, fünfte, sechste und siebente 
Vorlesung über die Theorie der Functionen enthal- ° 


‚ ten einen Commentar ‚über die vorzüglichsten, in die- 


sem Abschnitt abgehandelten Gegenstände. Man wird 
“daselbst nützliche und wichtige Entwickelungen und 
neue Anwendungen finden. [9V: nn also zu ver= 


weisen.] 








Be Per. 


. u 
. 


.. . Vierter. Abschnitt... 
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Digression, Ueber fe Mittel, die Reihen fir Ex- 
ponential- -Grössen, Logar ithmen, Sınus, Cosinus 
‚und .Kreisbogen . bloss algebraisch zu ‚entwickeln. 


k ä % 





ıd. BR | 
Die Reihen für ‚die Exponential-Grässen -und 
Logaritımen, so wie für die Sinus und Cosinss, sind 
zuerst durch die Differential - Rechnung gefunden 
worden. Halley ist, glaube ich, der erste, welcher 
die Reihen für Exponential-Grössen und Logarith- 
men aus der Newtonschen Binomial - Formel : Iinden 
lehrte, und zwar mit Hülfe des Unendlichen, oder Un- 
‚endlich-Kleinen. (Philesophical transactions No.216) 
‚Dieser Methode ist Euler gefolgt und, hat sie im 
7. und 8ten Abschnitt des ersten Bandes seiner In- 
troductio in Amalysis etc. auf Sinus und Cosi- 
nus ausgedehnt. ‘Aber, obgleich sie in der Analysis 
zulässig ist, [dies ise, wenn vom Unendlichen: ge- 
sprochen wird, zu bezweifeln] so kann doch nicht. 
geleugnet werden, dass sie nicht evident und strenge 
genug ist.. Wir glauben also, 'dass man uns Dank . 
wissen werde, renh wir uns einen Augenblick ‘von 
unsern Wege entfernen, um einen, von dem Begriff 
des Unendlichen befreiten, und ebenfalls blos auf die 
Binomial-Formel gegründeten Beweis dieser Formeln 
zu geben. Wir werden zugleich. den Formeln eine 
grössere Allgemeinheit geben, durch welche man 
die Reihen in jedem hesondern Fall so convergent 


ir 


- 


u 9} 


. machen kann, als man will. [Man siöht\ aus dieser 


Aeusserung La gr ange’s: die beabsichtikten Ent- 
wickelungen scheinen ihm eine Abschweifung von sei- 
nem PVege, dass die neue Theorie, welche er vor- 
trägt, noch im Entstehen ist, und dass er, wie auch 
Delambre oben in der Lebensbeschreibung er- 
zählt, sie gleichsam aus dem Stegreif erst erschafft. 
Die Absicht dioser Theorie ist, das Unendliche zu 
entfernen, oder, mit andern Worten, die Differen- 
tial- und Integral- Rechnung auf blos algebrai- 
sche Begriffe zu bringen. und sie gleichsam der 
Algebra einzuverleiben. Nichts liegm also wohl 
mehr auf den Wege einer solchen Bemühung als 
die eben bevorstehenden Entwickelungen. In den 
Legons ist es schon anders.] | 


Man nehme die Gleichung y==a*,in welcher x 
der Logarithme von y für die Basis a ist. Man setze 
ı +a— 1, dessen Werth dem Werthe von « gleich 


x 


| ist, an die Stelle von @ und dann [(ı + a— ı)"] ”, 


welches wiederum nichts anders ist als a”, an die 


"Stelle von a”, so erhält man 


‚y=[a+ra—-ı)]” 
wo n eine beliebige Grösse ist, die in dem Ausdruck 
von y verschwindet [oder vielmehr, sich mit sich selbst 


aufheben muss.) 


Nun entwickle man das Binonium (ı + a 1)" 


‚in die Reihe. rt 


n.n—1.n—? 


ı+n(a—ı) 4 an)? + 2.5 — (a—1)d. 


nnd 


18. “ Er 7 
und Pe die Glide, ‚nach Botayaen ‚xon 7, So - 
erbält man Er in 
ie ER ELD P EN RS ai 
wo die. Coeflicienten durch 4 gegeben : 2 Es ist 
leicht zu sehen. dass SURACHEEN, CE Nat en 
N? „Lat URN 

2. RR) 





"4a 
| ist, welche, Grösse die Sana ist, wie, in Ks Die 
andern Coeflicienten braucht man. nicht zu entwickeln, 
weil sie aus der Rechnung, wie_ sich zeigen wird, 
wieder verschwinden. I | | N 


' Substituirt Rn so kommt :  » .r u. \ 
Ze Je 


yız >: “a + Bni jr Je. 
Führt man nach der Binomial - Formel die Entwicke: 
lung aus, so erhält ı man 


N 


a 4 


— —n 


2.2 -n, 


ym 1 + (AnBndui > + (An+Em 3 


2,2 Ri z—on 
2.3 n° 
de; wenn man die gleichen Potenzei von 7 it den’ 
Zählern BR Nemern der Glieder aufhebt, 
yzı+2 ee ß) + 12 (<—n) (Ar Bn...,)i 


E en 





+ 5 =: = (2—n) (2 2n) As+En..’ Re 


Nun muss sich nothwendig Alles. was ni enthält in. 
dem Ausdruck von y aufheben, weil in y kein z vor- 
kommt. , Lässt man dies also, weil es von selbst ver- 
schwindet, was auch n sein mag, weg, so erhält man 


bloss 
y en a” | 2A 2 42 —r 343... 
ya + + 4% er 


wie oben (11.) [So sinnreich das RER 


1 = [5] Ä = 


66° ig. 
is, so“ har döch der fetzie Vebergüng zum Re- 
sultat einige Schwierigkeit, weil die Identität der 
‘Glieder die n enthälten, öder ihr Aufheben, in 
dem Ausdrucke nicht sichtbar ist, sondern nur pe- 
schlossen wird. Die Schwierigkeit liegt aber nicht 
in der Sache selbst; denn, es giebt andere, noch 
hr Mittel zur algebraischen. Entwiekelung 
von a” Man ‚sehe den zweiten Thei. “ 


N 


"Wir wollen auf eine ähnliche: "Weise den Werth 
von ziny suchen. Wir geben zu dem Ende der 
Gleichung a* =y die Form 
Ä (1 +a— ı)r2 — (i +)" 
welche mit a” —y identisch ist, und wo n eine be- | 
liebige Grösse, bedeutet, die auf.die: Werthe- vn® 
und y keinen Einfluss hat. | 
> Entwickelt man die beiden. Glieder wie Bino- 
mien, se ‚erhält man 


NE ee 


=ı an) + en ı)°+ a np. 


oder, wenn man auf beiden Seiten die Einheit weg- 
lässt und mit z dividirt, 
Ha) m 


ur z(nx—ı)(nx— —2), 


2.3 
1.n—2 

— ya) ar Wr Cam Bi 

Da nun, wie e n 'eine gänzlich willkürliche = 

Grösse ist, die auf den Ausdruck von x und y kei- 

nen Einfluss hat, so müssen sich die verschiedenen in 


ee (1)3... 





ne SE" 2 
n „ manltiplichrten Glieder, unter! einaridef aufheben, so 
dass. nur diejenigeri übrig bleiben, welche. kein n eut+ 
heiten: Mah erhält also; weiin man nur auf.die Glig- 
der ohne n Rücksicht hinaiit; nachstehende Gleichung 
in welcher ieh: die eben Re Grösse 4 
gebrauche: i 

xzA BEE + Tape 
woraus folgt | 


gu ch - .1)2 FE ( rs 





x zu logy=a , 


eine bekannte Formel, a mit derjenigen in 43) 


übereinkommt, weil dort A — log a Set [Hierbei 
ist Aehnliches wie oben bei der Eniwiökelung @8 | 
Exponential- - Grössen zu ge Br 


20. 
Diese Reihe cönvergirt aber nur, wenn die Zahl . 
j,.deren Logaritimen sie giebt, wenig: von: der Ein? 
"heit abweicht. Deshalb hat sie bei der Berechnung der: 
Logaritumen wenig Nutzen. Auf folgende Weise lässt 
sich: aber dieselbe für alle Zahlen onvergent macheit. 
Die Fundamental Gleichung Ye” lässt “sich 
nenlich in- folgende 7” == a””. verwandeln, wo 
eineibeliebige ganze oder gebitochene Zahl ist, Setzt 
man diese Gleichung stätt der gegebehen, so das 
an: in der letzten nur y”* statt y, und ”2 statt &. 
schreiben. Man erhält also allgemein: 





wo man für a — ‚nehmen kann, der 
Vr immer der Einheit so nahe mingt,, als. mar will, 


Bar Ver Be 7 
Wir wollen annehmen, die rte Wurzel von y 

habe- nur die Einheit vor dem Comma, und:hinter 
dem Comima 5 Nullen. : Bleibt man dann 'bei der Sten 
Decimalstelle stehen, so giebt offenbar schon das Glied 
(y”— 1)? Nichts mehr. Um so mehr also ver- 
schwindet der. Werth der me, Glieder. . Man 
erhält folglich. blos | % 


= logy =: I er II. Yr-ı 
| Eben so erhält man 

A= loga = Wa 
also vollständig. 


Vs—i, 

"YVa-—ı 

5 "Nach. .dieser Formel hat Briggs  Jdie ersten 
Logarithmen berechnet. Er hatte bemerkt, dass der 
Decimal- Theil der Wurzel einer beliebigen Grösse, 
wenn man wiederholt aus‘ derselben die Quadrat- 
Wurzel zieht, und nach ’einer dieser Wurzel- Aus- 
ziehungen, sobald vor dem Comma nur noch die Ein- 
heit ist, bei zweimal so viel Decimal-Stellen stehen 
bleibt, als Nullen auf die Einheit folgen, immer grade 
die Hälfte des Decimal- Theils ‚der vorhergehenden - 
"Wurzel ist, so..dass die Decimal- Theile unter einan- 
der die nemlichen Verhältnisse ‚haben, wie die Loga- 
‚ rithmen der Wurzeln selbst. Dieser Umstand we 
aus der obigen Formel deutlich. 


er 
logy = 


_ Macht man also z.B. r a6, so ist, für a== 10, 
yaz 1,00000 00000 00000 00199 71748 08195 50527, | 





u 20. 0 = ur ae u .6g9*- . 
— E= 0,00000 00000. 00000 00086 73617 ‚37988 40354, 
also | 


—. 


ı __ 86736173798840354 _,, 





ı ec | 
Fan, 9971 ARoB1 60 BER 
a lage wit 


log a 
- Will man z. B, den Logaritlumen von 5 Baden 

“30 setze man y= 5. Zieht man wieder 60 mal die 
‚Quadrat- w urzel aus, so findet man 

V Y == 1,00000 00000 00000,00095, 28948 Ser 5ögg 
ud hieraus eg et 


ly = Zi PIREREH 
s- Sn - 199717420812550527. 


== 0,47718 12547 19662... 000m 
Dieses Verfahren ist, wegen der grossen Menge 
der Wurzel- Ausziehungen, die zu eiriem bis auf 
mehrere Decimalstellen genauen Resultat nöthig sind, 
, zu'mühsam; äber die obige allgemeine Formel des 
Ausdrucks von z durch Y dient zur Vereinfachung 
und Vervollständigung desselben; denn was. auch Y % 
seit mag, so ist die Ausziehung einiger Wurzeln 
schon zureichend, um ‘nur ‘auf eme Zahl y'* ‘ oder 
vr zu kommeıt, die weiter Nichts als die Einheit - 
vor dem Comma hat. Schon, dann sind die Poten-‘ 
zen von y”—— ı Brüche, die um so mehr abnehmen, 
je höher die Potenzen steigen; folglich'convergirt'dann 
die Reihe schon so sehı,; dass eine kleine Anzahl von 
Gliedern zureicht. [235 giebt eigene wie bekannt 


70 | ..d ; ‘ 
nach berbingre Aysarliche zur Berechnung der 
RRIRURN ] I | 


21. 
Man kann diese Methode auch auf die Entwicke- 
lung der Reihen anwenden‘, die den Sinus durch den 
“ Bogen ausdrücken, oder den Bogen durch den Si- 
mus, und bei welchen man sonst (wie es auch Euler 


in dem nemlichen Werke thut) das Unendlich-Kleine 
anwendet. . 


‘“ Geht man nemlich von.der bekannten Formel 
für die Vervielfiltigung der Winkel 
cosnx +sinneYy—ı = (ose+siney—ı)" 
aus, sa erhält man umgekehrt 


cos +sinzy—ı = (osnz$sianzV —ı)" 
wo .n eine beliebige Zahl] ist, | 
"Nun kann die Reihe für sin, welche sie.auch 
sein mag, nur yon der Form Ax + Bx? .... sein, 
weil Sinus und Bagen zugleich verschwinden, und 
also die Reihe für sinz kein Glied ohne x enthal- 
teu darf. Da aber cc 2 == Y(ı—sinz?), sa'ist 


[nn A: 
052 VYı—m A222 „aaBei.)=ı > Ed 


Die Coefficienten A, B.... werden als unab- 
hängig von dem Bogen x betrachtet. Also sind sie 
die nemlichen für jeden Bogen. Setzt man also nx 
statt x, so erhält man - | | 


i 





| BR, nm? 
sinne nur Brt... und cosaz = 1 ne, 


. Die obige Gleichung also ‘geht in 





21. L . SL m 
meer v.-: = T: #2 Y-ı 
| el). T- 


über. Setzt man der Kürze wegen 


Asyoı never... Bunt x. 
a entwickelt das zweite Glied hach der Binomial- E“ 
Formel, so erhält man . | 





cos2 + sinzy —ı =ı+ ZaR). = Far 








Da die Werthe von sinx und easz' von der will- 
kürlichen Grösse r unabhängig sind, so müssen sich 
alle Glieder des zweiten Theils der Gleichung, die 
in irgend eine Potenz von z multiplicirt sind, auf- .- 
heben. Nimmt man daher nur auf diejenigen Glie- 
der Rücksicht, in welchen 2 nach der Entwickelung 
nicht mehr vorkommt, so redueirt sich erstlich die 
Grösse X auf ihr erstes Glied Ax y — ı, die,©oef- 
ficienten der Potenzen von x aber reduciren sich auf 


RR NUER ER ., so dass > 
.2’2. 2.5 ° 
case + sinay—ı — a Hiddey=n® 
+ ev. 


Entwickelt man die a von y-ı e> vor- 
gleicht die reellen und unmöglichen Theile der Glei- 
chung, [dass dieses zulässlich sey, Bm auch des 
Beweises] so erhält man 


Ba : % au 
'72 | | 22. I. 
- 7: E75 Be LP 
2.5 2.5-4:5 


en Ma Mar, 


Posy — m dp 0 


sin & —— Az— 
2 » 


[Diese beiden Rejhen können kürzer, ohne: Hülfe | 
der ‚unmöglichen Grössen gefünden werden, ' Man 


sehe den. zweiten Theil. }- 


-. 


22, 


Ei 


Um den Werth von x in sizxz und cosx zu 


finden, sel@e man in die, Grund - Formel 
.,  COSNX + sin nz y — ı == (cosc+ sinzy— ı)" 
statt szu ac und cos nx ihre Werthe in Reihen, _ 


n? A? x2 
j nAÄx r 1? Bar .... und > 2 .... 





und eniwickele die zte Potenz des zweiten Gliedes. 
Dieses giebt ; 


vHndaymı RER OT ERBE. SER 


n(ri--1 sINnx 
=leosayı| +, Bay hu Fre dee .) -J 
- Nım ist . 
 sin& 
COSE 








== tangxz und 005 x — Yı — sın <?), also 


’ H | 
— n . nn & 
(eosF)"F (sin x*) 2 = I —siuz” - ug Us 


Substituirt man diese Ausdrücke, so erscheint die 

Grösse n nur noch in den Coeflicienten, und ordnet 

man die Glieder nach den Potenzen dieser Grösse, 

so bekommt das zweite Glied die Form , ‘ 
ı+nP+n?Q. u Bu 

wenn der Kürze wgn Erz 


3 
ie) Eu 


22 k a 
P=tangzy-ı--I(tungxzy-ı)? + Hliangzy -ı)3-- Ba 
—tisnx: iA 
Q = Eltanza Y-— ı)?.. Pa | . | 
| Lässt inan auf beiden Seiten die Finheit weg, 
und dividirt die Gleichung durch nz, so erhält man | 
N ” 
dx yaırn (Bv-ı )a2.. = P+nQ... 
Da diese Gleichung unabhäng ig von der Grösse zn. 
Statt findet, welche unbestimmt bleiben soll, so müs- 
sen sich die Glieder zit gleichen Potenzen . von 
n gegenseitig aufheben. Dadurch reducirt sich 2 
auf Axy— ı, also, wenn man die Potenzen von 
tang x v- ı eniwickelt, ! 
AzY —ı1= (lang z—}tang x? PETER DR e)V—r 
+ 3tangz? — ktangx* +tangx® — .... 
— 2 sın x — Zsınat — Linz... 

Da die Wurzelgrösse Y—ı positiv und negativ 
genommen werden kann, so erhält man, wenn man 
Beides nach einander thut,.die beiden Gleichungen 
von einander abzieht, und dann durch 2a dAy—.ı di-, 
vidirt, | | 

tang x —%tangx? + ktangxS5 —.... 
ER u EEE TEN iger: © 


Auch redueirt sich die in (21.) gefundene Glei- 
chun Zu 
C08x + sinzyV—ız ı +Ax V—ı+3(dıy—ı)* 
= + en u 
auf ur De 

0052. + sinzy —ı = ae 
vermöge der Formel in (11.), wenn man für a die, 
von 4 abhäugende Grösse setzt, wie wir sie dort 


e / 


x 


% 


‘ Logarithmen übergeht: 


Er i B ‚ 2 ; 
# ai 2 r Mär 
r 
= 
° 


74 | ‚22, L 


‚bestimmt haben. nerhlich a== eA, wenn e die Basis 
der natürlichen Logarithmen ist. j 

Aus dieser Formel findet man, wenn man er 
Wurzelgrössen positiv und negativ nimmt, leicht die 
bekannten Ausdrücke für sinx und cosz in un- 


"möglichen Exponential- Grössen Ä 


— __—ıvV— rl m | PET BER 
av xy—ı av 1 | xV—ı 
u cost= 2 





uni> aV —ı 


_ und wenn mau von den Exponential-Grössen zu den 


4 


8 a.2y—-ı == log (eosz+sinzy —ı) — lascnes 


+ log (ı +tangzY —ı), 
der wenn man die WVurzelgrössen positiv und nega- 
‚ tiv nimmt, und eine Gleichung von der andern ab- 
zieht, 
DE tane cy —ı 


ga van 1 —tangzV —ı 


2= 


woraus die oben gefundene Reihen entwickelt wer- 


‘den können, wenn man sich der Entwickelungen der 


Exponential-Grössen und, Logarithmen von (18 und 
19.) bedient. | 

Hierbei ist Folgendes zu bemerken. In den eben 
gefundenen Formelu nemlich, ist die Grösse 4, wie 


die Grösse a, willküwlich, folglich können die loga- 


yithmischen Systeme nach Belieben angenommen 
werden, statt dass in den Formeln für Kreisbogen 


‚der Modul der Einheit gleich sein muss, welches 


7 
zur Basis die Zahl e vorausseizt, ‚Her en hyperboli- 
scher Logarithme 1 ist. Diese Formeln sind also 


® ” “ 
No i 


I ee 73 


nur einzelne Fille der gefundenen, aber die Beson-- 
derheit ist npthwendig, dämit sie auf den Kreis pas- 
sen, wie wir näher zeigen wollen. nz | 


= 3 27, u 
Alles kommt darauf an, zu beweisen, dass das 
erste Glied der Reihe für sin blos x sein müss, 
statt dass es, in (21.), allgemein Ax gesetzt 'wor- 
den. :Mit Hülfe des Unendlichen ist dieses leicht, 
weil sich im Kreise der Sinus, je kleiner er ist, desto 
mehr dem Bogen nähert, bis er mit demselben im ur 
Unendlich - Kleinen zusammen fallt. Setzt man 'al- 


so den Bogen x unendlich klein, so ist: in v | 


folglich A= ı, 


Da wir aber unsere Theorie von dem Unend- 
lich - Kleinen, unahhängig machen wollen, so müssen 
wir auch hier das Unendliche bei Seite setzen. 

Zu dem Ende setzen wir nichts weiter Voraus, 
als das archimedische Princip, dass der Sinus, wel+ 
cher die Hälfte der Sehne des doppelten Bogens ist, 
allemal kleiner ist, als der ihm entsprechende Bogen, 

und die Tangente grösser, [Dieser archimedische . 
‚Satz kann auch bewiesen werden. ‘Man sehe den 
2. Band meiner Sammlung mathematischer Ab- 

‚handlungen, 5.24. seqg.] Wir haben also sinz< m .\ 

und tangz > x. Da aber 


sin x sinz 
6 COS V (ı— sin x*) 
sin x | 


VazsinEy >x und daraus 


| i sinz® . 
= [| Wemticn _—> x», 
r—sinkt ‘N. 


„so ist 


” Yarz) 


4 


“6 Ne ME 
‚ HER is 


(4 


also sinx® > x? a—sinz®),oder (1 +22) sin sa Dr 


vr 
Bedienen wir uns also der Reihe für den Sinus (21.) 
so.ist, wie klein auch der a x sey, 

Ba: ASS 


| oder sinxz > 


| oT, Dayın „<amdd + =.) 
- Dividirt man durch x, so erhält man 2 
A’ x? A5x*+ 
Me a ee d 
A 2.5 + 2.5. ‚<ıun IE, Er2) 
- Da 


2 Vıa+z2) , | \ 
Var ar a VOR) Ines im 


A 
| Var 2 ı$»23 ” 
Eben so sieht. man dass 





ur - > 1—.x?, denn 





die Diireng is 7 ex 


ya übertriffl, um so mehr grösser, als ı — x? 
“ Man kann also die obige en 3 auf Felgende 
un bringen i / 


RER, A5x 





— ir < ı und > ı — x, 





A=- 2.5 "23545 
At x? . 
Nimmt man aber = so an, dass - <ı so ist 


E% 


3 > 1 3 ; 
| offenbar die Reihe 4— 22 convergent und 


2:3 


| | FRE 43 23 
ihre Summe kleiner als 4, aber grösser als A— 


2.3 
„weil ınan, wenn man. das 2ie und Zte, 4i® und zte 
SG lied u. sw. zusummenzieht, lauter negalive, ‚hinge- 





+ 
d 


also ist die Eng welche 


* 


, gen wenn man. das 3ie und 4ie, ste, und. Gte Glied. 
u. 5. w. zusammen RIRIHE, lauter positive Grössen 


‚so ist um so Ku 





erhält. Setzt man abo : x < Ei 








A— er < rund A> ea „fol 
2. 

BE gr mist 

A>th— 22) und < x + a rip 


welches immer bleibt, wie klein we x' sein mag: 
Daraus folgt, dass - noihwendig. 4 zer.a,;isto/Denn.'es 
sey A==ı+4, wo A irgend. eine, sehr kleine Grösse 


Sage 
ist, so darf man nur x:s0 annehmen, däss EEE }, 


Men 3 
so findet die Be. A< + 4 En . nicht 


mehr Statt. Eben so, wenn A=ı — A wäre, so darf- 
man nur z2?<A machen, um der. andern ‚Bedingung 
4 >1—x* zu widersprechen. Im Kreise ist also 
nothwendig A==.1, folglich ist ae, oder gleich 
der- Zahl, ‘deren hyperbolischer Logarithime == ı 
(12.) wodurch unsere Formeln in die bekannten Aus- 
SERcKB ger Kreis -F unctionen » übergehen. ei 


kürzer haben, Man sehe den zweiten Theil] ° 


» B ’ _ 


GER 


L 1. 7ER > 25 


Mise . 


78 | a4. L. 
= Fünfter Abschnitt. 


Von der Entwiekelung der F unctionen, wenn 
“man der veränderlichen Grösse einen besiimm- 
ten Werth beilegt. Fall, in welchem die allge- 
meine Regel nicht zutrifft. Von den Werthen der 
Brüche, deren Zähler und Nenner zugleich ver- 
schwinden Von dem’besonderen Fällen, in wel- 
chen die Entwickelung einer Function nicht | 
nach Potenzen mit ganzen positiveh Exponen« 
ten des Waehstliums der’ veränderlichen 
Grössen fortschrenel: | 


Y 


| 7 u a 
Die ehigen Methoden: für die Entwickelung der 
Kiki fa+hb 'setzei voraus, däss diese . u 1 


wiekelung die Form 
fz +. efz 4  k2 dafe. ® 


juE War 7 Ä 
habe. Ehe wir weiter ‚gehen, ist also nöthig zu un- 

_ tersuehen, in welchen. Hllen ‚diese: Form nicht, Statt 

findet. 

Wir haben schon obs (2) gezeigt, dass der 

Fall nur dann vorkommt, wenn x irgend einen be- | 
stimmten Werth erhält, welcher in fx tınd allen ih- 
ren Ableitungen, ‚Wurzelgrössen verschwinden macht. 
Eine Wurzelgrösse aber kann in einem Ausdrück 
‚auf zweierlei Art verschwinden, entweder dadurch, 
dass die Grösse, mit welcher sie multiplicirt ist, oder 
däss die Wurzelgrösse selbst zu Null wird. . 


24. I. 0. *%os Be 
= ersten Fall ist klar, dass möglicherweise die - 
Wurzelgrüsse, welche in fx verschwindet, in er a | 


ei En ecc. nicht een kann, ha in fe 


dx? 
’ ! 
ae und' in . SE etc. nicht u... 


weil e Wurzeigröse in den Ableitungen eiscie n. 
dene Coefficientem erhält, und‘ diede Coefliäienteh 
möglicherweise nicht alle für eineflei nen vop a ® 
Nülf sein können. 

' Im zweiten Fall: ist gegentheiks PER ‚dass ‚die 
Wurzelgrösse nothwendigerweise in allen, den Func- 


sonen f2, SE, FLE... die ins Unendlich Fer- 


schwinden muss, weil man jetzt annimmt, dass es die 
Wurzelgrösse selbst ist, die für einen bestimmten 
Werth von = zu Null wird. Nun kann aber, möphk 
cherweise, das Verschwinden der Würzelgrösse hicht _ 
mehr in der Function f(x + 4) Statt finden, weil % ea 
eine unbestimmte, von x unabhängige BROS ist, 3 i 
folgt alse, dass die Reihe . e 


Tr n 2fz a Sy 
Sz+k. oe wor FE | 


für die Gnseickchene der a f (x + A), $0- 
bald Wurzelgrössen, die sie enthalten sellte,. wögi e e 
falleyr, fehlerhaft ist. [In jedem Fallise der Ausdruck ' ah % 
fehlerhaft nicht ganz genau, denn eine rich ;- Ve 
tige Rechnung kann nie etwas F ehlerhaftes Ce 2 | 
ben. Die Reihe divergirs in solchen Fällen und 7 . $$ JE 
lässt, was sie ausdrückt, unbestimmt.) Die Reilıe u: 
ist also im ersten Fall le a im anderen nicht. ! 


10 
Er \ 


‚80. Ä 25.1. 


.-.r. z s i j [) 
Fü ‚ . i 
% 
5 i . 


 Essey y=fx und folglich, wenn man die erste, 


zweite u. s. w, Ableitung nimmt: 
| dy _ dfz d’y _ SE 


7 Fear Fahr = Feuer 7 Tue 
Angenommen nun, es ver schwinde 2 irgend einen 
‚, Werth ‚von. x in fr eine > Wurzelgrüse, die in re 

dx 


dfx 


bleibt, so ist ir dass dam die Function: > eine AEN 





sere Zabl verschiedener W erthe haben würde, als fx, 


N der Wurzelgrösse, dies in es vorkommt, im 


fx "be verschwindet, woraus folgt, dass der, Werth 
von Le nicht durch eine Function von x und y 
ausgedrückt- werden ‚kann, welche die Wurzelgröse 
nicht enthält. Nun erhält man, wenn man die Wur- 
 zelgrösse durch die Erhebung zu Potenzen in. fx 
wegschafft und die ‚entstehende Gleichung durch 
Fzy=o, bezeighnet, aus der ersten abgeleiteten 
‚Gleichung derselben, wie in (17.) gezeigt, 


dy "AFıy f dFay 
dz dx dr 


Dieser Atisdruck ist ar fehlerhaft, wenn man x.den 
besondern Werth giebt, was aber nicht geschehen 





kann, ohne dass die Crössn- EL nd en 


zugleich verschwinden, In einem solchen Fall also 
‚ist der Ausdruck von «SZ gleich 2; und umgekehrt, 


wenn Dieses geschieht, so ist.es ein „Zeichen, dass der 
zuge- 


Pr 


- 


ns 


a et 
E e, 
s 


! 
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1° =” P = 8 = / 


, 0 ’ : - zur: Ar ER 
zugehörige Werth von x eine Wurzelgrösse in ‚fx, 





‚nicht aber in es? verschwinden gemacht hat. FHier- | 


aus folgt nun deutlich, dass nicht eine Fehlerhaf- 
tigkeit, sondern Unbestimmtheit der Formel 27} 
solchen Fällen Statt findet, denn der Ausdruck 2 
A772 unbestimmt.) u 


Um in solchem Falle den Ww eh von von EL zu i 





finden, muss man nicht bei‘ der ersten vonPzy=o'. 
abgeleiteten Gleichung, welche 2 
| » dy dFxy dPay 

Az 4 re 
ist und jetzt identisch, unabhängig von dem W erihe 








von wo. Statt findet, stehen bleiben, sondern zu der 


zweiten es Gleichung übergehen, welöhe man 
nach den nemlichen Regeln findet und welche von 
der Form ’ 


d?y deey (X Ay dFoy'', rar de Pay. 
dx 

















da? dy? - er ru dr ar 
| TE a a 
en ET o is S | 
INemlich die erste Ableitung von ae N Zen 
BL, day dFExy .dy deFay - 


+ dx ‚ nach x, ist er ‚dx + dx dy dr dx - 
d2Fx 


Cy dy dFxy dyd2Fay 
+} gg; . ma nach (42 BL + — dx dx dy? 





welches zusammen das V orige "ausmacht. Dass 


d=F PIay dy d?Fay dy 

Ayde' de und —_—-- ds dy:dx Eins und dasselbe - 

1st, und. folglich statt dieser beiden Grössen 
1. _ se = 6 


u 


. 88 | “2 6. L 





 dy d2Fxy u ni Re 
reE I de geschrieben werden kann, wird 


weiter unten. bewiesen, wie auch Lagrange an 
dieser Stelle, indem er seine Zeichen be- 


merkt,] 


Diese Gleichung giebt Bgemieio ER Werth von 
22 aber in dem ERuee: Falle eenne das 


Y_ enthält, wei die Grösse nr 





Glied, welches < 
gleich Null wird. = übrig bleibende Gleichung ist = 
Gleichung des zweiten Grades in ve auf CL 


aus welcher man den Werth von “X finden Su “ 
der also zweifach ist. 


26. 


Es sey z.B. /z = (2 —o) Y(r—b), so das 
y=(2z2—a) Y(r—b), so ist 


fr — -—L- =verne gen | 


Setzt man hier ‚x = a, so ist 
dy 
y=07, = Ve- db) = VY(a—b). 


Man sieht also, u Jie Wurzelgrösse in dem Werthe 

von y verschwindet, nicht aber in dem Werthe von 

ST, so, dass also y nur einen Werth hat, hinge- 
ir | nn 

gen I deren zwei. Bringt man nun die gegebene 


Gleichung auf die rationale Form y? = (e—a)*. 
(ze — 5) und nimmt dann die erste ADRRIE, so er- 
| halt man | kn de 


4 


F 


en 26. E Bi. 
er = 2. )@—b)4 Fuss 
Y dx E | ze) 
woraus nn een | 
u „2Rz)@+ an 
| e2 Re 
folgt. "Macht man hier x == a, so erhält inaıl SF: 
—2. Geht man also zur zweiten Ableitung über; so 
erhält man Mae Eee | 
al ayN? | EIERN j 
(37) 427% — 4(r—a) +2(2— bj eg 
Hier giebt — a, wegen y=o; . | 
2(7,) F@—b)=2(a—2) also Fa Va), u 
wie oben. . | (7: | 
Uebrigens könnte der nermliche Werth von z, 
für welchen in der ersten Ableitung Glieder ver- 
schwinden, auch noch in der zweiten Ableitung Glie- 
der aufheben. In diesem Fall -muss man die dritte 
Ableitung nehmen, welche, wegen Aufhebung der Glie- 


d?y 
dx? 


der mit 





und-2Y ‚bios ei einei‘ Glelchtinz ini 
un TER los zu einer ae ung: mit 


dx 

us. w. Alles dieses hängt von der Natur der Wur- 
zelgrösse ab, die in fx aufgehoben wird, und die 
durch den Grad der Gleichung, in ‚welcher 5 
vorkommt; ersetzt werden müss. Wir wollen indessen 
diesen Gegenstand, der ums zu weit von unserem Ziel 
abführen wurde; nicht weiter verfolgen: 2 


—Y. werden würde, und zwar vom _ dritten Grade 


. nz Be 
84) mi 
j u ” 
Man setze zweitehs, der nemliche Werth von 
x, welcher ‘in fx ene Wurzelgrösse verschwinden 





macht, hebe dieselbe auch iı in ef= > ohne sie in 


ri fa = zu Null zu machen. Be, pen fx und 





hatmehr Wer- 





Br > r . 8 
P- gleich viele Werthe, aber TE F3 3 


_ the. Hebt man also die Wurzelgrösse.in der Glei- 





chung y== fx auf, so Bantider Werth von = ‚den 


man daraus ableitet, — 2 :und man muss, um den 





; 2 
3 Werth von = zu Keileie zu höheren abgeleiteten 
Gleichungen übergehen. | 
‚Es sey y= (x — a)? Y(x— b), so erhält man 
.dy (0a)? | 
= 2(x— a) Y(x—b) + Pen und‘ 


day __ m (2 — a) _ ee 


Setzt man hier 2 == a: so erhält man - 


dr. 
yo, = Joy a) ayY(a—b) 
Bringt man aber die Ba Gleichung auf die ra- 
tonale Form 
= (2 a) —b), 
so erhält“ man daraus die erste abgeleitete Gleichung 











ZN 
27 = 4(x—a)? (x—b) + (2—u)* 


‚welche, für = a, T =3 giebt, weil y==o ist, we- 


nigstens, wenn man nicht, nachdem y substituirt worden. 


27. L Ze 'z 


das Ganze erst. durch (= _-6)2 dividirt: und erst 
hernach z==a setzt, welches E= =o ‚geben würde 


Geht man zur zweiten Gleichung über, son 


halt man : ! Ä .. | 
er +Y 7 == 6(x—a)? en ir 





d | 
‚und für za, I —o, wie oben. ‚Aber, um den 
dx 
x 5 d? Y \ ’ | ” 
Werth vm ——— zu finden, muss man zur dritten, 
dx? 
und selbst zur vierten Gleichung fortgehen. Jene ist 


dy d? d3 
37%. Tr +Y — eh =18(0—a)? + 12(@—0)(®—b) 
in welcher alle Glieder für 2 =a orsche inden. 


‚Die vierte as ist 





d?y 1 ‚d? y Ey 0 | 
E dx dx? e dx* = AO) 
r + 12 (2 —b). | 


dy-__. 
Setzt man za, also y==o und in == 05:80 





Do 


erhalt e. 


d’y | day __ u 
rFa Zu TR = 2ayl@@— di 
= 2Y(a—b), u 
wie oben. a | | 


Wir wollen diese Untersuchung, die uhrigeus 
nach den obigen Primeipien keine Schwierigkeit hat, . 
nicht weiter fortsetzen. Wir wollen nur bemerken, 
dass die Curve, deren Aber x und. deren Ordi- 
naten y== fx sind, für dasjenige x welches in fx und: 
nicht zugleich in Er. eins Wurzelgrösse verschwin- 


. Pi 
) _ 


\ 


86 er. 5 
den macht, einen sogenannten vielfachen Punkt 
(point multiple), für dasjenige x, welches in fx und 
| 2 eine Wurzelgrösse verschwinden macht, einen, 


Berührung - Punkt (Point d’attouchement), | 


ef2 a d* fx | 
dx? 








für dasjenige x, welches in fx, 


zugleich, eine Wurzelgrösse . : einen Krum- 
mungs-Punkt (point d’osculation) hat u. s. w. | 
Man wird den Grund davon, bei ‚der Anwendung | 
der Theorie der Functionen auf“ die Theorie der 
., Curven en E ’ | 
28. 
N 


Bei Gelegenheit dieser Schwierigkeit wollen wir 
der Methode erwähnen , den Werth eines Bru- 
‚ches zu finden, dessen Zähler und Nenner zugleich 


verschwinden, 





Es sey 5 | 
| Functionen von. x sind, die für x =*.a beide zu- 
gleich verschwinden. Man verlangt den wen des 
‚ Bruches‘ für 2 = a. 
Man setze fe —y und folglich yFz = ee‘ 
| Diese Gleichung ist identisch für &== a und folglich 
in diesem Fall von y unabhängig, welches also unbe- 
stimmt: bleibt. Sie dient folglich in diesem Zustande 
zur Bestimmung von F für den Fall z==a nicht. 
Nimmt man aber die erste abgeleitete Gleichung , so 
‚ chält man | 


ein solcher: Bruch, wo fx und Fx 





| 2 
dy  dFx dfx 


By a A Pr re 





e > « 


dFz 


Hier KON das Glied er ni er z2=0ud 


der Rest der Gleichung ist e 
__ dfx , dFx_ 
A Far 7 





Verschwänden auch die bejder Ableitungen Ze 





und afg zugleich, so fände an auf dieselbe | 


dz 





Weise, weıin man in die obige Gleichung — und | 


dFz 
dx 





stait f% x und Fx setzte, für y den neuen EM 





finden, wenn man erwägt, dass sie, weil sie iden- 
tischilist, nicht mehr zur Bestimmung von y dienen 


ka 
teten \ Gleichung. übergehen muss, welche 





d’y | dy d’Fx d? Fx u d’fx 

ar en 242, Tg tr I 728 
dFx 

ist. Da die Functionen’ Fx und Pe für z=a 


ds 
verselwinden, ‚so fallen die Glieder SL und Er 
weg, und am Rest giebt | 
d2fx. d?Fx 
h u er "dx? 
wie oben. 
Es ist nicht zu fürchten, dass die Functionen fx, 


d? ., dFxz dıFx an 
7,5 Ze Fx, 72 Tr Pe gg 





alle A bis ins’ Unendliche verschwinden kön- 


nen, wie u anzumehmen scheinen; denn weil 


äruck ZF® , FE usw. Man kann Solcher ) 


auch unmittelbar « aus der ersten Ableitungs- Gleichung _ 


dass man also nothwendig zur zweiten abgelei- 


x 


u, 


fa+hzfz+k iz 


ist, so würde in diesem Fall, wenn man x==a setzte, 


7 EEE Y yon Seh 


dfz RB dfz 


Pi 





fte+%) für jeden Werth von k gleich Null sein 


müssen, welches unmöglich ist: Eben so. F(x+ hy. 
‘Aber es könnte sein dass diese Furictionen für z==a, 


"unendlich gross werden, welches die Brüche LE 


SE = eo e£c. unbestimmt machen würde. Die 


Auflösung dieser Schwierigkeit hängt von der en Su- 
chung des zweiten Falles in (24.) ab, welc her tolgen- 
der ist, 
09 

Der Fall findet Statt, wenn z=& eine Wurzel- 
grösse in fx selbst verschwinden macht, in welchem 
Fall dieselbe in den abgeleiteten Functionen ebenfalls 
verschwindet. Da nun die Wurzelgr 'össe in f(x +) 
bleibt, so muss sie auch in der Entwickelung von 
f(x + k)-bleiben. Da sie aber von x nicht herkom- 
men kann, ‚so muss sie. von k herkommen, woraus 


| folgt, dass die Entwickelung in diesem Fall nothwen- 


dig Potenzen von k mit gebrochenen Exponenten ent- 


halten muss. Id der That ist klar, dass wenn z.B 


fx die Grüsse Y 12.4 enthielte, wo X eine Function von 
x ist, welche für = a verschwindet, ynd man 
setzte + A statt £, dass dann die Grösse X in’ 


2 X + % 





70 Be 09 5 
N x ee da 


übergohen w vürde, welches für » = a blos 


dA Kr d2X 


N 


x 


29, Be, u Mn 89 


für X giebt, so on | | Bi 
Vrevpldf isX )] 


I dem Falle x=a enthielte als die F unction fee 
die W urzelgrösse Va die folglich auch in ie Ent- 


-wickelung von f(x + A) nach Potenzen von A, vor- 


kommen muss, Wir wollen sehen was in diesem 





Falle die unr sie Entwickelung fx + k el: > 


Man 'erwäge dass Afa+B drf (x + > 
dx z dx 


immer die erste, zweite abgeleiteten Functiorfen sind, 


man mag sie nach x oder A nehmen; denn man er- 


hält das ncmliche Wachsthum der Grösse. x+k, man 
mag x oder k um irgend eine beliebige Grösse [z. 2 
wie oben um e| zunehmen lassen. Daraus folgt, 
| ; R dfx d? d’fz | 
dass man auch die Werthe von ——., a 
ds ‚da 22 
für jedes beliebige x erhält, wenn man die erste, zweite 


etc. Ableitung von f(x +%) nach A nimmt ‚und her- 


nach k == o setzt. 


Setzt man aber nun, dass die Eniwickelung von. 


‚fx + k)für = a, ein Glied mit. A”, wie AR” eni- 


halten soll, we 4 eine Uunction, von a, m aber keine 

posilive ganze Aabl ıst, so ınuss notlıwendig die Eut- 
5 2 

wickelung von BEER BICHE.. Glieder 

wie mAk""", m, m-ı, ZE enthalten (10). 


setzt man aisu.A== u, so folgt, dass die Lunctionem . 


90 | „vl 


d: 
fe, fe, Er Fir sn, die lien 408, 


% 
enthalten missen. 





m Ao” a m. m—1 Arm 


Ist 7» negativ, so sind alle diese Glieder unend- 
lich gross. r 
Ist m positiv, aber keine ganze Zahl, 56’ sey zu 
die nächst grössere ganze Zahl. Darm ist: das Glied 
m(m—ı)... (m—n+ 1) 40”? mit allen folgen“ 
den unendlich gross, alle vorhergehenden aber‘ sind 
Null. ee 
Also ist überhaupt die F unction Sr, mit 
allen folgenden bis ins Unendliche, unendlich gross, 
wenn n die unmittelbar auf m folgende ganze 
Zahl ist. 


Daraus folgt, dass die Entickeung 
dfxz d? fx 
fx +k. Ser 5. .... 


nus dann für irgend einen bestimmten Werth von 








'® unrichtig ist, wenn eine der. an S» Ir 
Kae und die folgende höhere Ableit: en 
j dx? u... 8 ung 


- unendlich gross sind. Ist- in diesem Fall % der 
Zeiger der ersten Function die unendlich gross ist, 
so muss die Entwickelung “ein Glied von der Form 


k” enthalten, wo m eine zwischen. rn und n— ı lie- 


gende Zahl ist. 
dfx dfx 

ar Palber  uui 
für den nemlichen Werth von x unendlich gross; 


Sind alle -Functionen fe; 





_ 





| ‚57, 3 | ER ‚91 
so’ chnthödt. die Binwickslig von A +k) in die- | 
sem Falle negative Pot enzen von k 


Um alsdann. die richtige END nach stei- : 
Kr Poterften von k zu finden, muss man sogleich 
im f(& +, x seinen bestimmien Werth geben, und he 
nach den bekannten Regeln den Ausdruck nach stei- . 
genden Potenzen von A entwickeln, während man auf 
die Potenzen von k mit gebrochenen oder negativen 
 Exponenten Acht hat. | 


Uebrigens ist zu. bemerken, dass wenn man y 
= fx setzt, und x und y die Coordinaten einer re 
sind, diese Curve in dem Punkte, für welchen eine 


der Functionen y, I i IL & — zu mit allen RR 


unendlich gross ist, einen Wiederkehr Runkt 
“ (rebroussement) hat, dessen Art von dem’ Zeiger zn‘ 
abhängt, in so fern der Nenner des gebrochenen 
Exponenten eine gerade Zahl ist. Die Art der Wider- 
kehr bestirmnt man in diesem F all aus.der Entwicke- 
rang von £ @ + Äh). 
a. 

In dem Beispiele 27) wo y= Va 
war, hebt der Werth x == 5 die Wurzelgrösse in 
Y auf, und muss solche valso auch in’ den Ableitum- 


gen Ze EA Er aufheben. "Also ist die Ent- 


de: : 
2 2 
wickelung fze+rk. = +4 SA 





f (2 +4), weım man ‚= a == (2 a) V (eb) 


[3 


92. er 3. L 
setzt, in dem Fall 2b, unrichtig. In der That. 
erhält man, in diesem Fall, für zb, 


% 


d | 
| = 7 — Va) ge) =», 





und eben so 

I = R, Dy = @ etc. 
Die Entwickelung muss also in diesem Fall ein Glied. 
von der Form A“ haben, wo m zwischen o und ı. 
liegt. | . . 5 © 
Es soy ab +h, so geht in der, That fx 
in (b—a+k)yk üher, so dass die richtige Ent- 


wickelung dieser Function, (b—a)YR + IE ist: 


— | 32. 


Auf dieselbe Weise lässt sich auch die Schwie- 
yigkeit am Schlusse von (28.) bei Brüchen heben, 
die immer fort unbestimmt bleiben, wenn man an- 
nimmt, dass dieabgeleiteten Functionen des Zählers 
und des Nenners unendlich gross werden. . Wir ha- 
ben dort gesehen, dass solches nur in dem Fall ge- 
Fi schehen kaun, wenn irgend ein ‘bestimmter Werth . 
von x die Functionen der Reihe nach unendlich gross 
macht. Man muss also alsdann (wenn a derjenige\V erth 
von x ist, der die Functionen unendlich gross, macht) 
in den allgemeinen Ausdruck der Functionen, 2a 
+ k'seizen und den Ausdruck in eine Reihe nach 
steigenden Poienzen von A entwickeln. Das erste 
Glied dieser ‘Reihe giebt dann für kA 0 ‚den ge- 
S suchten Werth des Bruchos für == a, 
Hütte man also z. B. den Bruch | 


u 


# 
. - 





Kan 2 Lt Ve-o, Da 
u aReme) DE id 





” 
. 


welcher - ist, für 2==a, und für, welchen die Ab- 


leitungen aller Ordnungen von Zähler und N enner, 
für == a unendlich .gross sind, so erhielte man, 


‚ wenn man.a+k statt, x setzte, und Zähler und Nen- 


nıer in Reihen auflösete, 





ee. 
vVk+ 2Va '"" ı k | 
Vaak+ =. a 20 2ay 
ad _ 


Für k== o findet man — =, welches‘ ‚der Er 


V 24 
suchte Werth des Bruchs für = — a ist. 


Sr» 


. . Nimmt man nach der Methode von (28,), ‚die 3 
ersten. Ableitungen des Zählers und Nenners, so er- . 


‚halt man 
| _ 


2 N S | 
2Vx + 2y(z—a) sr V(e?—.a?) hi 


welche Grössen für £==.«a unendlich gross sind. 


Aber, multiplicirt man sie mit 2y $ x— a),s so ist der 
' neue Bruch © | nn 
Visa) ; 
ET ne : 
ra Ne 
Veta) 
Saldkes für : RE —— a, ag giebt, wie ‘oben. 


Auf diese Weise lassen sich die Schwierigkeiten 


heben, die bei. der Entwickelung von f(x + k)-vor- 


‘kommen können. Obgleich wir nur algebraische Tnne- 
“tionen in Betrachtung gezogen haben, so könmmeit deth 
auch die-obigen Auflösungen leicht - auf twauscendente 


\ : E ‚ \ 


u 


a 


94 | Bu Er 
Grössen ausgedehnt werden. Da. indessen diese 
Schwierigkeiten nur allein für bestimmte einzelne Wer- 


the von x Statt haben, so sind sie von keinem Ein- . 


fluss auf die Theorie der abgeleiteten Funetionen 
dfxz d?fx | 
dx ' dz? 





* „ft 
... selbst. Es war indessen 'nüthig, 


. diesen Gegenstand näher zu beleuchten und die Mit- 


tel zur Vermeidung der Schwierigkeit zu zeigen, 
um nirgend eine Dunkelheit in dieser Theorie zu- 


rückzulassen. Man sehe auch- die achte der Vorle- 


sungen über die Theorie der Functionen. '. 

[Man kann alles dieses leichter finden. La- 
grange kommt auf den Gegenstand in der er- 
wähnten achten V' orlesung zurück,wo derselbe schon 
klarer wird. Die verwickelten und weitläuftigen 
' Rechnungen dieses Abschnitts, die dennoch nur bei 
einem besonderen, nemlich blos bei dem einzelnen 
Fall algebraischer Functionen stehen bleiben, und 
andere Grössen, z. B. transcendente, nicht be- 
rühren ünd noch weniger den Gegenstand allge- 
mein erläutern, sind abermals ein Beweis von der 
‚Neuheit der Theorie, die hier erst wie aus dem 
Nichts entsteht, Die Sache an sich hat keine 
Schwierigkeit, wie sich unten in der 8ten Forle- 


sung näher zeigt und die Werthe der Brüche — 


 . und I kann man allgemein und sehr leicht 
finden, Hier werde blos bemerkt, dass die öf- 
ter wiederkehrende Behauptung: die allgemeine 
Entwickelung sey in Fällen wo die Ableitungen 
verschwinden oder unendlich gross werden falsch, 


f 


_ = 
. ‘ 


| en 1 Se Pe 
(fautif, en defaut), wohl nicht genau, wenigstens 
ihren Zweck verfehlend und mindestens nicht gut. 
ausgedrückt ist, Bin richtiges Verfahren kann 
"nie etwas falsches ‚geben, ünd- ein divergirender 
Ausdruck ist nicht unrichtig ‚» sondern blos. 
unbestimmt. Dergleichen Fälle für einzelne, 
besondere Werthe veränderlicher Grössen ma- | 
chen nie eine Ausnahme von der Regel und die 
Theorie hat, wie man nach Lagrange”s Aus- 
druck glauben sollte, hier nicht etwü eine Schwä- 
che. Alles was sie giebt ise für alle Fälle ohne 
Ausnahme. richtig} blos kann für einzelne Wer- 
the der veränderlichen Grösse die entstehende e 
"Reihe divergiren, und folglich in diesen Fäl- 
len ihre Form zum Ausdruck des Resullats nicht 
geschickt sein. Durch eine leichte P; erwandlung 
aber lässt sich die > Reihe jedesmal zu ihrem Zweck 
geschickt machen.] Ä 
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Sechster Abschnitt, 


Allgemeine Auflösung der Functionen in , Reihen, 
u Eintwickelung der Functonen in endliche Rei- 
hen von einer beliebigen Gliederzähl. Mittel, : 
die Reste nach. einem beliebigen Gliede auszu- ' 
| drücken. - Neuer Lehrsaız von- solchen Reihen. 


I 


Wir haben bis jetzt gesehen, wie man unmittel- 
bar alle Glieder der Entwickelung von f(x + k) nach 
Potenzen von k finden kann. Auf dieselbe Weise 
‘ kann maır eine beliebige Function nach steigenden 
Potenzen einer in ihr enthaltenen veränderlichen 
Grösse. entwickeln. Ra 

Wir wollen di den Ausdruck 

2 2 3 3 
u far Hafer ef2 + SE re 
betrachten. Da x = k beide unbestimmte Grössen 
‘sind, so kann man x —k statt x setzen, welches 


[wern man der Kürze wegen & statt <—k schreibt] 


fefan + [ED , E Bfeh 


giebt. Ferner kann man xz'statt k setzen [so dass 

also dann <—xz == ist] welches 

: ! d (va—r2)  x?z2? d?f(x—xz) 

‚ fa=fla—xz a re) _— u. 
f: JA )+ de + 2 de? ’ s 

giebt,. wo-z_ eine beliebige Grösse ist. 

Hier bedeutet fx, wie man. sicht, eine beliebige 
I — 22) der — | 
Afa— a) PIE ee 
de . .d €? 

.  bedeu- 





Function von x und 


u Bu 2097 
bedeuten die erste. zweite u.s. w. Ableitung von | 
S x [rach x], wenn man darin x (1—-z) statt x setzt, 
Da’ aber fx nur in Beziehung auf ihre Ableitungen 
eine Fuhction von x ist, so-kann fx jede; beliebige 
Function vor und auch von andern ‚Grössen .be- 


zeichnen, in so fern letztere nur in den Ableitungen 


- d2 
42,3 ; LE = ‚constant sind. 


Setzi man in den obigen Ausdruck z == o, so 
erhält man die identische. Gleichung fx = fi. Macht 


man z=1i, so verschwindet die Grösse z— x. 
dfox  d? 
Bezeichnet man also Aurch f0%; IE, defoxz 


dx? dar; 
2 on %, | 
die Werthe von fa ZE TEE. « für LI % 
[Lagrange Ne solche durch fi, Fi: +] | 
so erhält man 
zn dfox , x 2 dafon 
Jesforr+ ar pr ve 


Bedeutet also fx- eine gegebene ER von . 
mehreren veränderlichen Grössen x, y etc. so darf 
man nur,nach den allgemeinen Regeln, die Ableitun- 
gen davon nach x allein sucheg und dann z==o 
setzen, so erhält man alle Glieder ‘der Entwickelung 
der Function nach steigendeh Potenzen von z, und 


_ es ist klar, dass die Werthe der Grössen fox, I. rn 





- etc. Funetionen von y etc. ohne x sind, die = von 
. der Stammgrösse nach einem, durch die Art des 
. Vorkommens von x in fx, bestimmten Gesetze ab- 
hängen. | | 
[ Diesen Ausdruck ‚für fa x kahn man leichter 


I. » ae I%]- >. SE 


ee CT De 
finden, wenn man in die a Entwicke- 
lungs - Reihe 


we, et „Iz + ka d?fx 


2 dar 
sogleich x ==o und u setzt, Dieses giebt das 
Resultat unmittelbar. Man kann auch blos k= 

x setzen, so ist f(e+ k)== fox und folglich 


fenpers Ye 2 Str „Pf, 


welche Reihe ebenfalls zur Entwickelung von fx 
gebraucht werden kann.. Es giebt noch andere 
Mittel, die allgemeine Entwickelungs- Reihe zur 
Auflösung von fx in eine Reihe geschickt zu ma- 
chen. Man findet eine Zusammenstellung dersel- 
ben in der Sammlung mathematischer Abhand- 
lungen des Uebersetzers, ı, Bd., gte Abhandlung, 
Ss. 220 etc} 





34.- 
Man könnte diese Entwickelung auch noch leich- 
ter finden, wenn man sogleich 
fz = A+Bx+Cx? +Dae?.. | 
seizte, wo A, B, C.... von x Gubhieige Grös- 
sen. sind. Um diese Grössen zu finden. erwäge man, 
dass die Gleichung, weil sie identisch sein soll, für 
jeden Werth von x Statt finden muss. Maächt man 
also erstlich z==o, so erhält man fox=_A. Nimmt 
man, zweitens, die erste Ableitung aller Glieder nach 
(10 und ı7.), so erhält man die identische Gleichung 


dfx u ä 
7, > B+2Cx +53Dx®. 
Macht man jetzt wiederum x == o, so findet man 


dfox ER B. 


dx 


DE. 2 EEE "ve 


Nimmt man, deitins, von Nbuem. die erste, Ablei- 
tung, so erhält man 


a ne RER: | | 
HE: 2C+2.5Dr +35.4Ex2...: i 


u a a 
welches, wiederum für = = o, an —=2C giebt. 


dx?. 
Fährt man so fort, so findet man a 
d? fox a BAD net 
L = 2.3D, Le; u A 1 etc. 
© 
also a 


. welches, wenn man substituirt, für fe die: obige 
Reihe giebt. Die Methöde ist aber weniger direct 
als die vorige und setzt schon die Theorie der Ab- 
” leitungen voraus; auch ist sie weniger strenge; weil . 
sie voraussetzt, dass alle Glieder für 2<=06 ver 
schwinden, obgleich die Coeflicienten diesen Glieder, 
in den Ableitungenbis ins Unendliche zunehmen; aber 
der Vorzug der Methode besteht darin, dass sie ein Mit- 
tel ar die Hand giebt; in der Entwickeluig der Reihe 
bei einem beliebigen Gliede steheri zu bleiben und 


den Wertli des Restes der Reihe’zu schätzen: [Die 


Schwierigkeit, welche Lagrange von dieser Me= 


thode anführi, lässt sich BIERRNN ‚Setzt man 
nemlich; wie oben; | 
fe = A+ Bar Cat + Dal... u 
und hierin x + k stait x, sö erhält man 
 fae+rh= —— MEHRERE + Ca+M* +Dieet, m 
Kia 


I 


1 


\ 


100° 0, 0.0.34 | | N 


fix ö A) nn A+ Bx + Cx2 + Das + Ea*.... 
 +kB+2Cx+3Dx’+4E23.... 


\ en +—(@C+32 Dx+4.5E2?...) 


k3 
+ we. + " ak...) 
an E .) 


zu walk Erboteh lien nichts weiter = n bir 


nomische Lehrsatz für ganze positive Exponenten 


nöthig ist. \ 


Die zweite Reihe rechterhand wird, wie leicht 
.zu sehen, aus der ersten eben so‘ gefunden, wie 
‚die dritte aus der zweiten, die vierte aus der drit- 
ten u..s. w.'nemlich so, dass man den Exponen- 
ten von x, in jedem Gliede, aJlemal um Eins ver- 


‚mindert und damit multiplieirt. Bezeichnet man 


also. diese Operation, z. B. um von der ersten 
dfz 
auf die zweite Reihe zu kommen, ER I 


so muss man die Operation, um von der zweiten 


auf die BERN zu kommen, durch Le U.5. We 


‚bezeichnen und es ist 





farhmfürk Er IL 1 dife We 


2 dx 235 dx? 


‚ Hierin ‘kann man nun z==o und = x setzen, 


so finder man die obige Entwickelung von fx 
nach steigenden Potenzen von x.], 

Diese Aufgabe, eine der interessantesten in der 
Theorie der Reihen, ist noch nicht allgemein auf- 
gelöset worden. Man könnte sie für jede einzelne ge- 


‚gebene Function nach der Methode des ersten Ab- 


x 


schnitts behandeln, würde aber danu nicht zu einer 


35. L\ 2 101 


x % “ a! = 


innen Auflösung fur jede helicige) Funcuon ge: 


langen. | 
Wir wollen die allgemeine Formel. 


fe=fi VIREN EOET | eam.) = 4 wer dafı u; 


(33.) wieder vornehmen und setzen, man wolle bei 


dem ersten Gliede /(«—&z) stehen bleiben. Da alle . 


folgende Glieder mit‘ x Zus sind, so ‚kann 


man setzen 


eo fx = f(a—xz) +xP, 


‘wo P als eine Function- von z zu betrachten, die für‘ 


z== o verschwindet, weil in diesem Fall a 
in fx übergeht. , 

Da diese Gleichung für jeden Werth von z Stait 
finden soll, weil der Werth von z willkurlich ist, so 
findet auch, nach ( 17.) ihre: erste abgeleitete 


Gleichung Statt. Man nehme also die erste Ablei- 


tung nach . z. Dieselbe ist von dem Gliede. f (0— 22), 
df(xz—xz) 


wie leicht zu schen, — 2 Fwo SIE. : 


- dy_ dp d 
= e] denn, wie in (16.) bewiesen ist 2 Fra en a 


wo p eine Function von % und r —— ei is. Wen 


det man, dieses afp= U—UZ an, so erhält man 23 


EEE N er Be 
BP“ de 


= —xund 


Da also ferner fx kein z enthält, so ist die erste, 


nach z. abgeleitete, Gleichung der obigen Gleichung 


Ifze =f@—x2)+xP], 0 A 
. df(& — &2) - 


0m —Xi 


de - 


\ 


10... 0. 55. L = 


wo Et die erste Ableitung von ? noch. z bedeu- 


tet und woraus folgt [wenn man mit & dividirt] 
dp df(&— x2) De 
4: de j 

Man erhält also den Werth von /, wenn man eine 

Function von z sucht, deren erste Ableitung gleich 


| In und die zugleich von der Art ist, dass 

‚sie für z— o verschwindet. Setzt man alsdann in 

diesen Wertiı von P, z= ı, so erhält man 
fx = fox +xP. 


‚Wir wollen zweitens | 
fx = f(@—xz) + a HeZen +2°20 | 
setzen, wo Q eine Function von z ist, die für z—o 

verschwindet. 
| Nimmt man, wie oben, die erste Ableitung nach. 
z, so erhält man die erste abgeleitete Gleichung 





a d on, - „Uf@—x2) RR d’f(x—xz) 
| € ‚. de de? 
d4Q 
u. | 
— Ru x dz’ g: 
wo en und ı Za—x2 nichts anders 
& de? 


als die erste und zweite Ableitung von f x nach x be- 

deuten, in welche nachher z — xz statt x gesetzt 

worden. [Nemlich, die erste Ableitung des erster 

Gliedes der Gleichung rechterhand f(® — x2) 
d S (xx 2 

de 


df(x — x2) 
de 


nach z ist, wie vorhin gefunden, —x - 





} 
diejenige des zweiten Gliedes zz 


L PO 





0) 


b * 


afe—an _ ‚.2f@—22 


ist 7; da 


lich kommt in diesem letzten Gliede zweimal vor, 
einmal vor dem Zeichen f, das anderemal unter 


‚demselben. Von dem Ersten rührt der Theil 


x After, von dem Andern der Theil 


— 1:2 en, her. Diesen letzten findet 


&? 


man ieh, wenn man, weil ee en 
=— „ feed ist, ‚hierin - .d w = 2) state ! 
f Ei setzt. Dieses giebt = 1 e — s 
=—% een, als; weil af) c. 
mit = multiplicirt ist, — 122 fen Die 


erste Ableitung des dritten Gliedes x? Q endlich, 


ist offenbar x? ee Daraus folgt [nemlich, weil. 


sich die beiden ersten Glieder aufheben und. man 
den Rest mit x* dividiren kaun} 


I (2 — 22) u 
z I RR 


so dass man 5. den Werth von Q findet, wenn 
man eine Funclion von z sucht, deren erste Ablei- 





tung den angegebenen Werth von er hat und die 


zugleich für z==o verschwindet, Setzt man alsdann 
z = ı,.50 erhält man 


f® = for FE 4 2Q 


ss 1 10 


.. zZ nem- | 


# 


. Pr nn 
r= 2 
D 5 . a 
= . “ 
- * E . 2 r 


104 0 ee 5 43 


Es sey destteng . Pi use 
5. 0 Ban 
ei f we > +z3R 


EN R eine Farin von z ist, die fur z =e ver- 
schwindet. Man findet, wenn man die erste Ablei- 
tung nach z nimmt, und die Glieder weglässt die ‚sich 
aufheben, 
ns: dR 22 dfl@ — 2) 


» ” ii — . 
a ds 2 de’ 2 











‘ die dritte Ableitung‘ von fx nach ' 


x bedeutet, wenn man darin nachher z<— xz statt 
‘x setzt. 


[Nemlich die erste Ableitung der beiden er- 
sten Glieder reehterhand ist, wie oben, „ e2) 


5 d = x2) 


Pan ag; def@—x2) 


| de er de? . 
leitung des dritten Gliedes ist, erstlich = Rücksicht, 

ur 2 PO E 
auf z ausser dem Zeichen f; PR = 227 
und in Rücksicht auf z 'unter. dem Zeichen 4 
x* g? v .d? f(x — xz) 
en de | 


‚.die Ab- 





wie leicht zu sehen, 


vi? en 


zm— et ; also ist Bas erste Ablei- 


tung ‚der Be . Oiniekung, weil noch ar — 





do A) BR dR 
z .dz- ’ 


oO 


== _„Ya@—az) ,; „Ya—az) ur Er —%2) 
de. Se 


de 


> 


Zu a en 
. defee—nz)_ ae d2fe—ee) dR 
, +22 de Te I ar dl ’ 


Folglich, wenn man weglässt was sich aufhobt Er 

den Rest mit x3 dividirt, rs 
 dR „@ f(x—&2) 

n Ä Be de? \ 

wie oben. z 


Man muss also, um AR zu finden, eine Stamm- 


grösse mit z suchen, deren erste Ableitung den au- . 


hat, und die zugleich für 





dR 
dz 
‚20 verschwindet. ‘Setzt man in diese, Grösse 


gegebenen Werth von 


hernach z = ı, so erhält man . 
h - Er ; . 
we dfox x? d’fox 
fr = Bar Ahead re, I R- 
f: = fox + x Ka War re 
u. 5. W. i . . 
2 z B = ä \ 
Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man 
die F ormel: von (33.) nemlich: . 
dfoxz x” d? fox x yo 


ea T70 dz "7 dx? Aa 123 dx? = 

Die gegenwärtige Rechnung hat den V orzug, dass 
‘sie das Mittel zeigt, die Reste der Reihe zP, x? Q, 
x3R u. s. w. zu finden, wenn man bei dem ersten, 
zweiten etc. Gliede stehen bleiben will, 





(Hier zierst, so wie überall in der ER zeigt 
sich vollends- die Unbestimmtheit und Unzuläng- 
lichkeit der neuen Lagrangischen. Zeichen. Ich 
setze zum Beweise den 33. und 55- Paragraph, 
wörtlich nach der Urschrift, her: | vo 


53. Nous avons vu jusqwici comment on peut 


"trouver directement tous des. termes. du developpe- 


l 


DT 0 Sr 


wine; de la fenction f (+ DD, ‚sulväne les puissan- 
ces de 1; on peut, 'de la meme maniere, d@velop- 
per une ‚fonction quelconque, suivant les puissan- 
ces ascendantes d' une‘ des variables TE daus 
la fonetion. 


% 


En effet, sı on: Base la formule 
' « 3 
en En OR —f'z 4- ir " + etc, 


"pin z et i sont Ans rag IT 
on y peut substituer z—i 4 la place de x, ce 
qui donnera 


fx N + fa—n + = af 0 + etc. 


De plus, on poyrra mettre xz a la place de 5 
et Von aura 


| 222 
fz= fee) +x2f (2<—xz) + — "(a —x2) +etc., 
ob z est une quantite arbitraire quelconque. 


ei fx represente, comme l'on voit, une fonc- 
tion quelconque de x, et f'(<—x2), f'@—x2), 
etc. representent les fonctions primes, secondes, etc. 
de fx, en y substituant x(1—+-2) & la place de x. 
Mais quoique fx ne represente qu’une fonction 
de x relativement & ses fonctions derivees, il est 


. claır quelle peut representer en generalune fonc- 


tion quelconque de x et d’autres quantites quel- 
conques, pourvu que ces quantites y soient regar- 
dees comme constantes dans la formation des 


fonctions derivees f'x, f"x, etc. 


Si dans la formule precedente on fait z== o, 


Teguation devient ideniique fx —=fx, et si on 


“ 


De . er 55. . 407 


fait z=ı, la ‚quantite - 82 S’evanauit; ” 
sorte. que si on denote simplement par fi, f}; „ 
ete, les valeurs des fonstions "fa, f% E ©, ea 
torsque x == 0, on dura 


fx =f+ ef + 2? pr zen. 


 Ainsi, lorsque fx sera une fonetion donnee 
‚de plusieurs variables x, y, ete., ul nd aura Aa 
chercher par les en ‚gendrales, les fonctions 


derivees par rapport a x seul, ei. y faire ensuite 


'xz==o, on aura tous les termes du developpemept 


de la fonction suivant les puissances ascendantes 
de x; et il est clair que les valeurs des quantites 
fi, f", ete., seront. des fonctions de y,etc. sans x, 
toutes derivees de la fonetion primitive, suivant 
une loi dependante de la maniere dont la quan- 
titE x entrera dans cette fonction. 


35. BReprenons done la formule generale trou-. 


vee ci-dessus (art. 33. 3. 4 


Er | 7 
Sfe=fx—xz) +x2f'(0—x2) +—f (x—xz) + etc., 


tr 


et supposons qu'on veuille siarreter au premier 
terme f(x —x2). Comme tous les termes suivans 
sont multiplies par x, nous supposerons 

fx = fe —x2)+%P, 
P etanıt regarde comme une fonction de z, qui 
devra etre nulle lorsque z== 0, pmisqualors 
fe —x2) devient fx. 


Comme cette equation doit avoir hieu, quelle 


que soit la valeur de z, qui est arbitraire, son- 
equation prime, relativement 4a 2, aura done lieu 


a) 


* 


! 


aussi (art. »7.). Om prendra done les fonctions 
primes relativement a cette variable, er il est fa-. | 
cite de voir que la fonction prime du terme 
f(x —xz) sera — xf'(@—x2);, car, on a‘ demon- 
re (art. 16.) que sı > —/fp, p etanı: une fonc- 
‚tion de x, on a, 
| mr fps | 
aifsi en rapportant les fonciions derivees a la 
variable z et faisant p = x—xz, on aura 
p=-zay=m—ıfp=—xf@— x2). 
Donc, & cause que fx ne renferme point z, Fe- 
“quation prime relative a z de l’equation ci-des-. 
sus, ser@ | | 
ie om —rf(a—xz)+xP', | 
: P' etant la fonction prime de P relativemeni a 
2; d’oü lon tire 
— fi (x — x2). 
On aura PR la waleur de P, en cherchant une 
fonction de z donı ‘la fonction prime soit egale 
. 7 f(@—x2), et qui de plus soit telle, qu'elle de- 
vienne nulle lorsque z=o, Cette valeur de P 
ainsi trouvee, si on y fait z=ı, on aua 
a: fe=/f-.+xP. 
| Supposons, en second: lieu, 


Zu fe =fla—x2) + 22f’(x—22) +2 Q, 
| Q etant une fonetion de z, qui devra etre nulle, 
2omme Von voit, lorsque z== 0, | 
Fo En prenant, ‘comme „E- dessus, les fonctions 
primes relativement a 2, or aura cetle equation 
prime _ Azad | a. 
af @-adraf (Baz)—zrzf"l ER Q', 





u. 


erg 


ou les fonctions designees par f,f'.sont les fonc- 


tions primes. et secondes de fx relativement & x, 
= \ \ . 
et dans lesquelles on a mis ensuite 2 — xz pour 


x. On tire de la, en effagant ce gui se detruit, 
| ge = zf'(a—a2); . 
de sorte qu’on aura la valeur de Qen cherehant 
une fonction de,z, dont .la fonction prime ait la 
valeur qw'on vient de trouver pour Q’, er qui 
ait la condition de devenir nulle lorsque zo, 
Si ensuite on fait z=ı, on aura 
a Se =f.+xf. +22Q. BR: 


Soit en troisieme lieu, 


PS 


\ 


Jz = fe) +xzf (0e—x2) + Tefp (a2) +2’, 


R etant une fonction de z, qui s’dvanouisse lors- 


que z==0. On trowvera, en prenant les fonctions' 


' primes relativement ü z, et effagant les termes: qui 
se detruisent mutuellement, 


‚ zZ? m | Ä 
R = —f (2 — x2), 2 


la fonction representee par fi" etant la fonction 
tierce de fx relativement & 
substitution de c—xz a la place de «. 

Il faudra..done, pour avoir la valeur de, R, 
trouver une fonction primitive de z, dont la fonec- 
zion prime soit la valeur precedente de R’, et qui 


Pi 


Fonction etant trouvee, on aura, en faisant z=ı1, 
| > | 77 x’ „ 3 7 
\ 


“et ainsi de suite. 


a x, transformee-par la 


soit telle, quelle sevanouisse lorsque zo. Cette 


110 2 PR: 55» I. 
En continuant ainsi, on aura la PEN de 
Tart. 2, 


fa=f ee Mi 
e 2 u B7 


Mais T analyse precedente a Pavantage de donner 
la manitre d’avoir les restes <P, x? Q, x3R, ete. 
‚de la serie, lorsqw'on veut linterrompre a son pre- 
; mier, second, troisieme, etc. terme. 


Vergleicht man diesen T ext mit der obigen 
Uebersetzung in etwas bestimmtere Zeichen, so wird 
man gestehen müssen, dass der Vortrag des Fer- 
 fassers, für Denjenigen der den Gegenstand nicht 
etwa schon kehnt, beinahe unverständlich ist, und 
dies blos durch die Schuld der unbestimmten Zei- 
chen. Die Grössen, auf welche sich die Ablei- 
tungen ‚beziehen, werden beim Verfasser durch die 
‚Zeichen. auf keine Weise angedeutet. Es sind. 
überall Erläuterungen ‚durch Worte nöthig, die 
aber nicht zureichen. Man kann dergleichen zwar 
zu ‚verstehen glauben: denn es geschieht. zuweilen, 
“ dass man,je allgemeiner einW ort, oder je umfassen- 
‚der die Ansicht des Gegenstandes ist, um so leich- 
ter befriedigt sein zu können glaubt; allein gehe _ 
man auf den Grund und bis zum klaren Verständ- 
iss, so fehlt dieses, und ‚mit der Befriedigung ist 
es grade umgekehrt. Je allgemeiner der Gegen- 
stand ist, je schwieriger sollte man in der Aner- 
kenntniss des Vorgetragenen sein, Mäthematiker 
‚ wie Lagrange kömmen zwar allenfalls auch mie 
den unvollkommensten Zeichen durch, denn sie 
kennen ihren Gegenstand vollkommen, Wer ikre 





"56, L . | Pu ııiı 


uber weniger RE ist jeden Augenblick in Ge- | 
fahr zu irren, wenn die Vorstellungen, um welche“ 
es sich handelt, schwankend sind; und durch Nichss 
wird dieses Uebel in der Analysis mehr befördert, 
als durch ungenaue öder 'unvollkommene Zeis 
chen. Der obige Fall ist einer von denjenigen, 
in welchem deutlich bemerklich ist, dass Zeichen 
keinesweges etwas. Unwesentliches, sondern viel- . 
mehr etwas ungemein Wichtiges sind, ungefähr 
wie die Worte in der Sprache für den Ausdruck 
der Gedänken. Die Zeichen sind die Sprache 
der Analysis und, strenge genommen, der ghn- 
zen Mathematik. Die neuen Lagrangischen Zei- 
chen trifft der Vorwurf der Unbestimmtheit und 
‚der Unzulänglichkeit, obgleich sie allerdings den. 
richtigen Begriff von dem Gegenstande selbst,über- 
all wo sie ihn bestimmt ausdrücken, festhalten 
. und nirgend dine unrichtige Idee erregen. 
‚Der Vorwurf welcher die alten Zeichen trifft, die 
nicht allein weiterhin ebenfalls unzulänglich und 
unbestimmt sind, sondern auch noch obendrein, 
vom ersten Anfang an, unrichtige Ideen er- 
zeugen, ist stärker. Diese alten Zeichen hindern 
obendrein jede klare und elementare Ansicht ih 
res Gegenstandes] | R 


Hierdurch also wäre die Aufgabe analytisch 
aufgelöset. Da man aber die Grössen 2, Q, R 
nur durch die Zurückleitung zu Stammgrössen erhält, 
so bleibt noch eine solche Zurückleitung [Integration 


\ 


Se Rt. | 56. 1, 
nach dem gewöhnlichen Ausdruck) übrig, die ZUu- 
4 ‚weilen schr schwierig, selbst unmöglich sein kann. 
Man kann indessen, wenn man nur die Grösse 
P kennt, daraus alle übrigen durch‘ blosse Ableitung | 
- finden. .Denn vergleicht man die verschiedenen Aus- 
‚driicke von fe, so findet man ; 


ER 


P=2 de zQ. 


. 


[Nemlich mal ist 
fz = fe —x2) + x P, das EEE - 


fx — f(x — x2) + a, ee +22Q, 


ns Eins vom Andern abgezogen und mit x 
1 


x 


‚dividirt, 


Ba ehss 


2 Ba: df(z—xz | 
giebt.) Nun war ap _ den) Man er 


hälßs also, wenn, man ER 





. 


dp 
- ee "P= we 450, and hing 





P—:% 
Ba = —— a 
Pu | a % x 
2? d? f( (2—x2) j 
„Es ist femr Q= — Top +aR 


[nemlich aus - 
fx = fix-22) + +x:Q und 

Y 

Je- =x2) 2232 ea, x3R 


fx = = fte-22) Far 4 


folgt, wenn man Eins vom Adnan ai, und 
durch x? dividirt, 


’ 


— 





vB Ei Be, TE 








re Sr | 
| | do .d: (2 — xz 
und oben war R =: En, also ist 
= EAN, AR, woraus folgt 
2 de! | 
‚ 5 de 
: 0— 3: dz 
Auf dieselbe Weise findet man . P 
dR ' 
.R-- +2 TE = - TG ar 
u ® z 2 
usw nr u = Rn 


Setzt man P==zp, 2 PB Rzır u. 8. W. 
so erhält man . 


€ 


dp. u 
en r=— 29.02, EN 


[remlich Qz= pP dR giebt, wenn man die 


dz 
angenommenen Werthe von P,Q substituirt, 229% 
d dp 5 
=2p—r. :P—2: = —-7-, also 
d 3 
en 


daR 


wie oben. Ferner, Re Q—4: 2 giebt z’r 


|  d(z?o) . | d 
zart Ai slar "echalt ri abi kn har + 


dz are 
es ee 
rm. :,2% | = 
. dz. “ 
wie oben; u. Ss. w.] ee re 


u: a a. = 9783 


u14 Eu ° Fuss 

Man. erhält alis für- fe, wenn man. wieder k an 

die Stelle von xx setzt, 

f& = f(e—k) + kp 
= f@—h) + ‚FEN, 


Ä ig 2 2 en 
fen + LET 4 — Li ud e =>) k’r. 


+ 


ft 


de? 


Kennt man hier den Rest kp, so Ei man alle die 
übrigen Reste k?g, k’r eco, durch. die blosse Ado:- 


leitungs - Operation nach z.= ; [nemlich, weil 
1-7: x, = — 1: 2x etc. war] und. 


ifamt man blos die N nach A, so ist 





d 
g=— = y r=-415, =—4T-& eic. 


[und zwar deshalb, weil z. B. 77 = AR de 
NEE dk __d(zz)\ ., dp 
ist. Dieses gied, weil : ge 


GG | 
= —_ on 2, also IE TA Nun war g= 


d 
_ Bed x, also ist 


dz e 
land > 


Eben sor, su sw] 
Es sey z.B. fi= — wie in (4.), so ist fie—h) 


= - - 
z—k" 





Nimmt man die Ableitungen nach x, 


[kann auch heissen nach za—k=e Lagrange- 


. mimmt die Ableitungen nach x, in welche hernach 
z—kstalt x geseizt wird] so erhält man _ 


N; 


De, an. 7 Ma Fr 5 
eh _ a def) 2 


- etc; 





Bee, .(c—k)2’ de Fi 3 
Nun ist e 
> foren | 
= =. | lee x 
| ee. 


Nimmt mari also die Ableitungen nach CE s6 erhält 
man E# 

__dp_ | ck r= dd, EEE DEM | 
= dk za—h)’ 7, dKT "aka 
Substituirt man Dieses in die obigen Ausdrücke von 
fx und setzt hernach x + A statt x, so erhält man 
; : | i a „2 EL SE | | 
ztyh x 0  w(wH+h 

ER ER 00 
+ k x a t aan 





u. s. w: wie in (4.) 


Essey f£= Y&, so ist f(a— A) :Y (ah); E 
‚und wenn man die Ableitungen nach x [oder 2 
x — k] nimmt), | 


df(c—h) I . d?f(x—k) zur i 
de 2YV (x—k) de 4 vr 1% 
‘ e@Lc, 


Hier ist p - fe-fe=n] ze Vevey 


— Dre, Man erhält; weni hiän die Ablei- 


tungen nacli k nimmt, 
77 @= —h) 1Z CH V@ nl 


Feb 


az F GEHVEHV Zoe 


-\ 


Verbayaryarhevs 


; 116 37.1. ,, we | oo‘ 
LI VersVa—D 


_— re etc. i 


Er 8@— m} [Vz+V(e—%?)] 


Substituirt man dieses in den Ausdruck von ı fx, so- 
erhält man, wenn man noch x + k statt x setzt, 


f 
4 


eu an 

‚VrTET aVeV@rH+ Ver 

a sa. ZRHRERL. = kly(z+k)+3yx] 

vet 3 gryx = SI LaREV 
ey KR? 13 
Fe 2470 save”; 16.0? 


wie in (4.) 
37. 
| Man, kann auch aus dem Ausdruck in (8.) 
fa+W =fxz+kP 


» unmittelbar das Gesetz der Reihe und den Ausdruck 


der Reste finden, wenn man abwechselnd die Ablei- 
tungen nach, £ und nach k nimmt. [Lagrange ish - 
‚ hier gezwungen, die Verschiedenheit der. Be- 
zeichnung der Ableitungen durch ein 'eigenes 
. Zeichen anzudeuten, Die. Ableitungen nach k 


ER "werden dadurch von den Ableitungen nach x un- 


terschieden, dass der Strich an der abgeleiteterz. 
'Grösse, der die Ableitungs - Operation bezeich- 


>» met, jetzt unterhalb, statt wie gewöhnlich oberhalb 


angebracht wird, Dergleichen Hülfsmittel reicher 
richt weit. Denn, kommt eine dritte, vierte U.5.W. 
Grösse vor,nach welcher die Ableitung genommen 


' 0. Pen 
- 


werden soll, so.geräth ı man wegen. der Stelle des 
Strichs offenbar in Verleg genheit.} . 
Man erhält zuerst, er der Ableitung nach z, | 


Aar® — Zunge < 


| [weil nemlich fe +k)= De + kP gesetzt wird, ] So; 


# 


dann erhält man durch die Ableitung nach k, weil 
offenbar die Ableitungen von f(x+-k) nach A und x 
das Nemliche geben, | | 


df(x+Ä4) | dp 
ae 


Es ist also zo: a — Pakzen woraus 





dz 
folgt : | 
de ‚dk 
dp _ ns 


so erbält man, wenn man ‘den, Werth von p sub- 
stituirt, 


fer jernäfa fa + R2Q. 


Man nehme von Neuem die Autungen nach = > und 
k, so erhält man 


EEE — 2 4, Se + Ze 2 und. 
df(e+k) dfesh,, „da 
[> I de 4 akQk 23 


also [wenn man dis PR Ausdrücke von a Fed 





hebt, was übrig bleibt aber ad k dividire] 


BER 1 0 >, SB 


vo, 


.ei ‚nander gleich setzt und weglässt was sich a 


/ 


28 Sach 5, 2% 
ESE , 2 ar 


dx er 
und hierans | 


Q I ER 


el 


d d = 
‚ Setzt, man also, R= il ZZ -T) ‚so erhält man, 


nach der Substitution, 





Sa+hb=fz+k dfx RE. fe 


dz 


Auf dieselbe Weise wurde man, wenn man 
dR AR 
‚8 = MIETE | 


\ 


) setzte, 2 





2 


+43R, 


ko dey K3> d>j 
Kar 2 ar rad 


dx? °'9 
+8 
finden u. Ss. w. 


1 
Fey ee — ai 


x+ 
ı dP:» ı 
an also, dx: ”” 
En dP: 1 


dx = ur, ” 


folglich Q. [reiches 4 





Ferner. | 
de "gar er 3 Ik zaarh)* 
| folglich | 


277 


k 


ı 


1 
% 


a; 


— 22H h) BETEITLE 


dx. TE rt — En 


A| weiches ce [La TE) ie) = an ia Bi) 


‘58, L | 219 5 
Eben 80 Äindet man. | 


seem 
u.5. w. welches wieder die obige Reihe giebt. [Diese‘ 
zweite Methode ist unstreitig kürzer una rn 
cher, als die erste:] 

Für unseren Zweck aber kommt es‘ weniger auf 
die genauen Reste der entwickelten Reihen nach ei- 
nem beliebigen Gliede an, als vielmehr darauf, die 
Grenzen dieser Reste zu finden, um. den Fehler zu 
schätzen, den mati- begeht, wenn man ‚nur einige 
von den Gliedern der Reihe in Rechnung bringt. 


38. 


| Zu diesem Ende stellen wir folgenden allgemei- 
nen. Liehrsatz auf: Wenn die erste Ableitung von 


fs, wie 7 _— ef? , für alle Wertbe von E23 von z ==. 


bis nn wo. 5b >.a, immer positiv ist, so ist. die 
Differenz der Stammgrössen, die jerfen beiden Werthen 
von x entsprechen, nemlich fb— fe, pothwendig 
eine, positive Grösse. | 

"Es ist klar, dass wenn in ‚dem Ausdruck farb 
= fx+kP, in welchem P eine Function yon zund 


Se: 


k ist,, die für km 0, LE giebt (8) Du 


sitiv ist, der Werth von ?P, von k=o an, Ba zu 


irgend einem Werthe von k,den man so klein anneh- ” 


ınen kann, als man. will, immer positiv sein muss. 
In so fern also der Werth der ersten Ableitung . 


d x 2% " ., PR . - 
„— positiv ist, kann man immer für A eine posi- 


’ 


- 120 >. BE.’ u 


tive Grösse annehmen, die kleiri genug ist um die 
Grösse f (+ hy» — fx nothwendig positiv zu ang Ä 


d 8 
[Nemlich, weni en weiches nichts AR PER ist 


ET, für k =o0, positiv ist. so ist 


ET | u an dfz 
"auch notkwendig für ein positives k, k. > oder 


f@ +)— fx positiv. 1 | 
"Wir wollen der Reihe nach statt x die Grössen 
a, Aarhk arzk, a+3k... a + nk setzen, so folgt, 
dass man’immer A positiv und klein genug annehmen 
kaun, um alte die Grössen f(a+Ah)— fa, fla+ek) 
— f(a+ k), fa +3%) — f(ar2k) u s. w. "bis 
| fla + (n+ 1)k)— fla+nk), nothwendig positiv zu -' 


| ‚machen, sobald die Grössen dfa , d (a+ k) 


| da d(a+h) ' 
df(a +2h) „ df(a+nk) Be | 
I (a ps 2h) eLc, bis Alarnk) s positiv sind. 


Also ist auch die Summe der ersten Grössen 
[remlich f(a + h — fa 
+ fta+ek)—f(a + k) 
+ fta+3h—f(a+ 2%) 
Ta +(n+1)k) — f(a+nk)], 
das heisst, die Grösse Sle+(at+ı)k] — fa [alle 
übrigen Glieder _heben sich bei der Summirung 
auf] nothw undig positiv. 


„Nun sey.a+ (nt )kmb, so erhält Am 


ur \ 7 + 1 


Dr ee Br Rt zomen A 
\ 0; ; di 
wendig gene 1st, wenn alle & Grössen Bar N 
ba 2(b—.«a) 


d(a.+ 2) ala + Pe 


‘u. s. w. bis zu 





kann als man will. 


Um so mehr also wird die Grösse r— fa po- 


sitiv sein, wenn es fe fur alle Werthe von z=a, 


his 2b ist, weil ‚sich unter diesen Werthen noth- 


b—a 2 (ba) 
wendig auch diejenigen a, a4 — Eu, ver,“ 


Pt „eo befinden, wo man z so gross anneh- 


men kann, als man will. 


39 


Mit Hülfe dieses Liehrsatzes kann man die Gren- 


73 


e nlb—a)] . © En re “ 
dfla + — | 
Za positiv sind, wo 2 so gross sein 


zei jeder Stammgrösse, deren erste Ableitung: man: 


. kennt, in plus und minus finden. 


Es sey die Stammgrösse Fz gegeben. Ihre er 


ste io Ablgitüng = werde durch 2” Z bezeichnet, 


wo 2 eine gegebene Function von z ist, "M sey der 
grösste und N der kleinste Werth von Z, für alle 
Werthe von z zwischen a und 6, und zwar in dem 
Sinme genommen, dass negative kleinere Grössen grös- 


ser als grössere, und negative grössere Grössen klei- 


ner als kleinere sind; z. B. dass —ı > —2,.—5 


ze 


1.28 | L _ 


> — 7, und eben 50 —2<—ı ist, wie es in der R 


. Natur .der Sache liegt. Auf diese Weise die 
- Grössen M—Z und Z— N immer positiv, von z3=«@ 
bis zb, also auch die Grössen 2” (M — Z) und 
2” (Z— N) [nemlich, weil x selbst positiv sein so]l; 
jedoch entsteht einige Schwierigkeit, wenn man 
für m z.B. einen Bruch annimmt, dessen Nenner 
‚eine grade Zahl ist, z. B. 4, dann kann auch z” 


h negativ sein, obgleich z positiv ist, nemlich —Y2.] 





Macht man also, erstlich, ee =z”(M—2Z), 


so ist, vermöge des obigen Lehrsatzes, fb—fa>o. 
dFz 
dz 





5 war aber 2" Z = 


. Die erste Stammgrösse 


hiervon ist Fz. s. Ven. 2” M ist selche, weil sich 7 


M; n- ı 
nicht verändert, ee [welches in der Zurück- 
Ieitungs -( Integral. ) Rechnung Auue wird, ] 
Also ist 
Ss Martt | 
de True 


[Hier ist wieder eine kleine Schwierigkeit. Die 


Stammgrösse von M2z”" nemlich ist nicht so wohl 


Mt: Mz"t I 
Fe sondern mrı“ + Const., wa die 


Constante. Besonders bestimmt werden muss]. Macht 


man der Reihe nach, z— a. und zb so giebt 





fb—fa>o: - 
mar+ı u Ä Mat: N — 
ET ee 


woraus folgt 


2 3 4 er 59. L “ 103 
a 2. n 

Ki , | . äfz 

Macht man, zweitens, —_- = A "zn, | 


so ist el >o und man ‘findet, wie ee 
f 
wet: | 
her... 


# 


also giebt, wenn man der Reihe nach z=a und 
zb setzt, fb—fa>o, | 





/ m ı r - m+ı 
7 RAS LBERR ee Na. : >0, 


ae Mrd 

woraus folgt F 
2 m ı m+1 

sp. eo a 


m+ı1 


Diese Hana wollen wir nun auf die Gröspen, 
P,Q, R.... in (85-) anwenden. | 


Da diese Grössen als F eine von z betrach- 
tet werden, so seizen wir erstlich ? == Fz und folg- 


| lich = BE A LEN .Es ist also, 








weil man a 72 = "2 needs hat, ‚und hier m. | 





== 0 ist, 


ae df(x—x2) | 
nt, de n | 
Es sey a=o und =, so giebt die Bedin- 
gung, dass P Null sein muss für zo, [nemlich 
wel fe = [(x— 22) +=P (55.) welches für z=ao . 
in f£e=fx +xP übergeht, woraus P=o folgt] 


Fa= o, und Fb ist der Werth von ? fur z=ı. 


Pd 


124 Er 391. - 
Er Sind also nun Mm und N der grösste und der 


kleinste Werth von u, für alle Werthe 


von z, von O bis 1, so ist 

| - e Fb<Mwd >N. 

[Vemlich, weil az=o und m=o ist, welches 

in die obige me Ausdrücke Fb < Fä 

te) a m tt 
.M#+I, m+ı 

gesetzt, Fb < M und Fb > N giebe.] Also sind. 

M. und N zwei Grenzen fur. die Grösse », wenn 

man darin z=ı setzt. 


Man setze zweitens Q == Fz, so erhält man 
Rr- ‚dFz SER Na, 
er lg Free 
also für m= ı, 2 
._. Bf(x— xz) 
| “Zee de? ; 
Es sey abermals a=oundb= ı, so hat man wie- . 
der, wegen der Bedingung dass Q für z=o ver- 
' schwinden muss, Fa==o und Fb gleich dem Wer- 
the von Q,.der z== ı entspricht. 





14 


. Bezeichnen also M, und N, die grössten und 
2 _.;ä | ; 
klemsten Werthe von en für alle Wer- 


'. the ton z=obis z— 1, so erhält man 
| Fi — M und sa: = | | 
so, dass ıM, ‚und u, die u für Q bis zu 


z== ı sind. 
% i ; 
Man setze, drittens, ‚R = Fz, so ist . 


4 


39.6 j 125 


AR _ dB ie ED 
de ds de 





Macht ınan m == 2, 0. bi 1, so findet man 
auf dieselbe Weise, dass wenn M, und N, die’ grössten ' 


| und kleinsten Werthe von ı A bez£ich- 


. nen, von == 0 bis z=1ı,.4M, und 4N, für die 
Grenzen von R, bs uz = ru.s.w .... © 


Nun ist klar, dass wenn man in einer Function 


von 2— xz, der Grösse z 'alle Werthe von o bis'ı 
giebt, die Werthe der Function die nemlichen sind, 


'welche eine gleiche Function von z erhalten würde, . ’ 


wenn man darin der Grösse alle Werthe von u==o 
bis u=x gäbe; denn wenn man — zz = u setzt, 
so giebt z== o, u=x und z= ı, 2 —- 0; und die 
zwischen o und ı liegende WVerthe von z geben die 
zwischen o und x liegenden Werthe von z. Hieraus 


folgt, dass M und N die grössten und kleinsten Werthe 


von =, für alle 'Werthe von z, von u==o bis 
uU sind und dass folglich jeder zw ischen M und 





yı 


N liegende Werth durch af — BURSLach ann fi 


kann, so lange der Werth von z zwischen o und & 


bleibt. Also kann der Werth der Grösse: ‘pP für 





y 
u ‚Surch af ausgedr ückt w erden, wenn ‚u 


zwischen o = x liegt. Eben so kann 2. für 31 


dur urd) — a&fe ausgedrückt werden, wenn z zwi- 


schen o und « liegt, R, für zii ‚ durch - — ar 


7 dus’ 


wenn. u wie 0 und x legt u. 8. w. 


E77 EEE 7 5 


40. | 
Hieraus folgt endlich dieser nene, und wegen sei- 
ner Einfachheit und Allgemeinheit merkwürdige. Lehr- 
satz, dass wennz eine unbekannte ‘Grösse, bezeichnet 
die zwischen o und x liegt, jede Function von x und 
anderen Grössen, nach Potenzen von &-atf folgende 
verschiedene Arten entwiekelt werden kann: 


femfare 





du ’ 
„.dföx.., + fü. 
= farm ta am 


en: a aifor , 2 afü 
'2 de 2.3 du 
Dieses giebt für die Entwickelung von f (22) nach 


Potenzen von z, , 


| d dfz d2 
Gumun6 Sen dr Ele 


‘ denn die FE von f(z+ x) sind no 


. man mag sie nach x oder z nehmen, weil die Zu- 





—= fox+® 


fe N 








nahme von z’-+ x dieselbe bleibt, man mag xz+k 
statt x, oder z + k statt z setzen. [Im Original be- 
zieht, sich die an dieser Stelle gegebene Erläutes 
rung mehr auf die unvollständige Bezeichnung; 
daher selbige wegbleiben konnte} 


| Man erhält also 
| fx+2) =fz + 


a ie ai Apesa) 
= Fa 7 er 77 aa 


d’fz 23 B’leku) 
| =fere at a 


ia +3), oo 


de 
wo. 1 eins unbekannte, zwischen 0’ und! x u 
Grösse bezeichnet. le 


Setzt man x ‚statt z,und A statt %, so erhält aan 


die Entwickelung von f(& + nach Potenzen von. 


x, und man sieht, dass in dieser Entwickelung die 
unendliche Reihe, von irgend einem Gliede an, im- 


mer; dem Werthe ihres ersten Gliedes gleich ist, 
wenn man darin = + K statt setzt, wo Keine 


Grösse zwischen- o und k bedeutet; ‚dass also die 


grössten und kleinsten Werthe dieses Gliedes: für alle . 


Werthe von o bis Ak, die Grenzen des Werths von 


dem Hast der Reihe bis ins Unendliche ‚sind. 


Es sey fz==z”, so erhält man die Entwicke- 
_ lung des Binomiums (z +x)” und es folgt, dass die 


Summe aller Glieder, von einem beliebigen Gliede 


mM. m—ı. mn +1 N 
1.2... 7 


ab gerechnet, zwischen den Grenzen | 


M.M—il.. n—rn+ 1 BER 
1.2... 7 





u 


m.Mm—i..s mn 1 \ Pr ge 


1.2... RR 





liegt. Denn es ist offenbar, dass die. grössten und 


kleinsten Werthe von (z+uJ”-?, (+ z)m-t und zmin 


sind [weil u zwischen o und x liegt]. 
Die Güte der Näherungsmethoden, bei welchen 
man Reihen anwendet, hängt nicht allein von .der 


Convergenz dieser Reihen, sondern auch davon ab, ob | 


mau im Stande ist, den Irrthum zu schätzen, der 


durch Weglassung von Gliedern entsteht; und in die- ie 


sem Betraclit kann man sagen, dass fast alle Nähe- 


_ 
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rungs -Methoden, deren man sich bei der Auflösung 
geometrischer und mechanischer Aufgaben bedient,‘ 
noch sehr unvollkommen sind. ‚Der obige, Lehrsatz 
kann in vielen Fällen zur Vervollkommnung der 

- Näherungs - Methoden dienen, ohne welche oft ihre 

' Anw endung misslich ist. 


In der. neunten Vorlesung über die "ONE NEN 
Rechnung. findet man; eine noch, einfachere Methode, 
die Grenzen des Werths der Entwickelung. einer Func- 
tion auszudrügken, nebst neuen Bemerkungen über die- 
sen Gegenstand. Man sehe auch eine Abhandlung 
von Ampere im 6ten Bande des Journals der ecole 
polytechnique. [Unstreitig‘ ist dieser neue, La- 
grange zugehörige Lehrsatz ungemein wichtig. 
Der obige Vortrag desselben ist aber wohl, ausser 
dass er auch noch schwache Stellen hat, nicht. so 
einfach, wie er für Elemente zu wünschen sein 
möchte, Man sehe deshalb die von Lagrange 
eitirte neunte Vorlesung im zweiten Bande] 





Siebenter 


” 5 u ang, 


Siebenter Abschnitt. 


en 


Von deni Ähleitage: E Gleichungen ai ihrem: 


Nutzen in der Analysis, ‚bei Umformuiig, der 


Funictionen. Allgemeine Theorie, dieser Gle- 
chungen und der darin vorkommenden ml: 
 kürlichen Constanzen: 





- 


a 
‚Bis jetzt haben wir die Ableitungen ı nur, ale Mi, 
tel zur Bildung von Reihen betrachtet. Sie bieten 
aber ausserdem, an sich selbst, ein neues System al- 
gebraischer Operationen dar, und geben Verwandlun- 
gen; die in der Analysis yon grossem Nutzen sind. 
Wir haben in (17.) geselich, dass, wenri eine be«; 
liebige Gleichung zwischen x und y; oder‘ blos. mit: =;: 
für jeden Wertli von-% Stait findet, auch die abge- 
leiteten Gleichungen Statt haben, welche man erhält, ' 
wenri mar die Ableitimgeri der verschiedetien Glieder | 
der gegebenen Gleichung nirtımt; Diese Ableittägs- 
_ Gleichungen , uhd selbst belishige Verbinduligen 
vom ihnen, können &lso ar. die Stelle der Stammglei- 
chung treten, und man erhält dadurch zuweilen Hülfs- 
gleichungen, die leichter aufzulösen sind, als die Stamm- 
nn selbst, | 
- Wir haben die Gleichungen, Weiche inaii erhil, 
wenn mar die erste, zweite,etc. Ableitung aller Glie- 
der der ‚gegebenen Haupt - Gleichutig nimmt, ei'ste, 
zweite etc. “ algeleitete Gleichungen (equations primes, 
AL | reg 


‘ 
Po 
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 secondes etc.) genannt. Wir wollen Aidienigen Glei- 
, chungen, welche entstehen, wenn. man auf, irgend ei- 
ne Weise die Stammgleichung mit ihrer ersten abge- . 
leiteten, oder diese mit der zweiten. abgeleiteten Glei- 
| chung u. s. w. verbindet, Ableitungs- Gleichun- 
gen der ersten, zweiten etc. Ordnung (equa- 
tions derivees du premier ordre, du, second ordre 
etc.) nennen. 

Enthält also ‘die Stammgleichung x und Yy, so 
wird die e -Gleichung der ersten Ordnung 


x, y und —- ‚ die Ableitungs - -Gleichung der zwei- 


4 \ 


2 d d? 
u N SE usw. enthalten. 


42. 


"Wir wollen an. einigen Beispielen dem Nutzen. 
der - Ableitungs - Gleichungen bei ie der , 
Eunetionen zeigen. . 
“ Zuerst ist zu bemerken, dass man, durch die Ver-, 
"bindung einer Function mit ihrer ersten Ableitung, i ir- | 
gend: einen Exponenten wegschaffen. kam. : i 
Es sey z. B. die Gleichung y == ?* gegehen, 
wo X irgend eine. Funetion von = bedeutet, so er- 
« hält man, wenn man die ersten n Ableitungen EN 
nach. (16.) 


dr _ „, dÄX 
dx. = mx” 2a" 
iridirt man. diese: schung torch- die vorige, so 


erhält man m 


d . X se; = } 
Zr = ngE:%,0ie Kent ee 


A z f} 
‘ N 


ER, eine Ablöitinigs-Gleichin ug’ erster Ordnung | 
ist, die die Potenz 'X”* nicht mehr enthält, “und 
Welche also, in dieser Gestalt, zur Thkwickelang des, 


: Wertlies von’ Y In Arie Reihe, ürch die‘ Methods 
der ünbestimintei Coeflicienteh! viel ‚bequemer 4. 


Es sey z. DB, FR 
X a+ bar cz a: 
so selze pr u BE 
— 44 Bes Ca? + Dein 
Nimmt man hiervon die erste Ableitung ,. so. erhik j 
man 
= DR Pe b+ 2027 + un: und 


_—. m DB + 2lz + 3.Daz*.... 
Subsfituirt man nun und nimmt 'äie Glieder, welche, 
gleiche Potenzen vom x enthalten, "züsam men, : so _er- 
hält man | | = 
But 4- [ac In REP + Be E 
+[32D+25C + ER + rt bC)}=® 


Per 0, 


welche Gleichung, weil sie ae sein, das heisit, 
für jeden beliebigen Werth von Statt finden muiss, 
damit der angenommene Ausdruck für y erfüllt werde, 
-80 viele einzelne Gleichungen. giebt, als verschiedene 
Potenzen von x, vorhanden sind. ° Man erhält aus 
diesen einzelnen Gleichungen. | 


- mbA er 
B=-=- u | .. 





2mel} % Gl ı) 23 


CC Su 


ha TE ur 
. s . ji . 


’ 


152 ir 43: L . e . 
zmdÄA + (gm-—ı) eB + N Per 


: D= = 7" etc. 
'Man. findet also Bin die Coefficienten B,cC, D ec 
der Reihe nach, durch Ausdrücke, dereri Gesetz leicht 
sichtbar ist, und die man folglich so weit verfolgen 
kann, als man will. 
Der erste Coeflicient 4 aber bleibt nbestimin: 
_ Man muss, um ihn zu finden, zu der Stammgleichung | 
ym=ä zurückgehen. Macht man, in derselben, 
20, 80 ‚ ertiidt mari auf einer Seite A= «; auf 


der agdern = 4, so Aa”. 


Eben so kann man durch die Ableitungs - Ope- 


| ration, Logarithmen, Exponential - -Grössen, Sinus und 
Cosinus wegschaffen. 


| ‚Es ey „B.y= Bun 10 it die erste Ablei- 
dX 


ie E:  E ——- a. — o. [Nemlich 


yalogX Pe Pa = TE X, woraus x 


| m == 0 folst] Wäre yzeH, so > erkiclte man 


ö En a BB: y= eX giebt 
=e x 5 =, , woraus us 7 _y SE feige] 
- Um Sinus und Cosinns wegzuschaffen, muss man bis 
zur zweiten‘ Ordnung gehen. 





Es sey z. B y=sinÄ, wo X, wie immer, 
eine beliebige Function von x bedeutet, so erhält man, 


- wenn man die ersten Ableitungen nimmt, nach ( 14.) 


45: Lo an 2 135 


- RT I 


nnd,’ wenn man diese Gleichung von neuem ableitet, 
+ = -_— cs X (2 2 in. 

Eliminirt man zwischen diesen drei Gleichungen sin. 
und cos X, so erhält man folgende Are Giei-, 
chung zweiter Ordnung .. 
‚dX dey -deX Ay, ax u: 

dx da: , da? dz rs 
worin keine transeendente Aline ehr vorkommt. 
ENemlich die erste Gleichung giebt 


Er 


die zweite giebe 








dX dy __ X. mx 
dx? dx 00: KG de! 


die. dritte giebt 
dX d2y d?2X dX 
nr) 5. 


Zieht man von der zweiten die Summe der beiden 
ersten ab, so erhält man, wie oben, 

’dX day, dX Tr dX —)' 

de" dar dar de +) - Du | 
Man findet‘ die nemliche ER , wenn man Y 
=='.cosÄ. setzt. | 


Macht man hier für X und y, ähnliche Substi- | 
tutionen, wie oben in (42.), vergleicht die Glieder nach 
Potenzen yon x, und setzt jedesmal die Summe 'al-, 
ler derjenigen, die gleiche Potenzen von = enthalten, 
| Si so erhält. manı eben so viele einzelne Gleichun- 


Ä 
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gen, als Potenzen yon z vorhanden sind, ds 
Gleichungen dann zur Bestimmung der willkürlichen 
Coefhienigp,in dem, füry. angenommenen Ausdruck 
dienen, und zwar jedes Coeflicienten durch die bei- 
den vorhergehenden. Die beiden ersten Coeflicien- 

‚ten bleiben unbestimmt. Mah findet sie, wenn man-i j 
die Stammgleichung, und ; in die ersie abgeleitete Glei- 
chung, 2 = 0 setz. Die Gleichung %3=sin‘X a 


auf diese Weise A — sina, und .die Gleichung = 





— — cos x, giebt B= b egsa. E 

[Hier, wo zuerst Gleichungen EEE Ab- 
leitungen yorkommen , y UE @5: nöthig, wieder- 
holt zu erinnern, dass man Zeichen, wie d %, 


dy. ebc, nicht etwa durch Hupe wegschafe 


| dX d: 
fen’und also 28. die Die Gleichung. Z— 7 Ta 
nt Ir +( ) y=o, BEAT etwq,50:: “Ede 


— 42 Xayıı + an. Yo, schreien kann. Dieses 
geschieht zwar bei der gewöhnlichen Beha ndlung des 
Differential- Caluls, allein eine so ‚geschriebene 
Gleichung hat keinen Sinn. ‚Die Multiplication 
‚wäre, nur erlauöt,. wenn. da, d y-etc. wirkliche 
| Crössen wären, wofür man sie Freilich nach der 
gewöhnlichen Asicht nimmt, Allein da sie dies 
nicht sind, sa findet auch die Multiplication nicht 


-. dX dy dy 


Statt. ur da £ az’ = —_ und dergleichen, a 


wirkliche Grö össen, und zwar sind. IH und dr: 
‚da, de, 


dig, Goefficienten zu: k in, Ai Bruwichelungen ARP: 


-.7 256 


En 
[2 
nn: 


Xu fx und y= fa; wenn man darin nET see 
2 : - . N", u 
x setzt, SH ist der zweite ‚Coeffieiene in der * 


Entwiekelung vony;j.du, dy etc, sind nicht GHös- 
sen, sondern nur Theile eines Zeichens. Das 
dx ise von dem dA, oder. von dem dy eben ®o 


unzertrennlich,, wie z.B: das d.von dem X und 


dem y. So wenig das d allein: eine Grösse be. 


deutet, mit der man etwa dividiren- könnte, um 
. sie wegzuschaffen; so wenig bedeutet dx eine Grösse, ! 


mit der man rn multiplieiren könnte. Freilich sind 
dX dy EX 

Zeichen: wie ar Taiger nicht alleın we 

gen Ihrer Zusammerigesetzheit und‘ Weitläiftig- 

Reit, sondern noch’ mehr deshalb, weil sie unrichtige 


Begriffe von der Entstehung der bezeichneten Grös- 
d? X rn H \ 


Porn in Jon a BI: a 2 SEE 
sen befördern, indem z.B. die Grösse pr oder en: 








keingsweges durch irgend. eine Division entsteht, 
zum Ausdruck von sehr bestimmten Grössen wes 
nig geschickt, ‚Es bleibt indessen, so „lange man Ä 
are hergebrachten Forrhenr festhalten. will, nichts. 
anders übrig, als sich dieser Zeichen zu bedienen. 
Die Zeichen können, wenn man über ihre Schwer- 
Fälligkeit und’ Unpasslichkeit hinwegsieht‘, so' weil 
- sie zureichen, bleiben,‘ Aber der unrichtige Be= 


| gr), °F, den man damit, nach der gewöhnlichen Are \ 


‚sicht, verbindet und zwar insbesondere, dass sich di, 
"dy .... von dem Uebrigen trennen: lassen, darf nicht 
bleiben. Dergleichen Unrichtigkeiten wegzuschaf- 
fen, ist der Zweck dieser Arbeit Lagrange’s. 


Die oben erwähnten Zeichen des Uebersetzers, sind | 


% 


236 u - 1. 


der. Schwigrigkeit der. alten eg Be untär- | 
-worfen. Hier i ist in A, 5 Yr a etc, — = “ 
nur. ein. einziges ‚Zeichen und Niemanden wird es 
“einfallen, mit. x, x*. etc. multipliciren zu.wollen, 
damit d allein übrig bleibe‘, welches vielmehr Je- 

dermann für ein blosses Zeichen, und nicht de 
eine. (rdise un 


44 
Die gefimdene Ableitungs - Gleichung Zweiter 
| ‚Ordnung kann nicht allein zur Entwickelung von 
"sin x und cos x in Reihen, sondern auch Zur Um- 
förmung ihrer Werthe mittelst Boponenenl Grög- 
sen dienen. 

* Man setze‘ zu dem Ende. y=e”, wo e die Zahl 
bedentet, deren natürlicher Logarithme ı ist (ı2.), 
Y" aber. .eine unbestimmte Function von x. Nimmt 
van die erste und zweite Ableitung, so. erhält man - 


| mel, =-[( DE = 


‚Setzt man diese Ausdrücke in die. obige Gleichung 


[43.],, se erhält man, BarbR mit eF dividirt 
worden, 


ae 2) 
dx? dx at m 

| Diet Gleichung lässt sich genug ac, wenn man. | 

| | dr = _dX. | 

dez ar Fe f 


setzt, wo m ein constanter Coeflicient ist, _ welches 


t 


r 4,6’ | 0,837 


ir =m nn 3, giebt. Subsiitairt man diese Aus. 


drücke, so acht de Gleichung in folgende über: 
a + m’) (2) - =o, 


REN Burn: erkälk ey SE P „( =) ) 


2X Ä 
met ©) =.0, oder, weil das 


erste und dritte Glied sich aufheben, ( 4" 
== o], woraus folgt 








.... 


ıtmt=o, also m=V-ı 


P.% 
Es ist also Fa — V — ı, und hieraus, wenn 


man zur Stammgleichung zurückgeht, 
= XV-—-ıro, | 
wo. a@ eine ic Monmaule ist. Also ist | [% 
wenn, der Kürze wegen, e — A Br 
Man erhält also e: PR Ä DER zE 
y—4d | 
und da die Wurzelgrösse V- —ı ke nnd negativ 
zamnı on kann, mit demselben Rechte, a 


| wenn B eine andere willkurliche Constante bedeutet, 
Es ‚ist leicht zu sehen, dass jeder. dieser Werthe 
von y der Gleichung 


 dX day mx dy 
dx 'dı? da de * + d- ; 


Ban 732 
genugtbut, desgleichen Fa ihre Sanıye, vi die 
G T_ und lin 

rössen, I ra un . nur in lineärer : Form 


vorkommen. eg => also dllgemein \ 
ort Be SE vi 





ee Aa 


wo A wnd 2 wieder, wie oben, zwei unbestisunte 


Coeflicientien sind. 


nr 


* Dieser Ausdruck von Y bezeichnet eben sowohl 


sin A“ als cos X. Der Unterschied liegt _ blos in 
dau Constanten A und B, die- durch Vergleichung 


der Werthe von y und , für irgend einen Werth 


 von'Ä bestimmt werden müssen. Da nun sin X 
Null ist für X’ 0, vermöge der Natur der Sinus, : 
so mus 4+ 3 = 0 sein, [und zwar, weil für 

x f 
X 0, EV under IV ‚ beide ı sind). 
. Ferner ist. r— cos X, —— , folglich ist, weil der 
| | ri Be dx zw, 
ae 


— B ae Vy—ı giebt, 2 


‘ gefundene Ausdruck für d' 


cosX— (dervmı_ | Bertv-', V- Pe 


für Are ist 005 X — 1, also 4-BY—ı=ı. e 





Diese heiden Gleiehungen- geben A— 


B 
BE GL also: endlich 
s Kr | me 


Am j 
sin | E ern : - 
und auf die nemliche. Weise 


ı : 
— und 
2 j 


2Y— 





# 


ee 1:70 Ge}. 


VER Ari —Xy-ı 
cos Ä — = = 





Ä 2 er 

' welches die bekannten Ausdrücke sind, die wir ‘schon 
"auf einem anderen 'Wege, in (22.), gefunden haben. 
[Diese Rechnung . dient, nicht. sowohl die dus 
drücke mit unmöglichen Exponential-Grössen für 


‚sin X und cos Ä aus der obigen Ableitungs- Glei- 


chung zweiter Ordnung zu finden, als vielmehr, 
_ nachzuweisen, dass : die Ausdrücke, wenn man 
sie schon ‚kenmix: wirklich. sinÄX und cosXÄ bedeu- 
_ ten, und zwar dadurch, dass sie,und sin X und cosX, 


einer und derselben Ableitungs- Gleichung zweiter 


Ordnung entsprechen. Denn es ist nicht bewiesen, 
dass der besagten Ableitungs - Gleichung nicht 
euch noch durch andere Functionen von x genug 


gethan werden. kann. FYüäre letzteres der Fall, so, 


wäre es blosses Ungefähr, dass man darunter 
‚grade diejenigen Functionen gewählt hätte, wel- 

che sin X und cos X durch. unmöglighe u 
tial- Grössen ausdrücken, ] 


_ 


In den obigem Beispielen haben wir die. Ablei- 


tungs-Gleichung gesucht, und hernach aus dieser Glei- 


chung die Stammgrösse y gefünden, Der. letzte Theil 
dieser Operation ist, wie man sieht, die Umkehrung der- 
jenigem, durch welehe man von.der Stammgrössezu ihren 
' Ableitungen gelaygt. [Sie ist das, was man gewöhnlich 
Integration, nennt.) Sie ist immer durch Reihen aus- 


führbar, wenn. man, wie wir oben lehrten, Reihen mit . | 
| “urgetinmian, nn annimanit, und die einzel- - 


45. ee 
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Be Gleichungen für die verschiedenen Potenzen von x 
aufstell. Man findet auf: diese Weise die Coeflicien- 
‚ken, einen derch.den.andern, und hat öfters den Vor- 
'theil, ' dass sich das allgemeine Gesetz ‚für die. Ab- 
‚häugigkeit der Coefßeienten zeigt. [In der That ist 
diese. Methode. zu der sogenannten. Integration 
durch Reihen vielfältig anwendbar. Es sey z.B, 
ji dz  YVıa—at) ’: 2 
gegeben, so nehme man die zweite EETB 
„‚dıy 2a 
z” — — — or man die erste 

der x (yV _ N 
durch die zweite, so erhält max 
\ "d2y ‚dy“ 2x3 
dx? deze” ı1—ı*t 
Hat man nun y=za+ßxz trat r+ört.. ge- 
setzt, so iSt 


z—ert(ı »rt + Hr.) 





IC. ARE 
da = Arayarsdan.. 


= 27 ehe, 


Substituirt man dieses in die WOrBe, Gleichung, 
so erhält man. 
2y +3.20x.... 

B+ar2 +30... 
‚oder 

27 #5. BÖLL au were (+ DIE 
woraus sich die Coefficienten P, Y.... finden las- 
sen, so, dass man also y erhält, das Inte- 
_ 1 u, dy . dy 
VYH—2H5 e Statt 15: Ar 73 


= —2r7°(1+ 2% are 


' gral von 








% 
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ZU dividiren, hätte man auch.nur die Wurzelgrö: sse ” 


wegschaffen können, worauf . es nur ankommt 


e | 
z.B, man hätte die Kap, d n ; e dy ) fu 





1.4 0.08. 

| mc, 
aufstellen können, welche ER char, 
rational sind, es \ 4 Br 


283, oder die Gleichüng ©3 73 





N so ist ru 


Es sey — E=-- pr 


x log: x? 





welches (7 FE an 7 ud BEN Also, wenn '- 


man, wie oben, ya + As; +yali.. setzt, 


) 2 2 
res = IR, _ Se — x, oder 

+ 272 +35022..)? = — xl) +3. Rn 
woraus sich die Coefficienten ß,y.... finden lassen. 

Es giebt bekanntlich‘ Methoden; die Gestalt 
der Reihen mit unbestimmten Coefficienten, die 
znan RERRIR, im Voraus zu erkennen, so dass es 
nicht nöthig ist, etwa Coeffieienien einzuführen, die 
hernach verschwinden, Diese Integrations-Methode 
istbesonders da von Nutzen,woW: urzelgrössen oder. 
transcendente Grössen die Zurückleitung erschwe- 
ren, weil diese Grössen allemal in den abgeleite- 
ten Gleichungen ebenfalls vorkommen und folg- 
lich, wenn man die abgeleiteten Gleichungen. mit 


den gegebenen werbindet, weggeschafft werden‘ 


können.] 


. „Man kann aber auch die Coefficienten unmittel- 
bar durch die Methode von (33. :etc,) finden. . Denn. 
Ä ART 


suchen, und darin x —= 0 setze; sö erhält mär all: 
gemein: ; | 


BER REHE | ER x d2fox 
a ee et: 
Man erhält diese Reihe, werh Are in die allge 
meine Entwickelung von fx +) —fx + kdfz 
+ fa... .,„ zmmound k=x setzt) Dieser 


Ausdruck hat das Gute, dass er zeigt, warum alle- - 
mal Coeffieienten, wie oben geschahe, unbestimmt 
bleiben. Wollte man nemlich y durch eine Ablei- 
tungs- Gleichung erster Ordnung suchen, so würde 
diese Gleichung den Werth von Y mxundy - 
geben. Daraus würde man eme'Gleichuäg der zwe® 





Aa rd en Sur 
w Ordnung mit 7 ni rt ymd x, eine 
TE: | FL A A 
Altng der dritten Ordnung mit das Sr Fr a > 
ond x us. w. finden, so dass man, wenn man all- 
mälig die durch diese Gleichungen bestimmten Wer- ° 


?y 
“the von sL, ie in obige Gleichungen substituirte, 


e dy dy dy 

N az dx | 

drückt, erhielte. Machte man’ nun Zn so efhielte 
| 3 

man on LE .... dureh efeoz 

ausgedrückt, welches unbestimmt bliebe. | 


.;, durch x und y ausge- 





Eben so, wenn man die Beitimmung von y von 
einer "Ableitüngs- Gleichung zweiter Ordnung‘, zwi- 


7 
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schen z, y, 4 und ei “ abhängig" machte, er- 
hielte man nd allmälig, eine Ableitungs + Gleichun g 
d BR. da Ay diy 

dx dat . er 





dritter en Anischen w,f, 


ws. w. und nich det Siheietio erhilte za Er 


2 “in ey und Br ausgedrückt, so wenn - 
d2 3 
man zo setzte, die Werthe von Fe, Sße, 


defon durch fox and ELSE amgeitäckt wir 


den, welche beide Grössen unbestimmt blieben u, 8. w;, 





Ginge man also von einer Ableitungss- Gleichung 
erster Ordnung aus, so bliebe eine Grösse fox un- 


bestimmt. Ginge man von einer Gleichung zweiter 


Ordnung aus, so blieben zwei. Gzömeh ER und 


fox unbestimmt us w. und zwar sind diese ' 


dz 2 


Grössen. Constanten, weil sie die Werthe von. ”7 =, - 


ey: 


Ferch für 2==o ausdrücken: [Es giebe bekannt= 


lich noch viele andere Miztel, durch Reihen zu in 


; tegriren, welche alle mehr oder weniger auf. der 
allgemeinen: Entwickelungs-Reihe von fe+h) be 


ruhen. Man sehe über diesen Gegenstand eine 


‚Abhandlung: des Uebersetzers, in: dessen Sammlung’ 


mathematischer Abhandlungen, Berlin Bei, Mau 


rer, 1821. 1. Band. S. 218,. seq. wo dreizehn ver= 
schiedene" allgemeine Integrations- Methoden ZU- 
N art 


\ 


} 
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Obgleich eher: Schluss auf die Theorie der Rei: 
hen gegründet jst, so ist es doch leicht, sich zu über- 
zeugen, dass er immer Statt findet, was auch y sey, 

weil man: einen Reihen - Ausdruck immer als die. 
Entwickelung eines endlichen Ausdrucks betrachten 
kann. Da indessen dieser Umstand den Ableitungs- 
Gleichungen zwischen zwei veränderlichen. Grössen, 
eigenthümlich ist, so ist es nöthig, ihn aus der Natur 
dieser Gleichungen selbst, herzuleiten: 

Wir wollen also allgemein die Gleichung F (x; y) 


[= u] = =o0 | zwei veränderlichen Grössen 


nehmen und durch Ze —— o ihre erste, . durch, 
.d?u | 
dx? 
"bezeichnen, wobei & und y zugleich als "Veränderlich 
‚betrachtet werden. LLagrange schreibt F(xy)‘, 
F(xzy)"” etc. Mit den alten Zeichen lässt sich dies 
nicht wohl anders ausdrücken, als wenn man 


dEez, oder, der Kürze wegen, en 


dem mar Fxy — = u setzt, Dass die Ableitung 
nur nach einer .der beiden Grössen x und y ge- 
nommen werden kann, ist klar, weil; vermöge 
der gegebenen Gleichung Fxy == 0, die.eihe 
Grösse ‚allemal von der andern abhängt. In den 
Zeichen des Uebersetzers heissen die Gleichungen: 


ray=o, Saale ==.o0 ee, oder Zum == 6, 


ai da | TRUE 
zimo ete.] r .. mögen nun beliebige, 





==0 ihre zweite abgeleitete a wswWw 


schreibt, in- 








\ _ ‘ 


ırl 


in der Function F 2y enthaltene Constanten bedeu- i 
ten, so werden diese Uonstanten auch in, den abge- 
leiteten Gleichungen vorkommen, Da nun die Glei- 
chungen u==o und Se ==o zugleich Statt Enden, 


so kann man eine Mr a inisiren: Die ent- 
stehende Gleichung wird eine REN: -Gleichung 


‚ erster Ordnung. zwischen x, y und ar ‚sein, die ei- 


ne Constante weniger, als die Stammgleichung ent- = 


hält, und die mit der Stammgleichung zugleich Statt 
findet. Eben so werden die drei Gleichungen um=o 


| du _ =ound Zi- o, zugleich Statt finden. Man 


dx 
. kann zwischen De zwei Constanten wegschaf- 
fen; die entstehende Fr wird zweiter Drd- 


N x, Y 127 und SL, und wird zwei 


Constanten weniger, als die Stammgleichung, mit wel- 
cher sie zugleich Statt findet, enthalten u. s. w.- 


Da also bei einer Gleichung. mit zwei ie 
lichen Grössen die Ableitungs-Gleiehung der ersten 
Ordnung eine, die ‚der zweiten Ordnung zwei Con- 
stanten u.s, w. weniger, als die Stammgleichung ent- 
halten kann, so folgt umgekehrt, dass die Stammglei- 
-chuug einer. gegebenen Ableitungs-Gleichung. ersten 
Ordnung eine, zweiter Ordnung zwei Constanten 
u. s. w. mehr enthalten muss, [kann] als letztere. | 
Die Constanten sind willkürlich und es ist klar, dass die 
Stammgleichung nie, mehr als diese Zahl von willkür- 
lichen Constanten enthalten kann, weil man die Con- 
stenlen sonst durch die ‚Ableitungs-Gleichungen nicht 

Ge | ; L ı0 } 


' . alle wegschaffen könnte. [FF Al" nur das: letztere 
folgt, nichr dass die FUNDRDER nathwendig zwei 
‘,Constanten enthalten milsse.] | 
- Hat, man also‘ zur “Bestimmung einer Funsion 
nichts weiter, als eine Ableitungs - Gleichung der er- | 
sten, zweiten Ordnung etc. so enthält die Statnmplei- | 
hung, in ihrer ganzen Allgemeinheit, eine, zwei Con- 
stanten etc, nach der Ordnung der Gleichung. Man 
“findet die Constanten für einzelne bestimmte Wer- 
the der Function, oder ihrer Ableitungen. | 
Findet man. also, auf irgend einem Wege, eine 
" Gleichung zwischen x und y, die einer gegebenen 
‚Gleichung von einer beliebigen Ordnung genug thut, 
s und die so viele willkürlichen Constanten, als der 
Zeiger der Ordnung Einheiten, enthält, so ist diese 
Gleichung die „Stammgleichung der gegebenen Ab- 
leitungs-Gleichung und kann überall, statt ihrer, in 
Rechnung gebracht werden. [La gran ge vermei- 
..det überallein Zeichen ‚für die Stammgleichung ; und 
für die Zurückleitung‘ (Integration). Ein, seinen 
Ableitungs - Zeichen analoges, Zeichen dürfte 
‚, auch unbequem sein. Die alte Bezeichnungs- Art 
bedient sich eines / oder $, allein dies ist 
grade der Ort, wo die alten Zeichen am meisten 
Ä inconsequent und auch am meisten unzureichend 
sind. Wenn es nemlich erlaubt ist, ein anderes 
Zeichen als d für die Zurückleitung zu setzen, so 


D 
- 


. on. en 


mn Be 
ist es auch, vergleichsweise, erlaubt, für—, ein an- 
! x" .. 


deres Zeichen als x”° zusetzen, obgleich man x» 
“ durch x* bezeichnet hat; denn, ganz analog. wie 
es sich mit x? und x”* verhält, verhält es sich 


Yun 1 | j al 
‚auch: mie day und /fy. Da man es nun gewiss 
"inconseqüent finden würde, nicht x-2 zu schreiben, 
wenn man x* schrieb, so muss man es auch noth- 
wendig inconsequent finden, nicht d-: °y.2u schrei= 
ben, wenn man einmal d?y schrieb, Deshalb 
schreibt der Üebersetzer nie, fy oder /fy ete. son= 





dern d-1y ‚dry oder Y er 


zeichnet werden muss, welche Grössen unabhängig | 


— 





veränderlich sind, z.B. x, 7 ey y oder el 
Er eic, und er glaubt, so schreiben zu mise = 
sen, weil hier Zar keine Wahl weiter Scan fin 
det, indem die Operation, die bezeichnet werden 
"soll, die nemliche ist, blos mit dem Unterschiede, 
dass sie den Rückweg nimmt. So’ inconseguent 
‚Ferner dies / ist, so 'unzulänglich ist. es auch; 
denn die Grösse x, z. B. vermag das "Zeichen. 
gar nicht mit anzudeüuten und man muss ‚sich - 


mit W: orten Ed 
Bear 5 


| Statt aus den drei Gleichungen u = o, gs 
zu = o, die beiden Constanten ı a und 5b auf ein- 
mal zu eliminiren, Kal inan nur eine den Coinsiana 
ten @ und b; zwischen, den ersten beiden Gleichun- 
gen, wögbthaffen. Dadurch erhält ‚man. zwei ;Glei- 
| chungen dei ersten Ordnung, deren eine nur noch 
die Constante z; die andere nur die Constänte 5 ent- 


y und wenn be= iR; 


halt. Schafft ‘man. hierauf, aus jeder dieser beiden  ° 


RER die Constante a oder 65; ‚mit Hülfe der 


N ne 179 
z eye 
’ FERN ES a. 
5 * 2 
n z \ E 
u. # 4 - 
‘ 
x . 


vias 2 Wu 


von ihr genommenen ersten abgeleiteten Gleichung, 

weg, so erhält man zwei ‚Gleichungen der. zweiten 
' Ordnung ohne a und 5, die mit der Gleichung: zwei- - 

ter Ordnung übereinkommen müssen „ welche'.dureh 


die Elimination der beiden Constanten zwischen den 
m d Gl ichungen u EN ig und’ Ta = 
! drei Gleichunge == 0, dz 22 —y\ 





entsteht, weil der Werth von =, den diese Glei 
chung der zweiten Ordnung ee und der 1 in E3 
y und -, ohne @ und 2, ausgedrückt ist, nur im- 


mer der namliche sein kan auf welche Weise man 
- ihn auch aus der Stammgleichung finden mag. 


Daraus folgt, dass eine Gleichung zweiter Ord- 
nung von zwei verschiedenen Ableitungs- Gleichungen 
‚der ersten Ordnung abhängt, deren jede eine > will 
kürliche Constante mehr enthält. | 
... Auf.dieselbe ‚Art lässt sich VAREN ee eine 
Gleichung der dritten Ordnung von drei verschiede- 

““ nen Ableitungs - Gleichungen der zweiten Ordnung 
abhängt, deren jede eine willkürliche Constante mehr 
enthält u. 5 w. 


Zugleich sieht man, ds man, wen man u’ei- 
ner gegebenen Ableitungs-Gleichung zweiter Ord- 
nung, zwei Ableitungs-Gleichungen erster Ordnung, 
die ihr beide genugthun, und die jede eine willkürli- 
che 'Constante @ oder 5 mehr enthalten, gefunden 
hat, aus diesen beiden Gleichungen unmittelbar die 
Stammgleichung finden kann; denn es ist alsdantı 


u nichts weiter mehr nöthig, als die Grösse 5: zwi- 


2 
’ 


ERRET 
ya Er 48. I. 0.000149 
schen den beiden Gleichungen erster PER zu 
eliminiren, um eine Gleichung zwischen x und ymit 
zwei willkürlichen Constanten @ und 5 zu erhalten. 
'* Eben so verhält es. sich mit den Ableitungs-. 
Gleichungen dritter Ordnung. Findet man drei Glei- 
chungen der zweiten Ordnung, deren jede der gege- 
benen ‚Ableitungs - Gleichung dritter Ordnung ge-. 


nugthut, und die die willkürlichen EN a,.b,e 
I 2 





enthalten, so. erhält man, wenn man) =. und 


zwischen den drei Gleichungen eliminirt, eine Gi 
chung zwischen x, y und a, 5b, c, die folglich die 
Stammgleichung der gegebenen Gleichung. ist u. 5. w. 


48 


Findet man aber für eine Gleichung zweiter Ord- 
nung, zwei Gleichungen erster Ordnung, von welchen 

nur eine eine willkürliche Constante enthält, so er- 

hält man, wenn man -S- climinirt, eine Gleichung 
zwischen x und y, in welcher. nur eine willkürliche 

Constante vorkommt, und die also nicht die,vollstän- 
dige Stammgleichung dar gegebenen Ableitungs- Glei- 
chung zweiter Ordnung ist. Gleichwohl entspricht diese | 
Gleichung zwischen x und y den beiden Gleichun- _ 
gen der ersten Ordnung, weil sie der gegebenen Glei- 
öhung zweiter Ordnung genugthut; die von den bei- 
den zugleich abgeleitet ist. Sie kann also als die 
vollständige Stammgleichung derjenigen von den bei- 
den Gleichungen erster- Ordnung betrachtet werden, 
die keine willkürliche Constante enthält. Daraus folgt, 
dass man, wenn eine Ableitungs - Gleichung der 


Y 


det, „nur ‚mit Hülfe der gegebenen, 


LEE + 


\ 


150 “x / AB. 1. - 4 


. i 2 = ar ae d: . x 
_ ersteil Orduumg zwischen. x, y und I ‘gegeben 
-ist,. und man findet daraus, auf irgend- eine Weise, | 


eine Gleichung der zweiten Ordnung, entweder ‚durch 
“ Elimination. einer Constante , oder auf anderem \Vege, 
und ferner, zu dieser Gleichung der zweiten Ordnung, 
auf irgend einem Wege, eine andere Stammgleichung. 


"der ersten Ordnung, mit einer willkürlichen Copstante 
Er d e 
' a, allemal durch \Vegschafflung von iz .. zwischen 


der letzten Gleichung und der gegebenen, ‘eine Glei- 
chung zwischen x und y aufstellen kann, welche die 


.  wällkürliche Constante a enthält, und welche folglich 


die vollständige Stammgleichung der ‚gegebenen ist, 
Eben so lässt sich zeigen, dass, wenn man von 
einer gegebenen Ableitungs-Gleichung erster Ord- 
nung die Ableitungs-Gleichung dritter Ordnung nimmt, 
und alsdann zu dieser eine Stammgleichung zweiter 
Ordnung, in welcher die gegebene Gleichung nicht 
enthalten ist, mit einer willkürlichen Constante fin- 


und 





d?y 
dz*: dz 
" weggeschaff werden dürfen, um eine Gleichung zwi- 
‚schen. x und y zu haben, die eine willkürliche Com 
stante enthält, und die folglich die vollständige Stamm- 
glejchung der. gegebenen ist u. s. Wı 
Alles dieses lässt sich auf Gleichungen höherer 
Ordnung. ausdehnen, und’ es folgt daraus, Achnliches, 
‚Der Gegenstand dieses Abschnitts. ist ausführ- 
licher in ‘der ı0. ı1. und ı2. Vorlesung über die 
Funetionen-Rechnung vorgetragen, wo man auch eine 
vollständige m... der Winkel- -Functionen findet. 


day. 


m HH m ee ee ee ss, ng nn a a nn nn nn 


EU ee ee Te MT EHE, 


. = | 0. = | ET u 
[Man sche auch über die Theorie der Cönstanten 
_ und der Gleichungen, die aus F. erbindung gegebe- 
ner Gleichungen entstehen, die hiervon handelnden 
Abschnitte in dem Versuch .des Uebersetzers über 
die: Rechnung mit veränderlichen Grössen: Göt- 
' tingen, bei Vendehöeck. 1813. 1. ‚Band. $; 306 


bis 373. 1 - 


Achter Abschnitt. 


In welchem die einfachsten Fälle der Zurück- i 
leitung von abgeleiteten Functionen, oder von E 
Ableitungs- Gleichungen erster Orduung, unter- 
sucht werden. Von den lineären- Functionen 
‚ der verschiedenen Ordnungen, und denen, die . 
lineär gemacht wer den können. 


49. nee 
Wenn bg Gleichung erster Ordnung zwischen . 


x, y und 2 gegeben ist, und man kann'sie, m 
irgend. eine Operation, auf 2 Gestalt = o 


- bringen, wo IE die erste Ableitung einer Funetion = 
= fxy. bedeutet; so. erhält man auf der-Stelle die 
. re Aa fzy =u= a, wenn a die willkür- _ 


liche Constante ist. 


f 


dy u | > 
' Zum Beispiel: — =o ei. “| der Stelle 


77 ee ty 

En =” '_.dy i j of 

y==a: Die Gleichung 2,77 =, giebt, durch 

2” dividirt, 2 == 0, wenn ot. woraus La 
x x x. 


folgt, [Die, Uebersetzung dieser Stelle ist, wegen 
der ‚veränderten ‚Zeichen, nicht wörtlich, Das 
Zeichen u kommt im Original nicht vor. Der 
Sinn ist indessen der nemliche.] Dividirt man 


; nemlich die Gleichung [x Tr —y == 0] durch x Y 
| so erhält man Iyi-o, wo die Grössen 
%, y.nicht.mehr mit einander vermengt sind. Nimmt 
man die Stammgrösse von jedem Theile, so erhält man 
logy _ log x nn log a, 

woraus, wie oben, 3 — a, folgt. 

‚Allgemein darf man nur, so bald die‘ gegebene 
Gleichung auf die Gestalt 

S? + - Fy== 0, 

n Be werden kann, wo die Grössen abgesondert 
sind, die Stammgrössen von fx und —— 4 I-Fy 'neh- 


', men, und. die Summe derselben einer u 
' Constante a gleich setzen. Eben so, wenn sich die 
gegebene Gleichung, durch irgend eine an 
‚auf eine ähnliche Form bringen lässt, 


Es sey z. B. die Gleichung 


E=0 


. 41 r 


| 49.5 u. ee, m 
..—. so mache inan Lau woraus y = zu, und 
SE — = Ze + u folgt. [Vemlich weil, vermöge 


der on Gleichung zwischen x und y; Y. von 
+ abhängt. ] Die gegebene Gleichung geht, wenn ı. 


dz 
dieser Ausdruck kann auf 


man dieses substituirt, in = +u=fu über, und 


[YVeil nemlich x Fee, + fa =oöüst, neh: | 


x 


| du 
ches, durch &(u—fu) dividirt, et, =o 


giebt. Dieser Ausdruck ist deshalb zur ‚Zurück- 
N BEPRCeN, als die gegebene Gleichung 


—f (£), weil darin die veränderliehen 
a x und w abgesondert sind.) 

Wäke.die Gleichung y = »f (32) gegeben, so 
nehme man davon, anstatt sie auf die vorige Gleil 
chung zu bringen, [welches -_ würde, weil 


= uf 2 und folglich 2 2=p o) ie) 
die ersten Ableitungen, welches ei 





> 


1.7 Ger "2 7 





% 


-dy af) LT 
FE 


ı : 
4 —=o, 
x 





£ 3 a)- ern ER 
bringen lässt... Macht man I =ı, so geht die | 
"Gleichung in eine der vorigen Art über. [INemlich, | 
= 2y du dfe 
Zu giebt = und Folglich =. + er 


= o, welches inso fern mit der obigen NACRUES 
. du | 


u + ED ==o übereinkommt, als auch ie 





| die veränderlichen Grössen x und u abgesondert 
sind.] Hat man also hiervon eine Stammgleichung 
zwischen z und z% mit einer willkürlichen Constante 
gefunden, das heisst, eine Gleichung zwischen, x und 

| I so.darf man nur Tr, mit Hülfe der gegebenen 

Gleichung, wegschaffen, um eine Gleichung zwischen 

x und y mit einer willkurlichen Constante zu haben, 

_ welche die vollständige Stammgleichung der gegebe- 

nen ist. Diese Methode ist, wie man sieht, eine An- 
wendung der 'Theorie des vorigen Paragraphs. 


R 50. 
| Hierdurch lässt ‚sich, wie man sieht, die Unter- 
‚suchung derStammgrösserpurkt zwei i veränderlichenGrös- 
sen, auf diejenige der Stammgrössen mit einer Verän- 
derlichen bringen. [Jedoch nur in dem Fall, wern 
‚eine Gleichung zwischen den zwei veränderlichen 





5 0.80. bi a 2 
Grössen gegeben ist, wodurch ein Auäruch; der 
dieselben enthält, in einen Ausdruck mit einer Fer- 
änderlichen übergeht .] Da aber zu dieser Verwand- 
lung in der Regel nöthig ist, dass man für x und y 
' andere gegebene veränderliche Grösse 2 und z setzt, 
so ist in Rücksicht dieser Substitution zu bemerken, 
dass, weil u, vermöge der Gleichung zwischen zund 
y, von t abhängt, die beiden Grössen. und y als 
von £ abhängig betrachtet werden können. Hat man ' 
also y=/* gesetzt, so ‚erhalt man, wenn man E$ = 
d = dx dy. 

Ada 
(16.). Betrachtet. man y gradezu als eine ‚Function > 


und y als F unctionen von £ betrachtet, —- 





von x, so ist — = , wie bisher. Um also von 


dieser Hypo zu derjenigen überzugehen, wo 2 und. 


Y Funetionen von £ sind, muss man statt : die 


I: dy dx dy _dz dy Ä 
Grösse _—— 1 —— setzen, (Vei IE "gr" CE se 


de E dt 
war, woraus = 4,4 — 





‚fo Igt. Hier ist 
das Original wieder, der a wegen, beinahe ü 
unverständlich, Es heisst dort, man, müsse Er 


statt y' ‚setzen; also bedeutet der nemliche Strich 
an. dem y, einmal die Ableitung nach t, das an=-, - 
deremal die Ableitung nach x, und der nemliche 
Strich an dem x, die Ableitung nach t. Aus dieser 
Vieldeutigkeit entsteht 0 ffenbar Ferwirrung und 
die Schwierigkeit ist um so ‚grösser, da es hier 
_ grade ins ‚besondere auf den Unterschied der 
” Beziehung der Ableitungen, das heisst, der Bu 


u u R ® . ’ . | 

| 156 " 50. 1 | 
deutung des Serichs ankommt: und nur allein davon 
Rn wird, | 


Hätte man n% 1 Gleichung an = u zu 
BEE so man damit anfangen, u. der- 


r d dx .d: 
selben I = Tr Fzy zu schreiben, [weil & Zn: : 


ar _. geschrieben werden muss, welches 


- e == Fxy, oder I: =-r7 2 Day giebt) 


Hierauf aber würde man statt x, y, = und . = 


ihre Werthe in £, z und I substituiren. 


> 1 x . . .. 
b Eben ‚so, muss man fur Fr die Grösse 
dy 
.d ner a Gr dx dy do»\ 
: dız "de de de. 


(2) sibsthuiren u. 8. w. . [Denn, wenn z. B. 


=, "heisst, so ist ST : Se ==», also 
day, T- ___dy dr 4 ) = dv 
-dı2 de Ar N\dJ/.7 dr 
d 2 
folge au ne ER 
?y .d “ d “f 
er = rk Tr . Setzt man hierin den vor 


A 








| hin gefundenen Werth von 7 ee erhält man 
By "dey — _..dy dx =) 1# 


Ar — dr’ ge ‚der z 
oder | 


| 0. 


ei Gr ne ge) 


RAS: also an die Stelle won E- 1 gesetzt » wer= 


| den muss.] _ 
| Wollte: man in einer Gleichung, in weicher x 
von 7 abhängt, umgekehrt, x als. abhängig von y be- 
’ trachten; so wäre die erste mE von y der Ein: 


heit gleich und iman. FE. Hast 1: I statt 


as E 


» ” 


. Ä 
de 2) statt oz EL am u & Wr, Denn 


wenh y.von'& 2 abhängt, ei man will nun,-umge» 
kehrt, z als von y abhängend so ist 





er, dy E oder ı = —— 2y: y woraus 


dy de" ] da" Fra 
„dx 5; ds 
folge Porer folge au va ‘Ay’ 


q ” +? 
” oder, „ wenn 








en 4 


— SE. Ey.+ KA d?x 
a? \dy da: dy? 
de 

man den We erth von dr ar substiire, 
ha ei en ==. 
o=— 72 . (5) + a ® woraus folgt: 

= - ar id nn 
ern — 7 :(£ 2 PR muss also, sobald, | 

umgekehrt, & nn abhängig. von Y betrachte: wer | 

.. sen wie es im Text .. 1: FE ar Ay, 
- AI. d =’ 


Gr a, statt 2; setzen. 


PN v EUR kommen bei der Zu- 


rückleitung. häufig und. überall vor, wo, statt 
der vorhandenen, beliebige andere veränderli- 


1 ee ie Ä 
nn che ara in a“ gebracht Pa SM sol- 





en, Wäre z. B. a = zya + =*) gegeben, nu 


und man wolltä, um wo möglich die W urzelgrösse 
wegzuschaffen, Y(ı+x?)==t setzen, so wäre nun= 
mehr x, also auch y, von t abhängig. Man müs- 


ste alsoy: dem Obigen zufolge, zunächst T; Er 
en statt SL: serzen,; welches Yu EX ‚xt giebt, Nun 


| "war. tzeYVlı + x®), I ise i on und 
= wat, Bee aaa SL east, welcher Ausdruck _ 
keine Wi urselgrösse mehr enthält, Wäre un 
= _i und man wollte, um den Logarithmen, 
 zlogx 

"wo möglich, wegzuschaffen, log x =! selzen, so 


1 ! | 
wäre zunächst to mu, oder SE 


 dz dz 
-7 EL Nun giebt gem, nr :® 


dx 
ei ns Äste log = =—, Sog- 
log x 


. lich: ist 2 = — welches den serie nicht 


mehr enthält u, s. w. Ausführlicheres findet man 
über das Uebertragen der ‚Abhängigkeit verän- 
derlicher Grössen in dem oben erwähnten Versuch 
‚des Uebersetzers über die Rechnung mit werän-= . 


| | derlichen. Grössen, 1 x 5 ‚878 bis 415.] | 


Uebrigens giebt es ein algelntimen Mittel, die 
. Stammgleichung einer abgeleiteten von beliebiger Ord- 
nung zu finden, welches darin besteht, das erste Glied 
der Gleichung, deren zweites Glied Null ist, mittelst 
eines Multiplicatörs [des sogenannten integrirenden 
Multiplicators] zu einer vollständigen Ableitung zu 
machen. Man findet ih. der dreizehnten Vorlesung 
über die, Functionen - Rechnung einen ‚Beweis der 
Existenz des Multiplicators für alle mögliche Ahlei- 
“tungs- Gleichungen, aber die Ausmittelung desselben 
ist öfters sehr schwierig, weshalb dieses Mittel mehr 
interessant als nützlich ist. [Die Mittel zur allge- 
meinen Zurückleitung der Ableitungs - Gleichun- 
gen sind bekanntlich überhaupt noch sehr unvoll- 
kommen. Man sehe auch über Fälle, in welchen 
Ableitungs - Gleichungen, statt durch Multipli- 
cation, auch durch subtractive Zertheilung | 
integrabel gemacht werden können, einige Bemer- 
kungen im zweiten Bande der Sammlung mathe- 
mätischer Abhandlungen des UBER Seite 


248. ‚seq. ] = | 
. Bm. | 
Was die Zurückleitung der Functionen einer . . | 
seinen veränderlichen Grösse, wie Fz, oder gr ?7 r. 


betrifft, . so kai man, bekanntlich, wenn ı Fx, eine ra- 
_ tionale F unction von x ist, dieselbe allemal in ein- 


zeine Glieder von der Fo orm a", oder Gr", 


. 
ı = FE 
\ 4 
[ 


160 | Tel, _ 


zerlegen, wo m eine ganze positive Zahl, und a+bx 


einen Factor desNenners der Function bedeutet, im Fa} 

sie einen-Nenmmer hat. Die Stammgrösse Fx' ist also 

| „mtr 
mer 





| ans eben so vielen BARON von der Form 


(a+b2) 
md a ———— BG —m) 


; oder log x, wenn m ——ı und 


dftenbe), wenn mz= ı ist, zusammengesetzt, 
Eben so verhält es sich mit der a von 


Zu Fr. (32.) 


"Enthält Fx Irrational-Grössen, sö schafft man sie 
durch Substitutionen weg, welches aber,im Allgemeinen, 
durch die bekannten Methoden, nur für Wurzelgrössen, 
von der Form Y(a+bx+.cx2?) möglich ist. ' Ent- 

hilt Fe verwickeltere Wurzelgrössen, oder auch nur 
mehrere jener Art, so ist die Berechnung der Stamm- 
grüsse durch -die bekannten Methoden im allgemei- 
nen nicht möglich, Man kann dieselbe alsdann nur 
dadurch finden, dass man dis Wurzelgrössen entwe- 
der durch die Auflösung in Reihen wegschafft, oder 
‚dass man die allgemeine Methode von (35.), für die 
Auflösung jeder Function von z in eine Reihe, [oder 
die Methode von (45.) oder eine andere von 
den dort erwähnten dreizehn verschiedenen Me- 
. thoden] anwendet. Zu dem Ende sey 
dFx _ d? d? = x 4 3 fx | 
2” le, P por yuhad 


so lisst sich der Werth der ‚Stamngrüne fx von 





ne Fz durch | | 
i Sz= 


I» 


| 


Fre 
rr » 


u Ze 52.1 a: | "262 


de a2 dos 23 BI 
fe = forte ae a de tan 


ausdrücken, wo fox die unbestimmte Constante ist, 


[Da die Zurückleitung ‘ oder: Integration entwi= 
‚ckelt: Be Functionen einer‘ veränderlichen 





‚.dy 
‚Grösse von der Form = ji > fx, von welcher 


hier die Rede ist, als der einfachste Fall' bei der 


„Anwendung der Rechnung auf Gegenstände der 
Geometrie, Mechanik und Physik; nicht allein am 


' 


häufigsten vorkommt, sondern auch andere Ope- 


‚ rationen der 'Integral- Rechnung, wenn die Ab« 


leitungen. nicht entwickelt, sondern nur durch 
Gleichungen gegeben sind, zuletzt darauf hinaus- 
kommen, so ist dieser Gegenstand: besonders wich« 


tig. Da der Fälle, in welchen für die Stamm- 


grössen endliche Ausdrücke angegeben werden kön=- 


nen, nur so wenige sind, und dieselben nicht über 
diejenigen hinaus gehen, welche Lägrange an=, 


führt, so müssen hier die Reihen. vorzüglich zu 
Hülfe genommen werden, und da sich, auch selbst 
die , endlichen Ausdrücke, wie logx, 60sx eic, 
auf Reihen beziehen, so kommt am Ende, wenig- 
stens in so fern als es den Zahlen-Werth der 
Stammgrössen in bestimmten Fällen gilt, Al 
les auf die Auflösung in. Reihen an, : Dann. be. 
steht: die Schwierigkeit darin, ‚die Reihen conver= 


gent zu machen,' Nur zu häufig sind sie es nicht; 


auch Lagrange’s allgemeine Reihe ist es 


nicht immer. Unter den, zur Verstärkung der‘ 


Convergenz ersonnenen Methoden, von welchen 
man in dem oben erwähnten Aufsatz des Ueber- 


% | | s la] | 


k 


- | 162 \ | 55- J. ur i Be 


setzers, im ersten Bande seiner Sammlung. mathe- 
matischer Abhandlungen, melfere bei einander 
‚findet, sind besonders diejenigen von Kramp und 
Berard,denen frühere und ähnliche Arbeiten von 
'Cotes und Newton vorhergehen, zu bemerken. 


dy 
Da die Integration von Ausdrücken, wie FR =fx, 


direct die Fläche von Cumwen in der Ebene un- 
ter ihren Coordinaten giebt, so. hat man diesen 
Fall der Integral- Rechnung, auch den Fall der 
Quadratur genannt. Die approximative Integra- 
tions- Methode nach Kramp und Berard, geht 
von dieser Quadratur der Curven aus.] 


f 


‘ 


h 5 

| 53. 

| Findet man für eine gegebene Ableitungs- Glei- 
chuug irgend einer Or dnung, eine Gleichung niedri- 
gerer Ordnung, die keine willkürliche Constante, oder 
deren weniger enthält, als sie enthalten könnte; so kann 
diese Gleichung nicht als die vollständige Stammglei- 
chung«ler gegebenen Ableitungs-Gleichung, sondern nur 
als ein einzelner Fall derselben angesehen werden, in 
“ welchem die willkürlichen Constanten bestimmte Wer- 

, „the erhalten haben 


Es giebt einen BR ausgedehnten Fall, wo blos 
mehrere besondere Werthe von y m x zur Bestim- 
' mung des vollständigen Werths von y zureichen, 
nemlich denjenigen, wenn .die gegebene Gleichung, 





die übrigens von beliebiger Ordnung sein kann, y, 
dy d’y 


7 da .. nur in lineärer Form enthält. . 


Es sey . B. die Gleichung | 


= SL: 





eg 


= + DE 





gegeben ‚wo A, BC... _ gegebene Priotione von 
‘ x allein sind Die verschiedenen Funtionen von z,_ | 
welche, für y substituirt, . jede einzeln der Gleichung ' 
genugthun, solln p, gr... sein, 80 ee ich, | 
dass ER Be Ä 
yzopabgsen. Bug I 
-ist, wo a, b, ©... willkürliche Comstanten au Da 
_ sübsütuirt man diesen Ausdruck für y in die gegebene 
Gleichutig, so wird ders elben, unabhängig von.den Con«- . 
stanten, genuggethan. az y=zap+bg+reru 








 giebbd Fe a pr RL IE ige . 
d2 d? d29 d? | % 
er er re np zer eo, Subst _ 


tuirt man Dieses in die gegebene Gleichung 4y a 





+ B—— 7 +C Ey Ss Ye — 0, SO erhält man 


dx dx 
RE Due TREE 
a .. ‚dr 3 
#B(a2 are re era w 
d 





1% | 2 | a; 
2 + c(a er EFF URN un 


53. 1. a x nz 163, r | 


oder, weil die Constanten a, bicuı willkürlich 


sind und folglich die Summen der Glieder, welche | 
a,b etö, ae einzeln, elstch Null sein“ 
müssen, Ä 


» 


y 


s 4 
164. 55. 1. 


x j Ed 


Ag+B—z ‚og, = 6, 
‚etc, Da nun pP, na Werke von Yy sind, und. 
dp da dp _ EN 
2 TE: , - sl affenbar nichts anders sind, 


er ‚d’y 
als I i Er er SO WOHER ee En Gleis 


ur „atı 


‚chungen: mit einander und mit der. 'gegebenen 





I 
Rp bio» überein. 





‚Gleichung Ay +B Tr 





Oder auch umgekehrt: da Ps 9, Fr... Werthe von 


y sind, die der gegebenen Gleichung Ay + BZ Ren 


ı==0 genug char, so ra ai Ne Glei- 


MER in 


Ap + BER. er 


Pr CH. — DO, 
494 BL 4 16; a FRE ER 


d 2 | 
_ -+ er so. = 0, etc, 





Ar + BEL 


. Statt. Man multiplieire .. dieser Gleichungen 


mit .einem unbestimmten Coeffieienten, wie a, b, 
©... und addire die Pröducte, so erhält man die 
Gleichung 


en .) 
+, ers fL er Fr 
Z 2» d?gqg dr 
+ War +75 +c d22 u). 0. 


' Setzt. man nun ap+ög Fern =y, so geht 
diese Gleichung in 











AN .. \ TE eh. 33 
ET ae a 7:7. 
Ri; Kar, ae “ı FR 


d? 
Mayr ro mei mo 


, über. Diese letzte Gleichung kommt mit der ge- 
gebenen he also rhut:in der That y=ap 
+bg+er.... der gegebenen Gleichung vollstän- 
dig Genüge.] Daraus folgt, dass man, wenn die 
Zahl der besonderen Werthe P:.9, Ti... der Ord- 
nungs-Zahl der gegebenen Gleichung, = heisst, dem 
höchsten Zeiger der Ableitungen gleich ist, den voll- 
ständigen Ausdruck für y erhält. Der Fall in u 
ist ein Beispiel für diese Methode, 

Dieselbe erstreckt ‚sich aber noch weiter. Man 
kann auch den vollständigen Werth vony nn) - 
cher der SUACHDDE 


# 


| dy PR 
Pr "Ay + BT + er AR ze /, 


genugthut, wenn ÄX eine beliebige Function von & ist! 

Da diese Methode eine der nützlichsten in die- 
sern: Theile der Analysis ist, so glaube ich sie hier, 
mit W er WVorten vortragen zu müssen. 


l 


5 E 

Die gegebene Gleichung sey z.B. von der dritten 

Ordnung. Es ist leicht- zu sehen, dass die Methode 
allgemein für jede ne ai. ei sey also. 


Ps hr . * BR REN besondere Werthe 
von yın x sein, [Im Original steht, durch einen 
nicht angezeigten Druckfehler, „de y et x“ statt 
„de y en x“], welche der Gleichung 


R 
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gemngchun, so, dass 


v. Sa ar in 


. Re 
Ay#BZE 140482 = 


Zen 





dx? 








dp =. Eu 
a d? 
An+Bdtı er 2 . 
4 2r d’r 
Ar BG + 0, der = 0, 


Man setze y=ap +bg rer, nd betrachte a, 5 
ce als drei unbekannte Functionen von x, auf =; 
Bestimmung es ankommt, Man nehme die erste, 


zweite "und dritte ‚Ableitung ton J% so. erhält, man} 


erstlich 
dy __, dp dg dr  _da db. 
dz —° kr rk Pre tt ds 
* | de e 
MEZ 





Man add Ar Fu Ar 7 + ar rue [dieses 


u 


geht an, weil a,b, c unbestimmte Grössen sind,] 
so, dass, blos 





übrig bleibt, Nimmt ı man hiervon, zweitens, von Neuem 
die Ableitung, so _ man 





d2y dep ‚dr dp _d 
p. da 

Ir ==4 7, Een ar er 2 h Be dx?. re "dx de 

m 4 db dr . de 





dz de * ‚de de 


Man setze wi Ze. ge dq. db, "db. de 
wiege Feuer dx ' dx v dx dx 


. 
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=o, [dieses geht de an; denn, da drei unbe-" N: 


stimmte Grösson a, b, c vorhanden sind, so. 
können, ausser der gegebenen Gleichung,noch zwei 
Gleichungen zur Bestimmung von @ b, c willkür- ® 
lich angenommen werden;] so dass blos 
. -d?p dr. 

game das +9 ur 7 Ar rg, 
übrig bleibt, Nimmt man: hiervon, drittens, aa ein. 
mal die Ableitung, so erhält man 





d’y _ pe dir: dan. Ha 
dx? Eerde, + dx? Mair Fz a de 
Bg 4 dir de 
da2' der a de’ 








a | | dy 
Substituirt man nun diese Werthie von Y5 Fr 





d? day | d’y 
dar 733 in die gegebene Gleichung ke giebt 


N 
. . . 


A(ap 4594 cr) 
dp dg drN. 
Bla + ge +07) 











nd en | 
en 9 Zr: 4, dx? Be re 
d’p d’g dr y 





dp da d’q db - dr ae 
da? "dx * da? “dx rar "de A] 
so ist klar; dass sich, vermöge der Art der Grössen 
pP» 9, r, die Glieder welche a, 5, c enthalten, 


| aufheben müssen. [Weil die kei pP, 9, r, für 
Y gesetzt, der Gleichung Ay+ 27,* 2 cr | 





dx? 


I o, vorausgeseiztermaassen, genugthun, 
und alsa einzeln 


x 


d’p 














| ar | 
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Ag+B da ‚dx : das. 
d?r d’r 


Ar dr da® ar 2 


ist, welches, wenn man die erste dieser Gleichun- 
gen mit a, die zweite mit b, die dritte mit e mul. 
tiplieirt und die Producte von der obigen Glei- 
chung abzieht, 

d? da d? db dr de 
a ae bir rer u 
giebt.) Es bleibt also nur die Gleichung | 
da dp db dag de dr 

dx dar * x dar * da der 
übrig, welche, mit den beiden. willkürlich angenom- 
' menen Gleichungen | Zn 


da db dc 
PGz+1Iz +r7Z == o und 





ze A, 





‚dp da dqg db dr de 
dz "des Ur de‘ de = u 





| En zur. Bestimmung der Grössen — er Pe 
und ZI nr dient, während die Grössen p, 9, 7, wand 


ihre ersten und zweiten en so‘ wie die 
Grösse Ä, bekannt sind, . 
| = da . db. 
Man selze nun, 5 sey dr > P, a -_ Q, 


- 


m - lieh En 29 


= — R Per worden, so ‚sind 'nunmeht P,Q 


"R bekannte Functionen von. Man darf selbige nur > 


‚als erste Ableitungen betrachten und dazu die 'Stamm« 
grössen suchen, welche jede eine willkürliche Constanite 


‚ enthalten können, die hinzukommt.: :Man findet als- 
dann die Werthe der unbekannten Grössen a,'b;.c, die ur 


man nun in Gen Ausdruck für y y= re. 
substituiren ‚kann. 


‚55. 5 It) 
. Wenn die Oleichung nur von. der ersten Ord:. 
nung ist, so ist nur ein einzelner Werth p [vom y} 


nöthig, welchen man immer finden kann. Man hat. 


alsdann die Gleichung Ap + Se. ==d, [em 
nach der Analogie der obigen Sting vom, 
Zten Grade Ay BE +0 re 


welcher der Ausdruck p=e- M uch, wenn 





M die. Stammgrösse von A ist, so RE. 


Deun nimmt man die .erste Ableitung, so ei man | 


[aus p= eM] EN. u er ev I 
dp _ _ dM | u 


BE an et Mu 
dxz " Fr ap: 


Für Gleichungen höherer Ordnung giebt es kein 
allgemeines Mittel; die Werthe von’ p, g, r.... zu 
finden, in so fern nicht etwa die Coeficienten A, 
B,€.... constant sind. Im letzten Fälle sind sie leicht 


zu den: denn alsdann darf man nur p==e”” setzen, ' 


wo zz eine unbestimmte Constante ist. Dieses giebt 


Mu, 


! 


| Die Gleichung Ap+BZE- u de 


oder in} 


- 


Ze = me”*, d p zu m e"" etc, - 
„ 





=n.0: geht also in | eG 
[Ae”” + Bime u; Cins em x Dmdem=.... = 
| "A+Bm#+ Cm? + Dm3 .... — 0%, 
über, welche Gleichung, allgemein gesprochen, von 
dem nemlichen Grade ist, wie die gegebene. Sie hat i 
also so viel Wuxzeln, wie die Ordnungszahl Einhei- 
ten. "Bezeichnet- may diese Wurzel’ durch m,n 
so hält man: | 

pP = emz, game ”, 
so dass- also, in-.diesem Fall, die Seberimicket auf: eine: 
Gleichungs- Auflösung gebracht ist. [Bei dieser Ge- 
legenheit ist sichtbar, wie die Ideen und Darstel- 


lungen Lagrange’s- in demselben Maasse klarer und _ 
' eindringender sind, je weniger. der Verfasser 


mit Vorhandenem gleichsam belasstet ist, je unbe- _, 
tretener der Weg ist, den er wandelt und je all- 
gemeiner der Gesichts-Kreis. ist, den: der. Gegen- - 
stand zulässt. Die Fähigkeit, das Abstractere mit 
derselben Leichtigkeit zw behandeln, wie das Be- 


söndere und’ Anschauliche, ist dem Verfasser ın 


hohem Grade eigen.) 


56, “ 2 
Man kann re Gleichungen, die nicht linear 


sind, dureh. Substitutionen lineär. machen.- Da diese: 


Umformung sehr nützlich ist, so: mögen zwei sehr 


EP e” l \ \ " on 473 I, - 
SEEHRUR Fälle, in welchen sie o Sit findet, | ‚Bier 
stehen. | - 

Der erste ist der der Gleichyag | 


gu 


DR d dy 
= 27, SER ni 
welcher allgemeiner ist, als der obige (54.). Man”; 
d? 
_ setze Zen so. dass, EL = FE oder’ yazfa 
+ Fz-und nehme die erste Ableitung, so erhält: man | 


. dy u dz dfz — I 





dx dx ’dz. +f2+ 


i : > h 
welches eine Gleichung der ersten Ördiumg zwischen. 
x und zist, in welcher z als eine F unction von x F 
betrachtet wird,- In. . 


Nun betrachte man, umgekehrt, x als Function 


> dx dz Zu 
von zZ, so muss 1:—— an die Stelle von — 3 i 


dz dx 
setzt werden (50.), welches die Gleichung _ 
„42 + Ve9T- + —— Te — 0. 


‚giebt, die, wie man sieht, von der ersten Ordnung, 
und nach ‘x lineär ist, Tamer die Substitution 
giebt = 


\ 








a _ Afz \ "Urs; 
2. Le — "in 2 +fz z+ dz ?. oder 5 
dz . E 








dx _ . dfz dFz FR dfz 
G/A gr a dz '’ oder, © dz. 
ar dz : dFz : 
ll ar re 


welche Gleichung nach & lineär ist, weil sie nur 


e 
a \ 


172 „eret, 
ee ee 


x und = als Factoren enthalt, Die übrigen 
wre 


Grössen. a P eu und fx enthalten nur z, kein 








.%] .Man kann also an. nackt: der obigen Methode, 
‚die Stammgleichung. in = und. z finden. »- Eliminirt 
‚man zwischen ihr und der : gegebenen Gleichung 
: yzzfz + Fz, die Grösse z, SO erhält man eine‘ 
Gleichnng zwischen x und y, welche die Stammglei- 
u a der gegebenen ist, 2 ge 


Der zweite Fall ist ‚ der je Gleichung 


) TE + M ya + N = 6 

"wo M und N F unctionen von x sind. [Ein einzel- 

ner Fall dieser Gleiehung ist die Riccatische.] | 
dz 


’ | dx. dh: 
Hier setze man y= Mm; ,„ so erhält man 
’ = » 


# 











dy_ dezy (de). „de dM .._. 
de” ‚da? Mr— dx Mi dx ' dx : M?z. 
-Man substituire diese Werthe [voz yund SL] in 
die gegebene Gleichung‘ ae + u +N=o, 


so erhält man 





daz >, dz dM ° ' (dıN\? 
dx? dx' dx" dx \ax/ 
MM: Man Mm; Mat N 
BT,  ==o, oder ; 
d?z' dz dM | 
dx? dx 
ME Sp HN=ol 


Dieses giebt, weun man. mit Mz multplieirt, 


mal 


d?z. de" ds = | o . 
dx? Rs M ”. 


welche "Gleichung; wie 'mar "sieht, ‚vor‘ der zweiten 
Ordnung, aber nach 2. lineär ist. 


\ 
1,3 %% 3 ,Tıil 


Nun. setze man,, es wären zwei RER Werthe 


‘von y in, nemlich ohne Constaiiten, gefunden wor- 


den. Sie mögen.p und q sein, so hat man, für Ko 


Werth p, P= az :M z, woraus folgt — eP, wenn .; 


P die Stammgrösse von pM bezkichhiet, '[Nemlich 


ai p= 7, Mi, folgt Pe oder | 


dP __ Bi 
ds pP’ 
sein soll). 7: on dieser Gleichung ist. die Stamm- 





.z r weil P die Stammgrösse vor pM 


gleichung P = log z, also P loge = log z, oder ' 


log eP = logz, oder e— z. Die Constante kommt 


nachher in Rechnung]. Auf dieselbe Weise erhält 


man für dem Werth g von y, z=eP, wo Q die 


Stammgrösse von g.M bedeutet. Hat, man: also zwei; 
einzelne Werthe von'z, so ist der mn Werth 


dieser Grösse, nach (53.) i 
> zen ae + bed, 


wo @ und 5 ganz willkürliche Constanten sind. Da 


Ku ee; 


— 


alsö nun'y = G2-:Mz und ST —pM, ag, 








Lfol8 lich — u. ee = apeP 


- 
-« dir) . ur .: 
% 
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en. .  apeh + bgeo. 

Ba Sn 
oder, wenn man statt , e schreibt, fund oben und 


"unten durch ae? ae] 


en Dre, | 
7 ı + Ze0-P 


‚wo c eine willkurliche Constante ist. 





Wenn x. B. N=—mM, [also &L + My: u 


—_ -mM — e], wo m eine Constante ist, so wird die 
Begebene Gleichung, wie leicht zu sehen, erfüllt, wenn 
‚man y= Ym setzt. [Denn ulsdann ist: N 

Und fölglich + Mm mM = 0] Pu erhält 

‚ also, wegen der Zweideutigkeit der Zeichen, 

p=ym wdg=—YVm 
Ist, also Z_ die DEREN von M, so ist _ 
.P—=Lym md Q= Lin, 

[denn P und Q waren die Stammgrössen von pM 

= MYm und geM == — .Mym} also ist der voll» 

- ständige Werth von y: 


S 


G—ce ern ym 


re 
De Pe 


rıE ce 
Uebrigens kanrı die gegebene Grichung, irn. diesem 
‚Fall, auf die Form i 


— +M=o, 
Ä oyr—m 
. = Rt er En: 
gebracht werden, wo die Grössen x uud y, abgeson- 





f 


u 
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BE sind) und wovon also. die, Sammgeichng, 
wie oben a au a werden kann. 


. 


[7 | \ i ” 57. | 
a: ap, 

x’ dx? .... 

nicht sd und auch unter der obigen ER nicht 


enthalten, so kenne ich keine allgemeine Methods, 


Ist ‚die gegebene Gleichung nach ar rs . 


die einzelnen: Werthe. von Y, die man gefunden 
haben könnte, zu vervollständigen. ‘Die ‚Vervollstän- - 


digung “ist indessen durch Reihen möglich. 


Man setze, der vollständige Werthe von y, für 


| eine Gleichung erster Ordnung zwischen x, y und 


I. ,sey f S a), wo @ eine willkürliche men 


ist.: Giebt man dem a einen besondern Werth h, so 
wird die Grösse f(x, a) zu einem einzelnen Werthe 
von y, welcher p heissen soll und welcher, auf ir 'gend 
einem Wege, als ‚bekannt angenommen wird. Man 


setze a —h+k und entwickele die Grösse fe, h+h) 


nach steigenden Potenzen von k, so ist das erste 


Glied —/(x, h) = p; die anderen Glieder sind von 
der Form gk + rk? ..., WO q, 7... Functionen von 


x bedeuten. Setzt man diesen Ausdruck von Y [weil 
‚nemlich f(x, h + R) =) —=y ier], in die; ge- 


gebene Gleichung erster Ordnung, so muss dieselbe, 


unabhängig von der Constante k, die willkürlich ist, 
afullt werden ' 


Es sey also L — Be 5 en er | 


a . ’ ' 
ersten Ordnung,. welcher der einzelne Werth p von 
y genugihut, so ist, vermöge dessen, Zr 
e | | | y 


vw 


f | ae ERTEET 
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ERUr 77 Fo Pp. i a Be 
Man setze , Er y die, Reihe p+ kg + k*r.... und 
entwickele auch die Fwietion Fxy in eine-Reihe 
nach Potenzen von k, so erhält man, wenn man, der 
| Kürze wegen, Fip=w und kg+ker+..me 
setzt, nach. der Pen Theorie der Entwickelung der 


Functionen, 
# 0 + —— ‚de + er 
I — + dp * dp? .r% 


denn! es ie Fxıy = Rs p+rkg+ Kr...) 
= F(x,p +]. Nun ist auch 


dy __ dp dg. „ dr 
de dx Sur T- + dx. Es 


— und Fxy) 





Substituirt man diese Ausdrücke Lür £ 
in die Gleichung B. == Fıy, [so erhält man 


&? do 


k dp dqg „dr B. 
iz! "de +) er regt z 7 





=Frp+ (kg k’r. 5 





ne 


Ordnet man die Glieder nach Potenzen von k, so 


nr ah Suse „ed 


“ erhält man, weil Fep—= SR ist, 


Fr; pa #’Fxp\, 
pP "a dp® 


„dg „dr 2: fen 
at de Ian“ 


welches, durch Vergleichung der Glieder mit gleichen 
Pötenzen von A, folgende Gleichung giebt 





Ns 


[1 CC. an 


dg __ _dFap dr _ dFeo „ep _ 
Pr ra Fade Fo rk 


die zur Bestimmung aller der unbekannten Grössen 
g; Ver,» dienen. i . 2 
dFxp d’Fxp 


Da die Grössen a er gegebene : 


Functionen von-x sind, .so ist klar, dass man für p, 


9; T.... nur lineäre Gleichungen der ersten Ordnung - 


erhält, die nach (55:) behandelt werden können. Es 
‘sind selbst nicht einmal die vollständigen Werthe von 


% 
! 


Gy Term sondern nur beliebige Werthe nöthig, die . 


den Bedingungs-Gleichungen gentig {hun. 


Hat man die. Werthe der Grössen g, r, su... 


gefunden, so ist der vollständige Werth von y: 
y=p+rkg+Ar.n 


in welchem X die willkurliche Constante ist, die dem | 


besonderen Werthe p von y mangelte. Dieser Werth 


von y ist zwar, auf diese Weise, nur durch eine 
Reihe gefunden, aber die Convergenz der Reihe hängt - 


blos'von dem Werthe der Constante k ab. _ 
Diese Methode ist auch, mit gehöriger, Ausdeh- 


nung, auf Gleichungen höherer Ordnung anwendbar, 


aber die Gleichungen, welche man. zur Bestimmung 
der unbekannten Functionen findet, sind von gleichem 
Grade; folglich kann man im Allgemeinen die Wer- 


the dieser Functionen nur dann finden, wenn die 


Coefficienten constant sind. 


Die Methode dient der Auflösung der vorzüg- 


lichsten Aufgaben in der Theorie der Planeten zur 
Grundlage. Da die Excentricitäten und N eigungen, 
die‘ als willkürliche Constanten betrachtet werden 


können, sehr klein sind und die Wirkung der Au- 
L | [ ı2 ] re - 


,y 
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siehungen sich sehr klein: ist, so > gicht snnächst ‚ter 
Kreis die, besonderen Werthe, die man dann durch 
Reihen eompjetirt, "weiche nach den Potenzen der 
sehr kleinen Constanten fortschreiten. 


nn en 


Neunter Abschnitt. | 


Von den singulairen Ausdrücken, die nicht m 


“ den vollständigen Stammgleichungen: mit be- 


griffen sind. Von den singulairen Stamm- 
gleichungen. 


— nn nn 


= 58 
Die obige Methode, Stammgleichungen mittelst 


‘- Reihen zu finden, ist auf die Voraussetzung gegrün- 


u 
> 


det, dass jede Function Fxy von zwei veränderlichen 
Grössen x, y, durch die Substitution von p+Xkg 


+ kör.... statt y, immer in eine Reihe nach Po- 


tenzen der Grösse k von ganzen posiliven Exponen- 
ten entwickelt werden kann; da indessen die Reihe 
durch die Entwickelung einer Function von y+® 
entsteht, wenn gk + rk?....=& heisst, [nemlich, 
weil vermöge der gegebenen Ableitungs- Gleichung 
"gwischen x und y, die Grösse x auch als abhängig 


..» von y, folglich Fxy ganz als Function von'y 


betrachtet werden können,] so folgt aus der 'Theo- 
rie des fünften Abschnitts, dass diese Entwickelung, 
wenn man der Grösse y einen besondern Werth p 


.. 


a ni A79 ; 
beilegt, auch Potenzen von € mit gebrochenen oder 
negativen Exponenten enthalten kahn, in „welchen 
Fall die entwickelte Reihe nothw endig ähnliche Po- 
tenzen von k enthalten: muss. In diesem Falle kann Ä 
aber die Reihe, welche den Werth von y ausdrücken 
soll, nicht mehr die "nemiliche Gestalt: haben. Setzt 
maniny=f(z, a) [ fx, a ist der entwickelte Werth. 
vony, a=h+kwundp=f(«, h), so ist das erste 
Glied immer p: auch das zweite kann noch = gk 
gesetzt werden; denn wäre es wirklich von der Form 
gqkr, won ein beliebiger Exponent ist, so dürfte man 
gr 
nur a“ statt k setzen und annehmen, dass a in 


. ı . 
h+k" übergehe, welches erlaubt ist, weil man A 
als eine unabhängige Constante betrachtet. [Dieses 


 memlich würde statt gKk”, ala)" —gk geben.) Die - 

folgenden Glieder aber können die Form rk" +shrun 

haben, wo, nach der Voraussetzung, m > ı, n > m. 

| Substituirt man also für y, in Fxy, die Reihe 
p+gk+rk” +sk".....und entwickelt den entste- 

henden Ausdruck Zach steigenden Potenzen von A, 

so erhält man eine Reihe ” der Form 


[Fzy=]Fz,p + pr + QK.. 
wo # von der Einheit verschieden, > u ist und Pr; 
Q .... gegebene Functionen von z sind. Die Glei- 


chung : = Fxy giekt ao, wenn man substituirt:" 


are rn PR + Qr.. 
welche ISCHRDE Be von k Rn den | 





180 er & 58. I. u wu 
min en da Y =p+ = +K”r Fa er 
‚war Auch F2,7= - = Fx, p + PX“ + QR... 

und Fx, p ist der Werth von Fx, y für k= 0, 
also gleich S® h=p; mithin ist auch Iy_ aan 4 


dz 
+ PK + QK..., folglich ise 








v , dq m dr ds. 
EIER EORE TER ZI R 
oder Ee: 
n dgq dr ds 





Tr k Tr = PR +OK....] 


| d BE. 
Ist also u > 1,50 kann man | mi = 0, m=u und 


Aa | ı 4 j 


ds 
I= > P, ferner n=», —7z > 2 setzen. [Denn 








dividirt man mit k, so erhält man 


dy m—ı dr a3 ds = —ı 
A +K de ar" ze = PR Pa 


woraus, weil u >ı, v > u und k von der 








obigen Grösse unabhängig ist, zunächst: 2 





Fprumel‘) 
und wenn Gehe P,Q, Null sind, mz==m und 
dr _ ds 


in A, auch eben so vn, = Q 
u. 5. w. folge.] Man erhält also zumächst gm ei- 
' ner Constante, oder einfacher, g =ı [weil 120]. 


Sodann ‚darf man, weil ? nur von q und x abhängt, 


‘um den Werth von r zu finden, nur die Stammgrös össa 
zu 8 nehmen u. s. w. 


! 


En 1 EN... 28ı 


59. 


Ist aber. #w<.ı, so ist es unmöglich: der Glei- 


chung zu genügen, so lange k eine unbestimmte Con- BR 
stante sein soll. [Heil die Gleichung in diesem 


dqg , mi dr 





Falle von der Form rg + k Er A d2. 


Eu Rn .Q ie 2 in welcher k nicht jeden belie- 


Werth o, und folglich von den übrigen Grössen 


bigen Werth erhalten kann, namentlich'nicht den. 


nicht unabhängig sein kann.) Es folgt also, dass '. 


der besondere Werth von p, weil er dann auf. die- 
sem Wege nicht completirt;werden kann, in. dem 


allgemeinen Ausdruck fx, @ des vollständigen Werths. 


_ von y nicht enthalten sein kann. 


Nun ist klar, dass, welches auch das erste Glied ' 


pr der Entwickelung von Fxy, nach der Substitu- 
tion von p+kg + k”r.... statt y, sein mag, nur: 
Glieder von der Form p + kg vorkommen können, 
so dass es einerlei ist, ob man p + kg + k”r.. 


oder blos p + kg statt y seizt. Die BREI une e 


von Fxy nach der Substituion von p.’+ & stätt BZ 
pP. 
giebt also = + a [Denn wenn p +e=p 


und 


S|e 


+ kg, so it e — kg, folglich k = 


RE EIER .Da in dieser Reihe ein Glied mit &" 


vorkommt, wo u > o und < ı [nach der Voraus- 
setzung ft < ı], so folgt aus der Theorie von (29.) . 


f 


} 


D 


j ki . j =. | \ 
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dass die erste Ableitung von Fxy nachy,für y=p, 
unendlich ist. [Denn für y=p ist k=o, also , 
eo, folglich, weil die Ableitung. € in den Nen- 
ner bringe, die erste Ableitung von Fxy = &, 
für y=p.) Zr 
- Hieraus folgt, dass der basndars Wertli p von- 
y in dem vollständigen Ausdruck dieser Grösse nicht 
enthalten ist, sobald y==p die erste Ableitung von 
Fxy, nach y, unendlich macht, das heisst, sobald 
e dFxYy 
oo dy | 
2 Umgekehrt also giebt die Gleichung ı: 


=oist, | 





dray 


dy 
-==o0 diefenigen Werthe von y, welche, obgleich sie 


den Gleichungen 22 — Fxy, als besondere W’er- 


‘ the, entsprechen, in dem allgemeinen Werthe nicht 

‚ enthalten sind. Man kann diese Werthe singulaire 
Werthe nennen, um sie von den übrigen zu un- | 
terscheideu. Ueberhaupi also kann man singulaire 
Stammgleichung jede Gleichung zwischen x und'y 

nennen, die einer Gleichung erster Ordnung zwischen 

©, y und = oder einer Gleichung höherer Ord- 
nung entspricht, ohne in der vollständigen Stamm- 

' gleichung enthälten, das heisst, ohne ein besonderer 
Fall der vollständigen Stammgleichung zu sein. 


60. « 


Es giebt also Gleichungen, die gegebenen Ablei- 
tungs= Gleichungen hölierer Ordnung genugthun kön- 


» nen, ohne den Stammgleichungen dieser letzten zu ent- 


[4 


| 60. ı i BE 1. 
En i gr sie in den wollstärdigen Ableitunge- Rn 


| . Gleichungen niedriger Ordaung nicht enthalten sind. | 
Diese Gleichungen machen indessen yon der allge- 


.. meinen Theorie (46.) keine Ausnahme.’ Sie entste- 


hen vielmehr aus einer eigenthümlichen. Art der Ent- 
wickelung der höheren Ableitungs - Gleichungen durch . 
‚, die Elimination der Constanten. N emlich: zwei Glei- 


- Fr 
chungen Fxzy==o und Tr => Sen, wie 





dort (46. gezeigt, durch die Elimination einer Con- | 
stante a, eine Ableitungs-Gleichung erster Ordnung 
‚zwischen x, y und I, von welcher Fxy — 6 die ” 


Stammgleichung ist. Nun aber ist. klar, dass das Re- 
sultat der Elimination das Nemliche ist, die Grösse a 
mag constant, oder eine Function, von x sein.” In 
diesem letzten Fall aber würde die erste Ableitung E 
dFaxy 

d 





von Fey nicht mehr blos sein, "sondern Zu- 


gleich noch ein, von der Veränderung von a herruh- 


er ist. 





rendes; Glied enthalten, welches Te 


[Diese letzte Stelle ist, wegen der RER 
Zeichen nicht wörtlich übersetzt, denn das Zei. 
chen drückt hier schon aus, was im‘ Original die 
W orte sagen. ] In dem Fall also, wenn a’ eine | 


d er da dFiy 
Function von & ist, erhält man er Fa 7 





— o, für die erste Ableitung der Gleichung Fxy — ©. 
EL : 


— Q, 





‘ Damit sich nun diese Gleichung auf 


reducire, wie in dem Fall, wenn a a En muss 


ln 
! 


r at | 
\ 


> 
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ee = o ‘sein, welche Gleichung zur Bestimmung 
des Werths von @ ‚dient. Es folgt ala, dass man, 
wenn. man diese: Werthe von @ in die ‚Stammglei- | 
chung von Fxy = o substituirt, eine Gleichung zwi- 
schen x und y erhält, die ebenfalls. der ersten Ab- 
leitungs-Gleichung genugthut, ‚ohne in. der Stamm- 
gleichung, deren willkürliche Constante a ist, enthal- 
ten zu sein. [Diese Stelle setzt die Existenz ‘der 

' singulairen. Gleichungen schon mehr ins Licht.) 





Die nemliche Theorie lässt sich auf, Gleichungen 
höherer Ordnungen anwenden, und es Folgen a 


‚Abaliche ‚Schlüsse. ' | | 
61. 


: Um nun zu sehen, ob. die auf diesem Wege eni- 
stehende Gleichung die nemliche ist, wie die aus der 
. obigen folgende Stammgleichung , setze man, wie 
oben, in (58. 2 dass die erste Äbleitungs- -Gleichung auf 


die Gestalt - = F’xy gebracht, und dass ihre vall- 


ständige Stammgleichung „== fx, a sey, wo.a die, | 
willkürliche Constante ist, Um. hieraus die Stamm- 
- gleichung, in welcher 2 veränderlich ist, zu finden, 
nehme man die erste abgeleitete Gleichung nach & . 
allein. Bezeichnet man durch PX, a die erste Ab- 


leitung, von fx,a nach a, [sa dass also ? ,6= d Be 


| sß ist 120= 0, [denn es ist —— dene =-L.=Fay, 


dfz, a ER da.. d 
| h roancyuna Lars b da dx "da 





Du RER. 


== Fazy, wenn a 'veränderlich ist, Zieht man Eins 


\ 


vom .Andern ab, so: erhält: ‚man as, da —o, 


2 Yes 


und daraus Ana eamei woraus der Werth. 


von a folgt, den man in fxza substituiren kann, und 


wodurch man den singulairen Werth von y erhält, 


der der gegebenen Ableitungs-Gleichung ‚erster Ord- 
nung genugthut. Wir wollen diesen singulairen 
Werth, wie oben, p nennen, - e | B 


Da nun aber der vollständige Werth fx, a von 


y der Gleichung I =Fxy genugthun soll, was 


auch a ist, so folgt, dass wenn man substituirt, die 


dfx,a 


entstehende Gleichung 22 —=F(xz,fx,a) [nen ir 


lich fx,a für 1, gesetzt,] = haben muss, was auch 
a sey. Folglich muss auch die erste abgeleitete. Glei- 
chung davon, wenn man «a allein als veränderlich be- 
trachtet, ebenfalls Statt finden, was auch @ sey, (17.) 


Diese erste abgeleitete Gleichung von ns ‚nach 





nz 


. i d TC [#4 D . Rn R ” k £) j 
a,ist — ae 7 und es ist, wie wir weiter unten zei- 


gen werden, einerlei, ob man- erst die Ableitung nach 
x und dann nach a, oder erst nach a und dann 


nach x nimmt. [Diese Stelle konnte, wegen der 
anderen Zeichen, wieder nicht wörtlich überses 


werden, ]: Da wir nun et durch px,a bezeich- | 


f 2 Ne * 
net haben, so ist In = 2. [Fern 
dz adz 


man das Original vergleichen will, so wird man 


186 u a © 


’ 


| finden, dass selbst schon die alten Zeichen eine 


Menge W orte ersparen.) . 

Da die Function F(zfx, a) durch die Substitu- 
tion von fx,a statt y in 7x, y entsteht, so kann 
| dFxy dFxy 
| 7 durch dy 

= I dFxy dy _ dFay dfx,a 
[Denn ist gleich 2" ar er IE 

_.dFxzy 

dy - 
chung eine [= ]= —Fıxy, nach a, ist also 





.px, a ausgedrückt werden. 





.9x,@.] Die erste Ableitung der Glei- 





d? fx, dyxz,a_  dfx 
ae: = ur rm =, 1m. 
woraus folgt: | 
N 
dy — dx 
Nun haben wir gefunden, dass man, nm den 
singulairen Werth p [von y] zu haben, den Werth 
von a aus der Gleichung px, a=o in fx, a pb- 
stituiren muss. Man bezeichne diesen Werth von «@ 
- durch X, welches also eine Function von z bedeutet, 
so wird die Function px,@ won der Form 
R yx,a = V(K—a)" 
sein, wo m >o und 7 eine Function von &, ist, die 
‚für a= X weder Null noch unendlich gross ist. 
[Nemlich a=X. giebt, in dem angenommenen 
"Ausdruck px,a = V (X—a)”, wie es soll, px;a =. 
Indessen ist die willkürliche Form wohl nur-eine 





:Px,a, 


einzelne ‚von den vielen a ea denn man . 





könnte z. B. uch setzen: me’ co3 
5 


"Xn 
7 ‚wel- 


- 62. I. | 187 
ches, für 2 ma, ebenfallı px,a=.o giebt “2. 
Daraus folgt: 


agze _ IE Er Kay" mr GER 2 


,, 


also erhält man [wenn man Dieses in die obige 





d I d aP%,a X, [73 ® E} [2 
Gleichung dy ae Pr de ee, 
dFy. dF. dX 
rg = 7° #3 +m Fri; : (X —a). 


Nun aber ist y=p, für a=X; also dr unend: 


lich gross für y = p, wie in (59.). Die beiden Me- 
. thoden von (58 und 60.) geben also einerlei Resultate 
und einerlei singulaire Werthe, die zweite ‘hat aber 
den Vorzug, dass sie directer ist, und den wahren 
Grund des Paradoxous zeigt. [ Allerdings. Die er- 
ste Methode und der Inhalt dieses 61. $. sind 
aber noch etwas undeutlich und verwickelt. Man 
findet weiterhin eine bessere Darstellung dieses 
Gegenstandes.) _ 


y Fi 62. 

Man setze, um ein Beipil zu geben, die e Staram- 
gleichung sey | 
wa 2ay — ar — b?2 = oe, 

Nimmt man die erste Fre so erhält man 
. - 
_ Eliminirt man, BEE dieser Gleichung und der 
Stammgleichung, « a, so erhält man die Ableitungs - 
Gleichung .« erster ee 


\ 


188 | | 62. L. r 
s-ly— Var} 2.593] .dy =; 
MM Ede dz " 


‚ [Denn is der Stammgleichung folgt a? + 24 Y 
+9. 2? = 0, also samrEvier —b?.4 x?) 
I- 


| welches in die IE mele za = o ge- 


setzt, x RR ER Va: Re — ad = o giebt.] 


Von dieser Gleichung ist also die a die voll- - 


ständige Stammgleichung, wenn a eine w ällkürliche 


* Constante bedeutet. 
Nimmt man nun von der nemlichen En 


x? — aay— a? — b* = o die:erste Ableitung nach 


a, indem man a als Function von © betrachtet, so 
erhält man 
m u ‘da 
sy) = 
‚ welhes y+ac=o und a=—y giebt. 
'Substituirt man Dieses in die nemliche Stamm- 
we so erhält: man 
+y? —b= = O0 

’ [nemlich x? +eyy—y2—b2—x?+y2 —b?==ol 
Diese Gleichung thut daher der wemlichen Gleichung 
‘erster Ordnung genug, wie sich leicht zum lässt. 
. Denn sie giebt | 

y: = b?— x? und rn L_ = — 
Substituhrt r man diesen Werth in die ns 

ds 
ai ze 2 var ry’— 0), 


[die durch die Elimination von a zwischen der 
Stammgleichung und ihrer abgeleiteten entstand, 


En 





: 2% ! | i 0 r 
> ar | 62. L ae el 189 
so wird dieselbe idenfisch Nall. ' Die Gleichung, ist 
also die singulaire Stammgleichung. | 


| In der 'That ist, ns 6 ı.), in dem gegenwärti- ee 
gen Falle 


x . 
Sy Var dp eva 


[ Das Erste folgt aus der Gleichung x = I—r 


May => 


— Ve? + y? — b2)] = = 0, die durch die Eh- 


 mination von a zwischen der Stammgleichung und 
zhrer ersten abgeleiteten entstand; denn..sie giebt 





> | 
Br: = —y+ Va: +7? >) und da a) 


| =5% ist, so ist er 
Das Andere folgt aus der Sefundenen eo 
Stammgleichung x? +y?—b2=o. Sie giebt y? 
—=b?—x?, und da, für den.Fall der singuläiren. 
Stammgleichung,y=p ist, so ist p= vo—e2)]. 
Nimmt man also. die erste Ableitung nach y allein, 
so findet man . 


dFxy x 


ur y+ VeRry ET = 


[Denn es sey V(a@? +y? ee ‘so ist Fay | 


| 0 Adern = 
= dy 7 = 2° = 





„dh ne Is dı | 
dy  Varypaa).’ My 





FE SMENOREN. SHE SEEENBENEN: 7 RRERTEER: Su! 00 
VErP TER TITT folglich 


I“ 


190 a 61 
en CN 
z "dFx BE = x. = u: 
dr ER — Ta<y) 
Rt = rn (CET) ir —b2) J 


welche Gröse, wie fnan sieht, für- J= p= vo 
> =) ‘unendlich gross ist. 


f 


65. 
‘Nun setze man, dass die Ableitungs- Gleichung 
der ersten, Ordnung SE: == Fy gegeben, und dass 


die Function Fr von y von der Art sey, dass sie 
verschwindet, wenn y irgend. einer Constante 5 gleich 
ist, so ist klar, dass dieser Werth von r der ‚Glei- 
chung genugthun wird. Denn y—mb giebt auch 


I =o Es ist nun die Frage, oby blos en, in 
dem allgemeinen Ausdruck von y enthaltener, beson- 


‚derer, oder ein singulairer Werth von y sey. Man 
- nehme die erste Ableitung von Fy, so ist 5 ein sin- 





dF 
gulairer Werth von y, wenn — = unendlich gross 


ist: ‚im entgegengesetzten Fall nur ein besonderer 
Werth | j 
‘ Es sey Fy=K(y—b)", wo m >o und X 
‘eine Constante ist, so erhält man | 
dFy 
| dx 
welche Grösse [ für y=b] unendlich gross ist, sO- 
bald m < ı. Der Werth 2 ist also ein singulairer 
: Werth von y, wenn m > o und < ı, ynd ein blos 





= mK CI 


x 


particulairer Werth, wenn m = oder ‚> u. Denn, e 
. dividirt man die Gleichung -=K( y—-5)” durch 


(r— 5)” und bringt den Quötienten auf die Form 

Gy br I — Ko, so ist die Stammgleichung 

dayon :” | | us 

We 
1 m ; 


wo a eine willkürliche Constante ist. Dasms folgt 
ı 


y=b+ ((m— 1) (a+ Kayy ee 





Damit also y=b sein kann,, muss die Ber 


RR 


1m 


ie: + Ka) Null sein, Wenn aber m >o und 


< 1, so ist der : Expedia 





— Positiv, folglich ist 


es unmöglich, der Grösse a einen Werth zu geben, 
welcher die Gröse a +Kx verschwinden macht. 


Pr 


Ist aber m > ı, so ist der Exponent — negativ, I 


2 





"und die Grösse (a + Ka)" ist. Null, für a Un- 
endlich. Denn, macht man a — so ag die Grösse 





; Fair... OR er 
(a + Kz)' "" in über, [# ist 
ı + Kex n—1 


2 3 | 
neh (u Kon Fu) 


198 63.1 BE 
4 5 
rn Ms 
en \ 
| m m De | in 
. . welches Nall ist, für e = 0. | 











‚Eben das ist der Fall für m == ı. Alsdann ent- 
hält die Stammgleichung, Logärithmen. ‘oder Expo- 
nential-Grössen. Denn, dann ist 


d u 
= Kuy—b } 


und wenn man durch y — b dividir, ö 


I .y-9—-K= 0, 


wovon die Stammgleichung log (y—b)- _Kr— log a 
ist, und woraus folgt y—b + aef*, wenn a ‚die 
willkürliche Constante bedeutet. Hier ist offenbar 


| v=b, für ao. 


Man setze noch Fy= 27, Y, wo vr eine Sa 


| tion von y ist, die Null wird Sid so erhält 
“man 


dFy — 1L. ” 





5 


 alsd ist ——— I unendlich gross, weil Y'Null Für y—b 


ist, im . ine etwa eh zugleich verschwindet, 


* und der Werth y==5 ist nur ein singulairer Werth. 
' Damit also dieser Werth blos particulair sey, muss 


! 


en für y = b, mit Y zugleich, Null sein. 
Diese Theorie der singulairen Stammgleichungen, 


findet man auf eine allgemeinere Weise,und mit neuen 
Details 


N. 


5 . 64. LE 102 
Details in der 14 15. ı6 und 17. Vorlesung über die 
Functionen-Rechnung entwickelt, auf welche wir die 
«Leser verweisen, : welche diesen Gegenstand weiter‘ 
ergrüuden wollen. [Alle die obigen Particularitä- 
‚ten erläutern den Gegenstand wenig und lassen j 
ähn moch so dunkel, dass man sogar an der Exi- ‘ 
stenz der singwlairen Stammglejichungen gezwei- .. 
‚felt hat. In den angezeigten ‘Forlesungen. wird 
die Theorie der singulairen Stammgleichungen 
‚deutlicher. ] ! 


% 





Zehnter Abschnitt. 


_Yom Gebrauch der Ableitungen in der Ass 
Jysıs und von Bestimmung der wilikürlichen Con- | 
stanten. Anwendung auf die Summirung der . 
Reihen und. die Auflösung der Gleichungen des 

dritten Grades. 


64. | 
Aus dem, ‘was wir über die -willkurlichen Gon- 


f 


stanten gefunden haben, sieht man, dass diese Con- 


stanien zur Verbindung der Stammgleichungen mit 
ihren abgeleiteten Gleichungen dienen. Letztere sind 
im Ganzen einfacher als erstere, wegen der Constan- 
‚ ten, die verschwanden, oder verscliwinden 'können, 
Sie entsprechen allen Stammgleichungen, die um nichts 
weiter als den Werth dieser Constanten von. einan- 
‘der verschieden sind. 


L | | er 


O4 u. 64. en 
Man kann also Immer von einer, 'als Stamm: 
gleichung angenommenen Gleichung, zu ihrer abge- 
leiteten irgend einer Ordnung, und umgekehrt, von 
dieser zu jener übergehen, in so fern man nur bei 
- der Zurückleitung-die willkürlichen Constanten einführt 
und ihre Werthe, der Stammgleichung angemessen, 
bestimmt, wie wir davon in (4g. etc.) Beispfele ge- 
geben haben. Beobachtet man Dieses, so kann man, 
ia der Analysis, mit dem Functionen eben so operi- 
| "ren, wie mit einfachen Grössen in der Algebra. 


Hat man also eine Gleichung zwischen x undy 
so kann man daraus unmittelbar die abgeleitete Glei- 
chung irgend einer Ordnung finden; aber, um von 
dieser zu der Gleichung zwischen x undy zurück zu 
gelangen, müssen die willkürlichen Constanten inRech- 
mung gebracht ünd so, bestimmt werden, dass die 
Werthe von y und dessen Ableitungen ar TE u 
für einen gegebenen Werth von x, z,B. für r—o 
die nemlichen sind, wie .die, welche aus der gege- 
benen Gleichung folgen, 


Ist die gegebene Gleichung nur von ler ersten | 


Ordnung in x, y, , so ‚ würden die Werthe 


| dy day 
von 7, gg In x und Pr weil aus der ge- 


gebenen Gleichung n nur diese gefunden werden kön- 
nen, für 2 — o, noch das unbestimmte. y enthalten, folg- 
‚lich würden die willkürlichen Constanten von diesem 
$, welches selbst eine willkürliche Constante 'ist, abhän- 
gen, so dass sich alle willkürliche Constanten auf 
eine einzige reducirten, Sie würden sich auf zwei 


# 


_ Fe Pe 77. 


d?y 
b) x’ da? “0. 


n 


_ zweiten Ordnung wäre, oder ai Y oz 


enthielte u. 8 W. 


Ehen 6. 


Um die Eigenthümlichkeit und den Gebrauch 


dieser ‚Operationen deutlicher zu zeigen, wollen wir 
einige- Beispiele geben, die zugleich zur zug in 
der Rechnung dienen können. 


‚Es werde die. Summe der Reihe, 


m ' Im.m+1ı , Mm.M1ı1.m #2 

3 
2 GEEEEEEENEN: GERNE ONEEEDSERDERERIGERSE EEE a nee pe Heizen Sr Fon Enrrgeneg ».... 
+ BR n.n +1 + A.nR+ı.N+2 ; 
verlangt. Ke 


Man setze diese Reihe =y, so erhält man da- 


durch eine Gleiehung zwischen x undy. Man mul- ' 


tiplicire selbige mit =**, so erhält man 


Nun nehme man von allen Gliedern die ersten Ab- 
leitungen, so erhält man . 


rn x”. + (n—ı)yz" Ey =dn—)2" +mX 
Luhslichsre ar + m. m+1. El IR = RER \ 


iı. A | 


u ' 


wo ein Factor in den Nennern der verschiedenen 


! 
Ü 


Glieder verschwunden ist. 


| Man multiplicire die Gleichung r mit x" ,s0 er 
hält man .. ne 


Er tot; ya" | elne | +mz" 


I reducizen f wena die, ‚gegebene Gleichung -von der 


m—2 m—1 


\r 


196 ee ‚68, L, 
m.mHr m m.m+- ı.m+a Pr PB) 
re ee a 
! 
Man TEEN das erste Glied durch A und neh- 
_ me die Stammgleichung, so erhält man 2. 


Er r m m.m 
P=o— TE Ha zur ZT! „mie. 
m——ı nen +1 


Ich füge Keine Constante a weil sie in p mit 
. einbegriffen sein kann. 

Vergleicht man nun diese neue Reihe " mit 
der gegebenen, die gleich y gesetzt wurde, so ist 
leicht zu sehen, dass 


en x ZZ Ye 
Zu er 


Man nehme hiervon die erste Ableitung und setze für 

| Z- seinen obigen‘ Werth-S FL )yr re 
so erhält man folgende; nach y. lineäre, Gleichung 
. der ersten Ordnung: 


gi 





(n1)2" 42 Pr me" ya ET lnı)ye” rn 


ö welche ak sich auf die Gestalt 


dy n—-ı— me n—ı 


Mer aaa 7 a0 





= bringen lässt. [Nemlich es ist 7 (a" — a) 
= — (a1)? + mx") yon), folg- 
: uns wenn man durch x" "(1 —2) dividire: 


z men. sog 
at dieser Gieichnug kann man nach (55.) verfah- 


i | 65.1 u ° 297 


ren a folglich den Werth von yinx finden, der 
dann die Summe der gegebenen Reihe ist. ‘Die will- 
kürliche Constante, welche dieser Werth enthalten 
muss, findet sich daraus, dass y— ı für 2 — eo ist, 
wie es die er Reihe verlangt. . | 


Enthielte die Reihe blos einfache Factoren, wie 


m+ı ® m +2 L 


zer x 
n+ 1 n +2 


so würde man auf dem sismlichen Wege N 





ER re a mt+ı , _m+2 .. 
pP= En } +2” + x" +2 ...n 
erhalten. [Denn y=ı + — x ) ee x: 

| n+1 
ac RE „a nm, Mm, 
Zr.” m Biebe JE er Bar mr 

.ma+1ı hy, Mm+2 ot dy a—ı 

ee 7 ,e a dz ® 2 


+y.n—ı Ei 2 == (n—ı)2" 2 Lmz" "+(m+ ı)x" 


m—n 


+ (m+2) Mn und, wenn man mit x mul- 


kiplieire, "ii ay.n—ı.2"" = 


@ ED na"? + ma ma + (m+1)2” +(m > ot, 


wenn man die Stammgleichung nimmt, 





14 Zu di 3. +x u | 
m—ı 
Bekanntlich ist aber ı+ x + EN — [nem- 


lich, wenn die Reihe ohne Ende fortläuf also ist | 


nt m, = 








Po 


3. 


198 j 2 Se 66. Rh 
Nimfnt man hiervon die erste Ableitung und substi- 


| tuirt den obigen Werth ‚von 2 ‚so erhält man ” 








» | mi 
dr „m— PETE = = (mn)e" « TS 
| en 
TE oder 
2 Rd = n—1. 1 x 
Ir 53 N - a er ‚ (12)? 


welche. Gleichung ebenfalls von der ersten Ordnung 
und lineär ist. Fe 

Die’ Methode - -Jässt ch auf mehr zusammenge- 

setzte Reihen anwenden, und kann äneäre Glei- 

_ ehungen, höherer Ordnung geben. Ich glaubte ihrer 

'ärwähnen zu müssen, da sie beinahe 'die einzige all- 

. Hemeine Methode für die Summiation der Reihen ist. 


66. 

> sey ferner die Gleichung 

: y=s4a+Bar +, | 

gegeben, aus welcher der Ausdruck von x in yY 
erlangt wird. Derselbe kann, wie bekannt, durch die 
Auflösung der Gleichungen des dritten, Grades gefun- 
den werden, Allein man kann ihn auch durch die 
Functionen “Theorie finden, wie folgt. 


= Nimmt man nemlich die erste und zweite Ab- 
Nein, so erhält man | 








.dy 
I = 


Setzt man nun eine Grösse von der Form 


De \ FE GE tr: 


ren rer | 


zusamihen, wo m, 7, P; q, r willkürliche Coeficien- 
ten sind, so hat man eine viergl' ediüge Grösse, wel- 
che die Potenzen x, x? und =? enthält und kann 
die Glieder, welche diese Potenzen enthalten, einzeln | 
Null setzen. [Was übrig bleibt und kein x ent-' 
hält, heisse C.] Man erhält auf die Ne u Glä- 
chung zweiter Ba | | | 





Ye 
‘wo e eine Constante ist. Diese het enthält 
noch zwei unbestimmte Coefficienten. [.Denn drei 


% 
Ic. 
« 


won’ den 5 Coefficienten m, n, p, g, r sind schon 
durch das Gleich - Null setzen der drei area 
mit x, x2, x3 bestimmt. | 
- Man kann also machen, dass die Gleichung, Bi 
| wenn man sie mit @ 2 maltiplicirt, eine Stamm- 
gleichung hat. Detin zu dem Ende darf man nur 
g=& m, rzen setzen, so erhält man die Stamm- 
- gleichung | Ä 
y+(p+ am=+ + na) (= — 2Cy +0 


[Denn, wenn man mit Re _multiplicirt, und qg_ 


== Fi an ale, so erhält man | 


d?y 
Pr a >] + Gramztna2)z. A 
- . j . —— dy 
r - r. j } — Ad: . 


Davon ist die Stammgleichung 


u 66. & 
7 Koramsene (AL 2) are 


wie leicht zu sehen, wenn man. von dieser Stamm- 
gleichung wieder . die erste, ‚abgeleitete nimmt). 

‚Die Grösse a ist constant ‘und erhält ihren ee. 
für .=o% wenn man die Werthe von y und ——. = 
aus ‚der gegebenen Gleichung setzt. Dieses giebt 


= ” TE — 4A. Subsütuirt man Dieses in die 





zuletst gefundene Gleichung, so em man a==p AR, 


[INemliok weil y == o, und —— =4 ist, +, für z=o] 


Man erhält also‘ ME ee der er, sien 
Ordnung in y 


y:+(p Hama 4 na”) E35 — 2Cy + pA?, 


wo x nur auf den zweiten Grad steigt, Ohne die- 
sen Umstand würde man zur Bestimmung. von x 
durch y Nichts gewonnen haben. 


Ehe‘ man‘ aber weiter geht, muss der en | 


genug ia werden, dass die Grösse y+ (m + na) 





+ (PH-2MTC+ na) £ m ‚ nach es Sabsitusen 
wi 


der Werthe von y, dp ; er, blos einer REN 
» gleich sein soll. u Sabstitution a 
. Aa Bor 428 | 
+ (A +2Bx + 522) (m + 22) 
+ (3462) (p + amz + nx2), Ä 
Entwickelt und ordnet man. die Glieder nach 


’ 


's6. E- +3 _ 801 
Potenzen von- x und: setzt C dem Giiede ohne * 
gleich, so erhält man Zu 


m4+2pB=C, er 
G+n)A46mB4+p = | 


RN 


(ı +4n)2 + imo, be ee Me 
ı+2397=0o y 2 nr 
wordus folgt : | KR 
ı B _ _BrA ‚_2B 3_9AB 
ng Paz ner une R 


. Der Kürze wegen behalte man die Grössen p und C bei, 
‚und setze blos die Werthe' von z und z in die obige 
Gleichung, so erhält man, wenn man daraus ee; 
ı_ 3SYpAR+ecy—y?) 
de "yVop—aBz—2) 
Hiervon muss nun die Stammgleichung zwischen = 
und. 7 gesucht. werden. Um aber die unmöglichen 
Grössen zu, vermeiden, muss man die beiden Fälle 
‚unterscheiden, wenn die WVurzelgrössen. reell, und 
. wenn sie imaginair sind. Denn, weil jeder. reelle 
Werth von &, reelle Werthe für y und SL giebt, 
so miissen nothwendig die beiden Wurzelgrössen: der 
obigen Gleichung zugleich reell oder imaginair sein. 

Man setze also, erstlich: Y (p 42 +2Cy—y?) 
sey eine: reelle Grösse, so muss Be: > or 
‚sein, also kann man setzen 

Oo y—C == sinz ver 02%: 
Dieses giebt 

rer + 2Cy—y2) = eos 2 Y(p A? + a 


vun Een 6 
{Deiin, guadtire man beides und add so er- 


38 


‘ f 


u‘ 
. 


hält man _ \ 


nr a + 200, =Qinz: 4 goiztjgp.a +09 


wepAr + CH, 


| u identisch ‘ist; ' denn ‘der erste Theil der 


Gleichung giebt y„- — 2Cy+ C:+pA”+2Cy—y: 
= pA? + C?, wie der zweite. ) Nimmt man.die 
erste ARaUNE , so erhält inan 

SR H_ VoAr0H FE cosz. 


Li 


Setzt man diese Ausdrücke in die vorige as 
Ma dividigt mit 3, so erhält man 


dz 
(9 —4Bx— 22) 1 _ ie 


wovon die Seomungleichuiig 
x +3B = sin(4z +e) Y(9p +3B°), 
urd’'wo & eine Constante ist, die aus der gegebenen 


'Gleickutik dadurch bestimmt werden muss, dass 


x 0 ist für yo, [Dass Dieses die Stamm- 
gleichung sey, davon kann man sich am bequem- 


sten überzeugen, wenn man rückwärts wieder die 
„Ableitung nimmt. Dieses giebt | 


. 


am 372 ler V(op+32?), oder 


ds 


| = > eose rm) yon r429 


"Quadrirt man in dieser und in der Fee 
chung auf beiden Seiten, und rechnet die Qua- 
drate zusammen, so erhält man, weil RN (z+«)? 
+cos(4z +)? —ı, * j 


re (ZY. = sp +48, 


eh 777 
üi ae a 
(zZ 2 — IP — 1er öder 


u er B&- ui ey > Kerde 








u S 1a | 
EN die A bleitungs- Gleichung war.) Es sey 
z=a für y=o, sö erhält man die beiden Glei- 
chungen in * 

C = sina Ycp4 + 0%) und 

ıB = sin(4a+e) Y(9p + 4B®), 
woraus sich a und -hernach « finden lässt, Hieräf 
lässt sich z ; durch die Gleichung u 





bestimmen, und endlich erhält man | 
= —4B + sintge+ a) Y(dp 2). 


‘Und da, der Sinüs von 2 ‘auch dem, um einen öder 
zwei Umfänge vermehrten, Bogen z entspricht, so - 


erhält man 3 Werthe für x, wenn man z die drei | 


Werthe z; zen und c+4n giebt, wo 27 den | 
‚Umfang bezeichnet, \ | BR 
Dieser Fall ist der sogenannte irredu derble ih “n, 
welchem die drei Wurzeln reell sind, \ 
Man setze, zweitens, die WVurzelgrösse Y (p „A 
+ 2Cy— y?) sey imäginair, so wor man nur Zah-- | 


ler und Nenner des: DEN von 27 mit Ey, 


multipliciren, „welches giebt . | 

dy _ 3V(—pA: —aly +) 
| de A 
welche Grösse roell ist. | 
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! — 


Setzt man hier 

yB+z=+ Vi-9p +4Bz +22) = X und 

Hy VAR NEN 
‘und nimmt die erste Ableitung, wobei immer y als 
Function von 2% betrachtet wird, so erhält man 


Z= K-op+ Bar)” E und. . 


day DR; 
| Er er r- MPRERENEN 


e 2 | FD B+x | 
| Re jI7 a1+ en OP +3 Poe) 
Vigp+3Berx)44B+z 
 Vgp+3Bz+2) 
STSRER Bz +2?) *, und 
aY- + y—.C 
As” H -VANP—2Cy+Yy?) ' 
ar dry VeopA?—2Cy +Y?) +1—2C\ 
de de\, vVorR—alyıy) 7 
._ oder x : 
ne | me 
er nen. 
Die obige Gleichung lässt sich also auf die Gestalt 


Le X gr bringen, 





BR oder 


Bi dx 
| [Vemlich, die beiden obigen Gleichungen en 
dX ; 
ig i= -9p+4 Bx+2) * und 
Ä . dY 
| cz :3F ee 


Nun wa Te —— 3V -2Cy+y?) +y? ) is 
ü V 9? + Ey] +22) ee 


/ 


66. BE - BT 7; 


dä et dt - fd: ER. vn a 
1 op + Ber 


ax, dr 


und folglich 2 5: X=57-:57.] Die Stamm- j 


er ist dog X 1log Y + dog 5, wenn 
log b die willkürliche Constante bedeutet.. Geht man 


von den Logarithmen zu, = Zahlen über, soist < 


X m vyr. 
Um 5 zu bestimmen, mache man wieder zo und 
y= 0. Dadurch wird X=t4B4+Y— op und 
Y= —C4 Ver also erhalt man | 

|  Vecı vr) 
Da nun der Werth von ‚X in x bekannt ist, so ie 
es leicht, daraus x zu finden. Denn, quadrirt map ; 
die Gleichung | 

X—ı1Bl— = Vi-op+iBeren, 
so erhält man | 
= Em B)? + 9P_' 
2X 


folglich, wenn man für X den. enden. Wer 
von y setzt, nemlich Vr, 


Pen BVF-—-3By 4 ar, | 


'abyF 


Se: 


Dieser Ausdruck kann, wie man sicht, nur einen ein- 


zigen reellen Werth von x geben. Der Fall ist. der- 
jenige, in welchem die Gleichung zwei imaginaire 
‚Wurzeln hat. 

Setzt man B==o, so re sich die ge- 
 fandenen Formeln in, beiden Fällen sehr und reda- 


_ 
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eigen sich auf die bekahnten Ausdrücke der Auflö- 


4 


sung der Gleichungen des dritten Grades, ohne zwei- 
tes Glied. ‘Wir wollen nicht länger bei dieser Auf- 


“gabe verweilen, weil sie ganz der Algebra angehört 


und bier nur im Voorbeigchen, und um am ver | 


‘ schiedenen Beispielen die Anwendungen des Fımc-. 


tionen - Algorithmus zu zeigen, vorgetragen. wor 


den ist. [Die obigen Ausdrücke zur Auflösung 
der Gleichungen dritten Grades, können behannt- 
lich leichter gefunden werden, indessen ist der 


| Fall, als Beispiel der Anwendung der ‚Rechnung 


mit veränderlichen Grössen auf eine rein alge- 


‚braischen Aufgabe, dass heisst, auf eine Aufgabe 


wo es darauf ankomms, den bestimmten FFerth 


einer unbekannten Grösse zu finden, allerdings 


interessant.) 


gm 


Eilfter Abschnitt. 


Von der Stammgleiehung einer Äbleitungs-Glei- 
“ehüng erster Ordnung, in weleher die -verän- 


derlichen Grögsen gesondert sind, in welcher 


“man aber direct die Stannmgrösse jedes einzel- 


' nen Gliedes nicht finden kann. Merkwürdige 


| Eigenschaften dieser SR, 





67. i 
‚Als katztes Beispiel wollen. wir die Alteung - 


| Gleichung der «sten. Ordasuung 


.% 


> AN A 7:7, 5 
My _ VArBr+CcH+Dy4+EN) 0° 
BE Var Ber De" 
nehinen. Dividirt man mit der. Wurzelgrösse, weh 
che y enthält, so erhält, man eine Gleichung, in wel- 
cher die veränderlichen Grössen abgesondert sind. 
Aber ;die Stammgleichung‘ davon lässt. sich nicht. fir 
den, weil die beiden Glieder einzeln nicht auf Ableiä 
tungen feducirt werden kömen. 2 
Dagegen erreicht may, den Zweck auf folgende 
Weise. Man setze zuförderst,. x und y wären Func- s 
tionen einer andern veränderlichen, Grösse z, som \ 


d dx d; 
man vr ra statt ri setzen, 0) ENeinlich, 





et dy = d dy en 
weıl Jetzt IETF rZ% 
liebige Function von t, so nn die ei für y 
eine ünbestimmte Function von &, „Also kann 
zasyi setzen, dass x so von ? abhänge, dass # 
er — Y(A+ Bxz+Cz?+Dx?+Ext). 
[Dieses ist nichts anders, als:. man setze & gleich | 
der unbekannten Stammgrösse von | 
dx ” 5 v = 
EREBENIRE ORCHESTER. SARRE SEEN 17% 
V(4+Bx +€x?4+.Dx3+ Ext)" L 
Alsdann giebt die obige Gleichung, in weicher SZ Te = 


statt 1>2 gesetzt worden, eben so,. gr =y ns 


75.) Ist nun x eine be- 


Ri - 


+cy? + Dy: + Ey®). [.Denn, setzt man in = | 


dy dx dy 
=- ra Er ‚ die Werthe von Zu um 


so erhält‘ man die gegebena, Gleichung] ee 
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* Man quadrire die Gleichungen für -G7- und E 

«ind nehme dann die erste Ableitung [nach r], so er- 
halt man, nachdem die erstes durch E= ‚die an- 
dere .durch 2 dividirt worden, 
d!x 

dı? 
er 





© = B+2Cx+3Dzx?+4Ex? und 





= B+2Cy +3 Dy?:+4Ey?. 


[.Denn, wenn, der ‚Kürze wegen, VA+By+Cy 
+Dy’ + Ey) =f und Y (A+ Bxz +Cx? + Dx’ 
+E) =X, so dass die gegebene Gleichung 








T- =z ist, so ist = X und Ir 
do | | | 

d2 x dX Byr2Cx +3Dx’+4Er? dr 

m —o——7777 077, 

dt? ct . 2“ di 
Zu .— 4(B+2 C2+5. De? +4. Er?) 

dey __.dY _ BreCy+3Dy’+aEr dy 

ern ar Be 


Ä | — 3 (B+2Cy+3.Dy?+4Ey°).] 

 . Man setze + y—p und ze—y=g 50 dass 

| zeip+Ny=3P—N: 

. so geben die beiden obigen Gleichungen, addirt und 

‚sübtrahirt, 

SE =p+Cp+3D@p+g?) +320p? +3pg?) 
er u | ER | 


il ae A 9°). 
; d?p 8x 5 day __ FE 
[.Nemlich dis — der "die Brenn) 


+3D 


ed 


Bun pm a mn m nn 
= 2 mu —————  — u 1 1 1 1a —— nn nn a — an u —— nn a 
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+ D(@tay2)+aEat 472) = B4 Opa hDLip49 : 
+49?) + 2E[ip+)?+30—9)?]) = B+ “ | 

+3. D(p2 +99) +2E(p? +3pg?) und ze 
d? .. d?x d? 

Te ae kit en 

| + 22(2?—y?) 

ce. 04441 Dpg + 324 @+M— 3) 

— Iren +5p, 2 ( | 

Da ferner WE a ı m = (2°) (&2), ma. 


dp _dz= 2 Ä en "dr. ur 
"DR, an de "ide BT dE- de w 


eg nen, ‚wehn man die Werthe von de und 


I aus en obigen Gleichun gen sobstituirt, 





? zZ Br #Cpg+4Dtsp 9449) En 
| | H2Elpg+pp) 


[Denn es ist (= =ı.A +P2+ Ca? +Dz’ + E2* 
und (= = Ardyı Cy? +2 n Ep 


ano (FE) (7) =2e+ er 
+ Desyn HE@y) 
= 294 O4 DD’ IM El . 
Ep so 
= Bp+ Cpg+ 1. Dap°g+g°)+ 3E@’q ron 
Nun mache man die Combinatin® 


"d?p di ‚41 —3 4 $, “ 
7 FT de de de 1D4 “Ep 


. Du 2 E14] 


210 ee 67. Tv 
[Vemlich ei ist gleichBq + Opg A 7 D (pa N g” 
| | W akt e+ae und 


mEERIHP N), 
2p “ dv -d 
also ist g u - I. =D? + Epg?)]. 


Man mültiplicire die beiden Glieder mit 2 -- :q?, 
so. sind sie die vollständigen ass von 


Ge)’ ..g° und von Dp + Ep*. [ Denn 
| die Ableitungen hiervon sind 2 —.- ri ea 2 .g® 


Fi ag : =D = HaEp SR =? ‚als, 


dp 
wenn man mit 2 —P- dividirt und mit a’  muln- 





= 
Hplieire, q 4. 7 . =4D4° +2pg°, wie 


oben.] Man hat also = “ eine e Stammglei 
u. erster e nemlich 
‚(de = = Dp+ Ep’ ta, 
wo a. die willkürliche Constante ist. 

+ Um a zu bestimmen, sey m der: Werth von y, 
fürn x == 0, so erhält man, für diesen ren, vermög® 
der anfänglichen Gleichungen: 

r = y.* und . ” a 

Y- V (44.Em+Om? + Dmi4 Em‘), 
welche, letzte Grösse, der Kürze wegen, 2 heissen 


B 





: | 67 L. a i " 211 
soll, Da also nun p=x% a+7 =x—y, 25 
„dx 2 dy da._ dz .dy Dt 
a "ae dr Fr gr, Warı 50 ist, 
dp | 
p=N, Fe Ir nr YA II n+ YA. 


Sabstiuirt man ‚Diesen in die obige Gleichung, 
[G7 — Dp + ” + e]. so ar 


# 


ne va _ -Dm-- Ems, 


“welche Constante a unbestimmt bleibt, weil” im ee ri 
_ stimmt ist; aber die vorigen Bestimmungen sind: für 
den Fall nützlich, wenn man, durch andere Com- | 
binationen, neue ai Panne mit t willküglichen | 
Constanten fände. | 


_ Wir haben also jetzt die Gleichung 
| d 
— = = gV(@+Dp+ Ep®), 
welche, obgleich von der ersten Ordnung, dennoch 
- schon sogleich die Stammgleichung in x und y von 
der gegebenen Bateo er weil man den, Werth 


dp ai ii 
von 2 Tuer ri + IR schen in x und J 


kennt. nur “ii also, wenn man die Werthe von 
p, g und — substituirt, . 


u + Bz Fe Oz: +Dx? + Ex*) 
, + V(A4Byrs+CcyPaDyHEyN) 
= @—-yYVl+Dae+n+Z@+N’h 
wo a die willkürliche Constgutg jst. 


rs . 





ma“ Be 9 


- 


Da? 


"Diese Gleichung ehe x : md y ist, wie man 


sieht, recht einfach, und die Methode, durch welche 


wir sie gefunden haben, ist merkwürdig; aber die 
Gleichung ist nicht die: einzige, welche man aus den 


0% gefundenen Formeln erhalten kann. 


Dein, substituirt man den obigen Werth von 


in die weiter oben gefundene, Gleichung für 


dp 
Zr 
IS “1, so erhält: man 
d 
7 Me 


B+ P. +3D(3p? +9?) + 2E(p% +pa®), 
VY(a+rDp+Ep?) 


Setzt man hierin für p und g wieder ihre Werthe 


dg R 
e+y und 2—y, und für —-, seinen Werth. 


- uriz = V(A+ Br Ca? 4+Da: + Ext) 


— V(A+ By+Cy:+Dy? +Ey*), so erhält man 
eine neue Gleichung zwischen x und y, mit der will- 
kürlichen Constante a, die ebenfalls die Stammglei- 


‚ &hung der gegebenen jist, Sie ist eine ‚blosse Ver-, 


wandlung der vorigen, [wie es auch nothwendig 


Ä an muss], 


| 68. 
Die gegebene Ableitungs-Gleichung erster Ord- 
nung, von welcher wir die.Stammgleichung gefunden 


. haben, kann durch passende a nn ie auf die 


Form 


Pr er: YV(A+Bcosz) 
du — VlA+Boosu ” 


"gebracht en wo z eine Function von u iat, 


7 Pr 


- 


68. Dr ag 


Lan ‚sche deshalb e. 2». Läcroiz traite du cal: 
wul diff. et int. tom, ei |. 697.] Da diese Gleichung, 


auf die nemliche Weise behafldelt, einer einfacheren 


‚und eleganteren Analyse fähig ist, ‚so, glaube ich, wird 
man dieselbe nicht ungern .hier finden. 

'Man betrachte z und z.als Functionen einer neuen 
veränderlichen Grösse £ und, nachdem man, dem 6- 


du 
dt 


man die beiden einzelnen a h 


S 


mäss, —— — : — stait — substituirt hat (50.), setze 


\ 


Man quadrire sie und nehme davon dio erste Ab 


leitung, so erhält man, wenn man die eine, durch 
5 » die andere durch u: dividirt, die beiden Ab- 





leitungs -Gleichungen zweiter Or dnung, a 


d?’ u ur $ d?z ‚ . IR rg 
„= — Bsinu und s- zu — Biinz. 
er Te Kr ra 








2. 


U 
welches, weil! (AD 00s w = ar ist, 2 = 


—Bsinu giebe: ‘Eben. Pre e Nun’ sey 24 | 


== op und z—u=24, so geben die beiden obigen 


“ Gleichungen, addirt-und" subtrahirt, nach. bekannten 


Formeln 5 
3 
j aan er at =-Deirpung 


d2p 2 ae 








= Besinu—sin 2). 


_ Grm ViArBen u) und Tr =VldrBeny | 


=2(4+B'cos Kö (—Bsin = \% 


e 


- 


77° Er 
=! B (ing) - Es nd + 2) —='— Bsinp 0059. 
‘ Aueh 7 4 | . ' 


"Nun ist leicht zu sehen, dass, wenn man die bei- 
den Gleichungen zusammen rechnet, nachdem man 


dp 
die erste mit at, „ die andere mit En multi licirt 
rTZ 2 P | 


‚ hat, das erste Glied die vollständige ‚erste Ableitung 
von 2 dp ,da 7 
dt 7 
dige erste Ableitung von — Bsinp sing ist, so dass 
män die Stämmgleichuug erster Ordnung, 


——, und das zweite Glied die vollstän- 


„dp... d BR 
| Tr 7a —= —Bsinpsing+a 


erhält, wo a die willkürliche Constante ist. T Die 
OR. 2a d2:q 





erste #bleitung davon ist 2 Ze — Tu 
=—B ap ST. 
— cosp sing ZE- — B sinp c08 4: ZT, was 


man erhält, wenn man, wie oben gesagt, mit den 





| beiden Gleichungen 2 Fr; ——Bsin p cosg und 


Tr = = B cosp sing verfährt,] 


Um die asia a'zu EEE wollen wir 
.2== m, für u 0, setzen, so ist in diesem Fall 


euer 3 ı, :dz. 
—rr v(4+B), 2 rei: v(4+B en m); 





. d 
v- +) 


ces) 


ES ms 


a. [GG Dun 


= 1B (cosm—ı), 


N 


x sin p sing =: wntm? = 3 (1 —cosm), in | 


dp -: 


a=m2—r + Being ung=o 
Mithin ist blos . nu u 
| | dp dg B 
Zeh de dr er — sin p sing. 


' Da diese ER keine willkürliche Can- 

stante enthalt, so muss sie in den Gleichungen erster 
Ordnung zwischen z und z, von welchen wir aus- | 
gingen, enthalten sein. In der That geben diese Glei- | 
chungen, wenn man die ic von pundg u \ 
‚stituirt, 


[le By 2] 


CHR ee 
[.Nemlich op=z+tu und a ag 


EEE NED 
zn ME 2.=y(4 
‘+ B.cos 2) und PS — via + Bess u) 2 er 


„ap dg 
327: a = Ar Bann 4 — Bcosus 


" — B(oosz—cosu) = = B(eos (p+ N — 005(p—9)) 
— — Bsinpsinu.) | 
" Min dividire mun mit dieser Ableitungs- Glei- 
oehung erster Ordnung die beiden obigen Gleichun- | 
dex zweiten Bee für p und q, ar die 











i _ - 5% 


, - . ...ı. u Ge l Paz 
nd :: 6. 0 5 


REN 2 Zr = B SE p 008 q ba 
„27 
27 | 
dp. dp da _ _ 059 on 7; dp. dq _eosp 
de "Bede”® sing‘ de? de: de” sinp 


— — Boosp sin db so erhält man 











Man a ic die erste mit ‚ die andere mit 





gr 
dt 
, 2 , so sind, vom den Resiltsten, die ee 
Amen | 
> 0 SS RR 
log, = logsing + loga und 
| | ur: Sr Ge 
oo. log ST = log sinp.+ logb. 
[Denn rückwärts - = u von diesen Stamm- 


‚dr __cosq dg 
. gleighungen sind — Br er Fig ‚jr und 


ag da __cosp dp 

der“ de ” sinp dt 

‚rigen übereinstimmt. ] Geht man von den Loga- 
rithmen zu den Zahleg über, sp erhält man 





——, welches mit dem Vo- 


d 
&- == asing und —- = — bsinp, 


wo. @ und 3 willkürliche Constanten sind, die sich, 
wie oben, bestimmen lassen. Man erhält Lauf eina 
j ähnliche Weise, wie dort] 

VA + B cos m) + arm. 


a == - 
asınım 
= VArBeosm)—yA+D 
|  2unzm : 


„Pia beiden gefundenen Gleichungen geben, = eine: 
_ Prammglelchung swischen 4 und z, wenn wem % 


# 


ET Te 
"Werthe von pf=! ıXz+ u], alu], 
Ir Fra Be BT SERIE 
"+ 374 +Beosu)] und -27 [=1Z- Ze 2.8 N 


—i vA+ B cos 2) Be cos ie, indahk 
Man erhält | 


‚V(A+Becos2) E VeAHB ex cosu) — ARTEN | 
vYV(A+Bcosz) — V(A+Bcosu) —=ebsink(z+ u). 


Da die Werthe von @ und 5 die nobeetimmie Grösse 


m enthalten, so können :sie ebenfalls als unbe- e 


‚stimmt angesehen werden, Man kann also in die- 
sen, beiden Gleichungen a sun b als Constanten be- 
auf irgend eine . Weise nit en ver en so 
müsste'man die obigen Ausdrücke für a und 5 ge- 
‘brauchen. Dann wäre m allein die willkürliche Con- 
stante. 4 , 
"Da ‘die beiden BEN gefundenen Gleichungen 
Würzelgrössen enthalten, so wird es gut sein, aus 
den ‚nemlichen Ableitungs-Gleichyngen - erster "On ' 
nung. | | 
— = = asing nd SL — — bsinp, 
noch eine andere PRIEDEE NO zu suchen. , Divi- 
dirt man eine durch die andere, so ‚erhält man 
dp- . dq __.‚asing 
ar s a, RER 


‚ und wenn man kreuzweisg 


Le sap SE sing, \ 


me ee 3:5 Su 
" [Dieses folgt auch atmitzelbar, weil bsinp.asing 
Fa sing.bsinp ist.] Hiervon ist die a 
| beosp=@cosg+& a 
y {wie leicht zu sehen, wenn man wieder die Ablei- 
tungen nimmt,]cist immer eine willkürliche Constante, 
die, wie oben, bestimmt: werden muss, Setzt ‘man 
‚u=ound = - m, so ‘erhält man 
EA p=qg=;m, 
also giebt die gefundene Gleichung | 


vV(44+B) cosim 


| == (b-—-a) csim = — 
| ‚m ( a, ‚sin 4m 


Setzt man die Werthe von a, d, c und von p 

i(z+u) und g= 4 (2—u) in die nemliche Glei- 
‚chung und reducirt die Sinus und Cosirlus, so erhält 
man ‚folgenden sehr einfachen Ausdruck 


.cos$s.c0s}u+sin$z.siniu. Ver Bm m, 


welcher die Stammgleichung der ‚gegebenen Ablei- 
Rn erster Ordnung zwischen z, z und 
Far ee] ist. De Winkel 
m ist . die, unbestimmte Constante. [Nemlich, 
wenn man, in die gefundene Stammgleichung bcosp 
=a cosgq +6, die gefundenen den; von.a, b, 
-c, p und q setzt, so erhalt man | 


"ycA+Beosm)— Y(A+B) | 
14 rim) —YL ” 003 CH) = 


(A + Bcosr m) + V(A + B) BRRS @—2)- 


2sınzm 


vA - 
Vs Bengm oder A + Becosm) (cos(z+u) 





sin m 


- . _— r 
T er 


2 | Sn wg 


cos e e) —yiH + Bleoske + » + bogen) 
—2y(A+B) cosim, oder — V(4+Boösm).asiniz 
sinzu=y(A+ B): 2c0s$2cos} Kr (A u, 

oder „ i 


20 coszu + kinjseingn BI m). = cos! m . 


wie oben. ] | 


| 69, = | | 

 . | 

Man kann die Winkel $z, $u und Im als die. 
drei. Seiten eines - sphärischen Dreiecks betrachten. 


Alsdann ist die Grösse and zei, ‚nach einer 5 


bekannten Formel der sphärischen Trigonormetrie [cos@ 
cosß + sinasinß cosC == cosy], der Cosinus des, 
zwischen den Seiten #2 und 2x; der Seite 12 ge 
gemüber liegenden Winkels. Diese Grösse ist der 


Werth von Era für u=o und zem. Em | 


aus der gegebenen BRFEN Gleichung In 
__V(A+Beos2) UT 
= 'yCAs+Boosu) . leicht zu sehen.) Also ıst die- 
‘ser Winkel constant, se wie die Seite im; während 
‘die beiden andern Seiten sich verändern. 

Der constante Winkel heisse M, so ist, | 
en 1 Ä ir 

woraus folgt | 

A __ c0osM?2—cosm,. a) Bar: 
B =. ‚sin nm "sin M 


Wemtich, Vuarkmm _ cosM giebt Br | u 


- v 5 , s bi } 
P , j EN‘ s f 
FE 4 i - ’ . - “ 
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# er } 


a 


n 
nv 


mAh), oder zmm zus cos U 
— cosm = 1 sin M? — cos k ma + sin $ ma 
== 8 sin} m?'— sin M®, also 
_ 4,_, sinzm' 
a sin M 


Substituirt. man aa in > o gegcun Gleichung, | 
»_ VA +Bcosz) 


ne u z wnd + Te "rasen u) 
Ä in M 


ad schreibt, der Kürye wegen, B statt kn so 
erhält man 


..dz Vlı—u? sin} z3) 
du —° YVlı—u? sin u?) ' 


[ Derz die, gegebene Gleichung | giebt = 
V(# + cosz) Vs rent —sinte) 
v5 + cosu) "v@ + cos zu? _  sinzu2) ö 


A sinZmN * 
"also, wenn man den W; erthvon — =ıl —— ) —ı 
ZBTÜsn mM 


sintm\® ı aA X >) 
Y (2 (ntm)* ı +cosäz?—siniz 
ne ü 

en). SE Ir? _ 2.) 
BG Ge M ı+cosiu Be | 


vente) year) 


"eubsiimirn ZZ 











a | | 1 — — oo a a 7 
, sin®n sin M 
= ” (27) Bere VG- Be) sin) 


Va —u? sin$ 2°) 
ya — u? sin zu?) \, | 
. Die Stammgleichung hiervon giebt. also das Ner- 
"hältniss’ zwischen den Seiten - * z,.zu und j m eines 


> | 
B £ 


ei FIG Bar 
Kigeldieiscki, in welchem 12 das Verhältitse ‚der Bi- 
nus der Winkel, zu den Sinus der. gegenüberstchen- 

inM 
sın4 m 
‚und j m war die eine Seite, M der gegenüberlie- ; 
gende Winkel] Da dieses Verhältniss, wie bekannt, _, 
für alle Seiten und Winkel constant ist; [denn die 
Sinus der Winkel eines 'Kugeldreiecks verhalten 
sich, bekänntlich, wie die Sinus der. gegenüberlie- 
genden: Seiten,]: so: bleibt, im’ Fall das ‚Verhältniss 
allein gegeben wäre, der Winkel, oder "die Seite as 
wilkürich. = . 
| : Das‘ sphärische. Dreieck zeigt ; deutlicher, wie die. 
"Gleichung zwischen seinen. drei Seiten der gegebenen | 
Ableitungs-Gleichung erster Ordnung genug thut. 
Die ‚Gleichung war 


den Seiten uch [ Nemlich gu war = 


6057320054 Uu +4 cos Msin4zsin$u = cosim. | 
Nimmt man die ersten Ableitungen und sieht z als. 
- eine Function von ı, und m und .M als FyaHen 
an, so erhält man | Ze 
et * dz- 

(cos M. cos jssinju— singe cos} u) E78 

+ (cos M sinyz coszu— cos}zsin$}u) = 0, ' 
Man subsfituire hierin, den Werth von cos M, 
aus der. nemlichen Gleichung, [alse cos M = 


cos$m— cosizcostu 
gosim— 2 2 „] sd erhält man 


i sin} z sinzu \ 
cosjm—cosiz costu 7, 2 Sa 
cosz2—sin32cosiu — 
[erzser sinA 2 N srcost du. 
cosim-—- cosi&cosiu 
sin} u | . 


z=0, oder - 


222 | 69. L . 
(= imcos} PR E costu—siny 2. eos ser) da dı 
te ae du 


‚(atmen coskz— sin& u" cos32) 


sinku' | 
‘==0, oder | 

bosizcosim— cosiu dz 4 cosiucosim— cosiz_ 

sintz "du sin u 
Nun hat mar, wenn, in dem inemlichen Kugeldreieck, 
in welchem die drei Seiten 4u, 3z und 4 sind und 
. der der Seite & m gegenüberliegende Winkel M ist, 
die, deri Seiten 2 und &z gegenüberliegenden, Win- 
kel durch 7 and Z bezeichnet werden, eben so: 


cosku = coskzcosim + cos F sinki sinkm 


 coskz = cosiu cosim— cosZ siniu sinkm. 
Ich gebe cos Z das Zeichen —, weil ich den Win- 
ke Z stumpf annehme. Substituirt man Dieses und 
dividirt die ganze Gleichung durch sinkm, so er- 
hält man fweil coskz cosim = cosu —cosV sinz 
sinäm und coskucosim = cosiz +cosZsin Zu sinkm 
ist, — cos/sinkz sinzm ‚dz | 0087 sin&u sinim 
| sin:zsınkm "du ” sin$usinim. 
==0, oder] 
dz 


TE ‚eos —cosZ=o, woraus folgt 


dz _ecos2 . 

du "os 
Nach der allgemeinen Eigenschaft der Kugeldreiecke 
[dass sich die Sinus der Seiten, wie die Sinus der 
' gegenüberliegenden Winkel verhalten] ist aber 
sin F _ sinZ __ sinM 


‘ . up ae u Gm 
oo unsu ‚sini z sinäm 








=» 


ae ee ang. 


alio it nF = a sinku, re RN ER Ä 
hieraus 

cos/ = Ya sinkus) 

cosh == Ylı—y?sini2?) | 
Substituirt man diese Werthe Lin die ar Glei. 


chung Ze = Free ge, ], so erhält inan die nemliche 


Ableitungs - Gleichung: erster Ordnung [wie obent | 


dz -Vlıu?sinäz2) 
Au VG Manta! 


Wäre der Winkel Z, welcher stumpf angenommen 


wurde, spitz, wie 7’, so hätte m. statt der Gleichung 








dz cosZ vos _ 
In = pp, ae Gleichung — + ur> —o, 
‚die von der vorigen nur in dem ‘Zeichen von - 


verschieden, deren Stammgleichung aber die nem- 
Hohe 7 En Er 
| 70. u 
Noch ist folgende wesentliche Bemerkung über 
diese Art von Gleichungen zu machen. Man bringe 
| AIRRER die Gleichung (68 auf die Gestalt 
| . z | 


y(d TER —_ VearBaony® 





und nenne die erste Stammgrösse von VArBesn? A+Beos0) 


| fı u; so ist eben so Sf: z die erste Staumprößse von 
T 


Var Tan” weil z eine Fünetion von zz, and 


Zur die erste von z ist, Gel man also 


. 


u 


27 


- 
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mt.den Stammgeössen, über, so erhält EEE 
Stelle, die Stammgleichung : 
.fz=fu+rk, 


wo k die willkürliche Constante ist. ö 
Diese Gleichung muss also mit der Stamihglei- 


chung, welche wir in (68.) fanden, übereinkommen, 


| arg Var: B cos 2) u”, GER; cos u)’ 


wo die Constante » war. Die Constante k kann al- 
sö hur eine Function von m sein: Es sey dalier 
— Fm, so erhält man 
are  : 
Abe m ist: der Werth von z, für u=o. Setzt ieh 
also, der Kürze wegen: fu sey so genommen, dass 


es für u== o verschwindet, so muss man für & =, 


z—m, folglich fm = Fm haben. [Nemlich, wenn 


" firu=o z—m und fu—u sein soll, so giebt - 


die Gleichung fz—fu+ k, Für. u=zo,fm=Äh, 
also, weil k= Fm war, Fn=fm.] Die gefun- 
dene Stammgleichung ist also 

S:=fu+fm, 
welcher nachstehende algebraische Gleichung Bennghnts 


A+Bcosm 
cos3zcoslu+sinizsinkuy gr)= ==ecos sim. 


[Doch ist diese algebraische Gleichung nur eine 
von den Gleichungen,“ die der Gleichung f2 —=fm 
+ fm genug thun; denn diese letztere ist allge- 
mein und gilt nicht blos für die bestimmte Glei- “ 

z dz ar ni 
son« 


| dern allgemein für die Gleichung Ya en 


denn 


—. | 
ee 70. 1 u 225 
Fri sid inf diese‘ eliyensins Oieichung passt 
‚die Herleitung von ft =fu+ fn.] -- Obgleich 
man also den algebraischen Ausdruck der Grössen 
Fu, 2 Pi m, nicht angeben kann, lässt sich gleich- 
‚wohl zwischen den. drei Grössen z, u, m die alge: 
breische Gleichung . ae, 9 | 
Jz = fü + Fr; 
finden. Man hat also auch, wenn man in diese Gleis 
| chung y statt z, und z statt u setzt, | | 
eos}y cosjz+ sin iysinizy (FF +30 =) 
md yuferfm = 
Eben so, wenn man x statt y, und y statt z setzt, 
I EROD EEEN SEN er Li —=co sim | 
ud fe=/y+fm 
u. s. w. Man hat also, der Reihe nach, 
fz—fu + fm fy—fu+2fm, fe=fu + 3fm. 
[Nemlich, weil fy=fz+ fm, so ie y=fu 
+/m+fm=fu+refm, wenn man fz—fu+fm 
statt fz setzt; ferner fx = fu + afm + fm 
= fu+3fm, wenn man fy=fu.+2fm state. 
fy setzt u. s. w.] Aus diesen Gleichungen findet 
man die Verhältnisse zwischen y, z und m, und zwi- 
schen x, u und m etc, ‚wenn man erst 2, En Y 
u. s. w. eliminirt. 

Man kann diese Rechnung auf ar in (67.) un- 
tersuchte allgemeine Gleichung anwenden und daraus 
ähnliche Folgerungen ziehen. Wendet man die vor- 
stehenden Formeln .auf. Kugeldreiecke an, so erhält 

man ‚folgende elegante ‚Construction. _ 
- BE 


=cosim 


226 = „©. 1. | 
Ei sey ein Kugeldreieck beschrieben, dessen drei 
Seiten [M B. Fig. 1=] z, [MA =]u, [AB ==] m sind, 
(am die Brüche zu vermeiden, setze ich in die obige 


Formeln 22, au, am stalt 2, u, m) und in welchem 


der Winkel [M.B.A] zwischen u und m stumpf ist 
Der Winkel zwischen z und z bleibe constant und 
man lege die Basis m wechselsweise längs den Sei- 
ten u und 2, [wie die Figur zeigt, in AB, BC, 
CD....] so dass eine Reihe von Dreiecken [M AB, 
MBC, MCD....] entsteht, deren jedes eine Seite 
mit dem vorigen gemein hat, und die alle die Basis 


m und den Winkel M am Scheitel gemeinschaftlich 


haben. Sind dann die Seiten, welche diesen WVin- 
kel einschliessen, für die verschiedene Dreiecke, z, 2; 
u Y 9% etc, [also | | 
A M = u, B M = 2 
BM=z CM=y 
CM=y, DM=x ete.] 
so ist [wie oben gefunden] 


Fe=furfm y=furafm fe=fursfme | 


. .. 1 er 


8 . M: 
wenn U = nn; und so bei den ähnlichen Func- 


tionen in z,y etc. [Nemlich, z.B. fz ist die Stamm- 
FR. 00 5 

nn von Van: unz)’ fy die Stammgrösse 
z . ! r 

PR Ya—pR siny?) 

Vermittelst dieser Constguction kann man leicht 

die Werthe der Seiten y, =.... der neuen Dreiecke 

finden, Denn, betrachtet man die gleichschenkligen 


| etc.] 








; I 
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Dreiecke. [AB0, BCD, ODE. .$ welche die 
wechselseitig gelegte. Basis m zu Seiten haben, so. 
tlieilen die Perpendikel [2B', CC, DD... .J aus ih- 
ren Scheiteln [zwisehen den gleichen, Seiten], auf 
ihre respective Grundlinien, letztere in zwei glei | 
- che Theile, und die, durch diese Perpendikel ind die, 
den gemeinschaftlichen. Winkel M einschliessenden, 
Seiten entstehende, rechtwinklige Dreiecke geben, 
vermöge der bekännten Gleichungen. für rechtwink- 
lige Kugeldreiecke: | 
= tang X (u +y)= ie | 
[nemlich tang MB’ — cos M tang MB 
tangi(x + )= = cos Mtang y 

[nemlich En MC = cos Mtang MC] etc. 
Setzt man u= m, so dass das erste Dreieck [MAB]’ 
| EN ist und’ z zur Basis hat, so erhält man 


kang — 2 = 00sM tang m, 
[remlich tang m A=c0sMtangMA), 
fi=efm, fy=3fm, fe—=4fm..: 

Die Construction ist eben das für Kugeldreiecke, 
was die Construction der neun und: zwanzigsten geo- 
metrischen Aufgabe in Newtons allgemeiner Arith- 
metik für gradelinige Dreiecke ist, [Diese New- | 
tonsche Aufgabe besteht darin, die Vielfachen ei- 
nes gegebenen Winkels zu construiren. Dieses 
geschieht dadurch, dass man, wie in Figur ı, wo 
Jetzt die Linien nicht Bogen, sondern grade Linien, 
alle in einer Ebene, bedeuten sollen, in den ver-. 
längerten einen Schenkel des gegebenen Winkels, 
vom Scheitel ab, eine beliebige grade Linie MA, 


N Zr Be 


E,, mo.E en 
von ihrem Endpunet nach dem anderen Schen- 
kel hinüber, also in ‚AB dieselbe Linie; wiederum 
dieselbe Linie aus ihrem Endpunkte, von dem an- 
deren Schenkel nach dem ersten hinüber legt, 
“also nach BC u. s. w. Die gleichen Winkel an 
den, sämmtlich in den verlängerten Schenkeln des 
gegebenen Minkels liegenden Grundlinien der 
entstehenden gleichschenkligen Dreiecke sind, als 
die äusseren, der Reihe nach, wie leicht zu sehen, 
_ die zwei, drei, vierfachen etc. des ‘gegebenen 
Winkels) _ 
Denn, macht man aus den ERRENEEN deren 
- Seiten u, z, y etc. und deren Grundlinien m sind, 
| gradlinige Dreiecke, so geben die obigen Gleichungen 
'\zg==2mcosM, uty=22.cosM, z+:= -2ycos M 
[nemlich, dies geben die ‚Gleichungen tang 42 
— cos Mtangm, tang$(u+y) = cosM an 2, 
kang 4 (x+y) = c08s M tang y.etc. weil die Tan- 
genten jetzt statt der Bogen genommen werden 
‚können und also tang } z = $z, tang 3 (u +y) 
(u +y), tangi (+2) —=r +2, tangm = m, 
tangz=z, tangy==y ist ete.] ete, und es ist 
leicht zu zeigen, dass alsdann die Function fu dem 
u sin M 
m 


Winkel proportinal ist, dessen Sinus ; weil | 


sich sin u und sin m in und » verwandeln, [denn 


| ı 
es war fu gleich der a ne von a) 


’ Si. Pa 
welches jetzt, weil sinu MEN sinm in u und m 


sin M . 
oder, weilu= Sm 35th von 
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TC mw; M)" y 


. grösse Alörvon ist bekanntlich ER zum Sinus 


übergehen, 


= sin M gehörigen, Bogen proportional,] « so, dass 


wenn man’die Grundlinie > statt das Sinus der ge- 


_ gemüberstehenden Seite ‘IM setzt, wegen u==m, 


R ‚s=singM, y=sin3M etc. ist. , 


| [Nemlich, da fu, wie oben ‚gefunden, den Bogen; 


oder, was dasselbe ist, dem Winkel proportional 


i$t, dessen Sinus — sin M, so ist U selbse dem Si- e 


Rus — sinM PROPETGOE ara folglich, wenn man 


um=m set, u= m = sinM. Nun giebt z 
 z= 2m cosM, wenn man sinM statt m setzt, 


z=2sinM cosM = sine M; ferner ury 


==2z00sM, wegen u=m, also y=2z cas Mu, 
oder y= = 4sinM cos M®— sin M = %sin M cosM* 


— sinM (1—cos M?)—=2sin M cosM? + sinM cosM#. 
—sinM?3 =2sinMcosM.cosM +sinM(cosM?-sinM®) 


= sin2eMcosM+c0os2eMsinM=sinzM ee 
Ohne Figur und Erläuterung ist Lagran ges 


Vortrag an dieser Stelle etwas schwer verständ- 
lich. So unnöthig und schädlich Figuren bei all- 


gemeinen Demonstrationen sind, so nächig sind 
sie ın > einelnen a a 


ist. Die Stamm- 


30. mh 
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Wir sind über die Figenschaften der Functio- 
nen von der Form fu ein wenig ausführlich gewe- 
". sen, weil ‚sich die Mathematiker mit ihnen viel be- 
schäftigt haben und diese Fu unctionen käig vor- 
"kommen. 

Wenn man z. B. die BERN BER Pendels 
untersucht, welches auf irgend eine Welse schwingt, 
und man nennt r die Länge des Pendels, % den 
Winkel; um welchem es“ sich in irgend einem Au- 
genblick von der Verticäale entfernt, & den grössten 

' Werth von P, A den kleinsten, go ist, wenn die Schwere 
der Einheit gleich; und 
cos B — cos W 
nV (ee Ze 
cos ß?2 — cos a? } 


#=YV (cos ß + cos @)? + sin a? 
op orer ] 


sß + cos @)? + sin @? 
gesetzt wird, A fu Yr der Ausdruck der Zeit vom 
untersten Punkt an, worin, wie oben, i 
de: 
| de Va-arsına)' 
Die Winkelgeschwindigkei der. Bewegung um die 
| Verticale ist 


r2: sin @ sin ß | 
die also Null ist, wenn das Pendel durch die Ver- 
 ticale geht, in welchem Fall #==o, welches der 
Fall der gewöhnlichen Schwingungen ist. | 


e.L am 


| .. 


Die Methode, Ableitungen nd Abletongr-Gle- n 


chungen. von gegebenen Grössen und. Gleichungen 
zu finden, wozu nur direct6 ‚Operationen und nur 
“ Rechnüngen nöthig sind, die sich nach den obigen _ 
Regeln immer äusführen lassen, [also die Diffe- 
rential- Rechnung] kann man: directe Func- 
tions-Rechnung nennen. Hingegen, das Verfah: 
ren, von den Ableitungen und Ableitungs-Gleichun- 
_ gen zu den Grössen und Gleichungen zurückzuköm+ 
men, aus welchen sie entstanden sein, können, und 
welche man als ihre Stammgrössen anschen karin, macht 


den zweiten Theil der Analysis der Functionen aus 


den: man: zurückleitende Analysis (Analyse 
inverse) nennen kann, weil derselbe von den nem- 
lichen, aber umgekelirten, Methoden und Regeln ab- 
hängt: Dieser Theil lässt sich nicht mit der nemli- 
chen Leichtigkeit und dem nemlichen Erfolge ausüben. 
[Er ist die sogenannte Integral- Rechnung.] Es. 
verhält sich mit diesen beiden Theilen [vergleichungs- 
weise], wie in der Arithmelik und Algebra mit den 
directen Operationen der Multiplication und Poten- 
ziirung und den umgekehrten Operationen der :Di- 
_ vision und Wurzel- Ausziehung. Die Operationen der 
ersten Art sind, wie bekannt, immer ausführbar und 
geben immer genaue Resultate; hingegen die Opera- 
tionen der zweiten Art sind, wenigstens genau, nur in 
gewissen Fällen. ausführbar, und geben in allen übri- 
gen Fällen nur näherungsweise Resultate. 

Die directe Functionen - Rechnung ist in den 
obigen Regeln für die Eutwickelung der Ableitungen 


. 


| zolhalten, wenigstens für eine einzelne veränderliche | 


Grösse. Die zurückleitende Reöhnung hängt von den 
nemlichen Regeln ab, aber die Schwierigkeit legt in 
der Anwendung auf die verschiedenen Fälle. 

Wir haben die bekannten Methoden für die vor- 
züglichsten Arten: von 'Functionen und Gleichungen 
angegeben und haben uns bemüht, besonders die all- 


. gemeinen Grundsätze der Zurückleitungs - un 


festzustellen. 
‘ Da wir kein volles Lehrbuch ‚schreiben 


"wollen; sö werden wir hier nicht weiter ius Detail 
gehen. Wer mit der Differential-Rechnung bekannt 
ist, wird leicht die :Uebereinstimmung der. Functio- 
nen-Rechnung ‘mit diesem Calcul, und diejenige der 
ableitenden und zurückleitenden Rechnung mit derh 
Differential- und Integral-Calcul, wahrnehmen, Man 


"kann also: leicht, wenn man’ will, auf: die Functionen, 
..die verschiedenen, bis jetzt bekannten Integrations - 


Methoden übertragen, 
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Zwölfter Abschnitt 
Von der Ehtwickelung der Functionen zweier ver 
änderlichen Grössen. Von ihren Ableitungen. 
Bezeichnung dieser Functtonen; und Bedingungen, 
welchen sie entsprechen müssen., Allgemeines Ge- 
setz zwischen den Gliedern der Entwickelung ei-- 
ner Function von mehreren veränderlichen Grös- 


sen und den Gliedern, die wieder aus der Ent- 
wickelung der ersten Glieder entstehen, - 





7 = 

Wir haben bis jetzt erst ‘von Functionen einer - 
veränderlichen Grösse gehandelt. Die Ausdehnung: 
der "Theorie dieser Functionen auf Grössen mit zwei, 
und mehreren veränderlichen Elementen‘- hat keine‘ 
Schwierigkeit. 

Es sey fxy eine beliebige Function zweier ver- 
änderlichen Grössen x und y, die man als unab- 
hängig von einander betrachtet. Setzt man in diese’ 
Function x + % statt x, und y-+A statt y, wo’k und’ 
ı unbestimmte Grössen sind, und entwickelt die neue: 
Function f(@ + Ak y+4) nach steigenden Potenzen: 
von k und X, so ist klar, dass: das erste Glied der 
Eintwickelung, ohne k und A, f»y selbst ist und dass 
‚die übrigen Glieder Functionen von: = und y sind, 
die, der Reihe nach; k, 4, ka, 12, RR, ete, zu Fac-. 
toren haben. Diese Funetionen hingen von 


Bw Bi 

der Stämmgrösse fzy «ab und die Beimung der 

selben ist-es, worauf.es ankommt. - . 

| Um selbige leicht zu bewerkstelligen, setze man 
zuförderst, dass nur x #lein inz+K sich verwan- 

dele, y aber ‚unverändert. bleibe, Bezeichnet man, in 


diesem: Fall; durch EL, &fer. Gi etc, 


die erste, zweite‘, ae  Anetung von fxy nach z 
allein, 'so erhält'man: ' 
MR defay =? d’fey 

| ferhn= er rs " 4 Er. 
[Z a grange schreibt: f'xy, f’xy eto. Der Veber- 
setzer bezeichnet - AL =r ‚fr „„. duroh Efey; 


| ler etc, oder, durch un 


ale 


| wenn fxy==u gesetzt wird.] Nun setze man überall 
Y > 4 statt y, so erhält! man - 


fi@+k, vYa=f@ yrltk 


13 
r dx? taz BB : FEX 
| Man bezeichne durch EL Sr, Er .. die 
erste, zweite, dritte etc, a y. [La- 


. grange schreibt f, ff... Zr hilft sich, bei zwei: 
veränderlichen Grössen, durch eine andere Stelle 
des Striöhs. Auch bei drei veränderlichen Grössen 
könnte man sich dadurch allenfalls noch helfen. 
B: dass man denStrich.links, oben, und bei vieren, 
‚den Strich links, unten, wie/f, "f, "f.... und ‚f 
fe setzte; allein offenbar hat das Hülfsmittel: 


RE y+ 2). 


73:. L = a3 

ce Bei fünf Grösenz.B. wärs es beinahe = 
schon. unzureichend und die Ableitung nach einer . 

beliebigen Grösse aus vielen, kann durch die 
Striche gar nicht angedeutet werden, , Der Ue- 


bersetzer bezeichnet die Ableitung nach einer 


beliebigen ‚Grösse Sr dass er Fre Grösse. 
unter dem d bemerkt, wie — Afay- a —fey etc.] ' 


Dann ist klar, dass die RAM PR y+4), als 
Function von y+/ 4 und unabhängig von x betrachtet, 
ER 7 2 d’fay ar d’fey . 
fxy + 4 2 de + 2.5 dy3. 


1 


ist. Eben ’so ist 2% 
EA Fr 12 da Pr 


eyrn =. alar ds — 4 





dx u = Zar -- 
d2f(x, y+k) __d?fx fer ar „E Br 
. dx: Gas dz Ah "Tr des" .. 
| ar iy3. 


u.sw. Substituirt man diese Ausdrücke und- BEER: | 
die Gläeder nach den Potenzen und Producten In 
k und 4, so erhält man 


Ae+ Ryı+3) ar 22, war. 


ale ‘ Pe 
nl Er re 


ie) 


-_ 


” 


east k af u: weg 


u BER» 2. 28 
ne nt 
i dy Er ‚dr 
12 def 7 | 
2 die key 2 dy?: 
23 d | 
Knie arhetad 2 
PR hin Form der Glieder it 
EEE der ru 


x 
1.2.5 M. 1.2. Zu 78 


dy" 
a’ 2 
Hier häben wir, um f(&-+k,y+2) zu finden, zu- 
erst, in fxy, x + k statt x gesetzt und nach k ent- 
wickelt. Hernach haben wir. in alle Glieder y ++ 4 
statt Y gesetzt und [die Glieder] nach A entwickelt. 
Es ist„klar, dass man identisch das’ nemliche Resul- 














„tat erhalten würde, wenn man, umgekehrt, mit der 


Sübstitution von, y+4 statt y ‚und der Entwickelung 
nach A angefangen, und hernach exst x+X% statt x ge- 
setzt, und die Glieder nach A entwickelt hätte. Dann 
‘würde man erst die Ableitungen nach y nemlich 


d 2 
pr ae ... und hernach. die Ableitungen von 


a-Ter . 
diesen, naeh x, gefunden haben, welche u . 
dı er d er. 
ga —— etc. sind. Der Werth des 


Resultate vun der nemliche gewesen sein.‘ Auf 





Na ‘d af = 
ss BEER Wege aber-erhält, man mn wenn 


man zuerst die Ableitung von foy nach x nm,“ 


welches Er giebt, heimach aber die erste Ablei- 


tung von dieser, nach y. Aufıdem zweiten Wege er- 


hält man das Nele wenn man erst die erste Ab- 5 
leiting von f zy nach nimmt, . welches dfzy 
I Fu 


giebt, und: darauf die erste’ Ableitung von dieser 


' ‚Daraus folgt, Hass es .einerlei ist, in welcher Ord- 
nung die beiden Operationen, durch’ welche man die 
Ableitung von fxzy nach x uud nach y findet, auf 


N 


einander folgen; und da sich eben das von den übri- 


‚gen Ableitungen sagen lüsst, so folgt allgemein, . dass 

die Ableitungs- Operationen nach den verschiedenen 
einfachen veränderlichen Grössen, von einander völ- 
lig unabhängig sind und immer die nemlichen Resul- 
tate geben, in welcher Ordnung man, nach x und 
nach y, ableitet. So erhält man das Nemliche, man 


mag erst die zweite Ableitung von fxy nach x und 


darauf die erste nach y, oder erst die erste Ableitung : 


nach y und dann die zweite nach x, oder auch zu- 
erst die erste Ableitung nach‘x, dam die. erste. Ab- 
leitung nach y und daun noch einmal die. erste Ab- 


leitung nach x nehmen u. s. w. Auch bleibt. Alles 
das Nemliche, die Grössen mögen’ von, einander ‚un- 
abhängig sein, oder nicht. [Um diesen, für die so- 


genannte Rechnung mit partiellen Differen- 


tialen wichtigen Umstand vollständig und deut. 


B 


x lich zu übersehen, darf man nur die beiden Eni- 


on 


wickelungen von'f(&4k,y+A), die eine erse nach 
x und dann nach y, die andere erst nack y und 
dann x, neben einander stellen und einander gleich 


‚ setzen, nemlich 


ra d? k’d . 
ee ee Fi sr 


Dir 


5 Afey, Ka er 
Feld Bu DE 
2 dy* 2 Pr 
2 af: 
93 za = 
‘und 
ar: 
enger + 4 = 


di 
nt d u dy? 
.. k— + k A u ZN .... 





df 
ka dafay iR > 
era da? "2 da: 
ht Bra 
der" 
Da hier die Coeficienten zu den wilikürlichen 
Grössen k, M, Bo... AM, 2... ki, kA2.. 











dy In dr er er eher 7 


 isb elc., wie oben us wurde. Ferner folgt 


# 


“ 


BA... einzeln gleich sein müssen, so folgt, da 
‚dr ar u Bea a ar a 


Pd 


. = — r x , 2% | . 
f ’  } A i Ai » 
‘ „» 5 r ’ i - 
e “ un L i N 059 a 


b) 


| EN das Ma. Ze. 2» start. [2 3 oder | 


1 








der 
. Ja d? m | 
5 TI; stact : ET Afoy —-; oder Denn watt 


dx? ı da: dy 


dedfer ee | : 
_dy difay, oder ai: T. ed‘ schreiben darf ee 4 





23 a dx? dy dy dx 
Alles dieses wird zuweilen ‚stillschweigend. ange- 


nommen, bedarf aber des Beweises. Die Ent- 
wickelung von f(@+k,y+}) lässt sich a wie 


folgt, ausdrücken 
dfzy , k: ai 2 d? 
Ale ehe — 4 er, 5 Dr. 


k22.d 
gen En Ber 
IR er kA2 d3 fer 
dy? " 2 dady2"" 
13 fx 
. ad 
Auch bei mehreren weränderlichen Grössen ist die 
'Polgereihe der Ableitungs- Operationen, wie sich 
durch ein ähnliches F' RER zeigen . vlg 
willkürlich, | 


7. a 

HERNE gchen, 
 fay =xzY(exy +y°), 

so ist die erste Ableitung nach = | 


II = Vet Van. 
erste BETEREREEN.: 


. 


ie £ TEE 
ur 77 96. 1 


dxy aa Lry in 
dr. "V xy +3°) | 


Sodann ist die erste Ableitung von er, nach 7, 


dx tr . | Be 








dy — "Yaeazr+r) ® GayarE 
acer | a 
Br 7 Zutes; = Yaarı) * Var 
gar... 2. „rt närtr 
N Se Vary +r au ‚(azy +72)? 
u ,x”Y. 


= Vor Eye Tom ae .} ‚Die rar ‚Ablei- 


‚ fing von 2 ac ei 


er. (ze +2r)y_ 


a3 nn (azy +72). 


- 


» . Mn we 

Diese beiden Ausdrücke von a scheinen ver- 

“schieden zu sein, aber sie sind identisch die nemli- 
chen denn; beide lassen sich auf Bu 


t 


32°”y+ gxy2 +y? 

& (exY + y2)% | 

bringen. Tnomlieh der erste giebe EEE | 
en = +4°) 

22° ray? Haay? 4y2 Kay _ ®+ 3 
Ba Fast 

(@s+r)(azy+Y) —y @*+ ) 

Gzy+y?) | 









| der andere giebt 


N 


a ae ee . 
ve 75 L Ban 24 
Ay rezytiy aa 


x f 





+ y _ Pr — ry® 
any +y2)% Zur 
_ 32% +352y? +y3 
axzy +42) 
man hierauf weiter, die erste Ableitung von La 








ne x, weiche: die zweite Ana von f: xy A 


x giebt, so erhalt ı man 





[% 2y_ Y y ayı 
da? "Ylaxyıy?)" Vaay 7) erir)t 


Pr ee" 

Arte u oder ] 
(227 + y2)3 | 

defay 3x? + 0y3 

V (aayay2yE 


Nimmt man ferner hiervon die Ableitung nach y 
so erhält man, nach gehöriger Reduction, 
fer _ _3E I? +38Y° 
dx? A | (@ 2y +y2)% 


Eben so findet man, wenn man die erste a 


E er nach x nimmt, 





Fre 3x2 y2 + gay3 
| id Kay ryek 
u.8 W. Luz B N 


‚also das Nemliche.] N; 5 mit 


\ 


Hieraus folgt, dass gegebene Functionen von x 


und y, wenn es möglich sein soll dass sie Ableitun- 
gen einer und derselben ae: sind, gewisse 
Bedingungen erfüllen müssen. - 
Sind z. B. Fxy und yxy Por RE Fircionen 
I. [| ı6] 


f' 


\ 


ee 0. 7 | 


von x und y, so muss; wenn erde und 


yıyz Er: sein soll, 
Zn PA ze dFay _ dyxy 


dzdy: "dr 'dz 
| sein. Ueberhaupt BE im Fall are She 
p+47; 
und xy = = 27 sein soll, 
S da? dy! 


ateerttfer _ Prey _ d"" gar 
te ara day" - 
sein. [Diese Ausdrücke enthalten sogenannte Be- 
dingungen der Integrabilität, welche Be- 
 nennung aber unpassend ist; denn die Bedingun- 
gen beziehen ‚sich nicht so wohl auf die Integra- 
bilität oder Möglichkeit der Zurückleitung die viel- 
mehr immer möglich ist, wenn nichb für, von ein- 
" ander unabhängige, so doch für, von einander 
abhängige Elemente; sondern vielmehr auf die 
Unabhängigkeit der Elemente von einander, in 
der Stammgrösse.] | 





x 
Wäre z. B. Fıy=- Zr PRYTT ag 


- 


" so könnte man wirklich setzen Fey Tr und 


yıyz ET. Denn es ist ==: —— 
x —- 
2 _ 2 A 
. @ rss er) 2 ei e- _—— | - 
Y ) (=? +y*) 


 ,dpx 
= I ot A [Denn letzteres ds ar = u Zus 


a 
ei ee 
YET ap Ta 
wie Tr .„] Aber man könnte nicht setzen : Fxy 











j ' ‚ 
Ä 2 | 
Ze und er denn, alsdann 





da dy 
müsste dFay _ „drzy sein, welches nicht der 
3 dx "dy- | | 
Fall ist. | | 


„6. 

Wenn, allgemein, eine Function von einer belie« 
bigen Zahl veränderlicher Grössen abhängt und man 
legt jeder derselben eine Veränderung bei, entwickelt 


darauf die Functionen nach den Abmessungen der - 
verschiedenen Veränderungen und hierauf die, durch F; 
dieersteEntwickelung entstandenen Functionen auf die . 


„nemliche Weise u. s. w., so sind diese verschiedenen 
Entwickelungen einem gewissen Gesetze unterworfen, 
welcheswir allgemein untersuchen wollen, da. es öfters 
nützlich sein kann. Ä | 

Es sey fxyz .... eine Function mehrerer von 
einander unabhängiger Grössen 2, y, Zur... Man 
nehme an, die Function gehe, wenn man_darin +0, 
y+ß,2+Y.... statt x, y, Z.... setzt, und sie nach 

- den Potenzen und Producten von @, ß, y.... ent- 
wickelt, n ° ” Zu 

fayz2... +) HF) HD. - | 
“über, wo f(ı) die Summe der Glieder. bezeichnet, . ° 
welche &, f, Y:... in einer, f(2) die Summe der 
Glieder, welche 0, A, :;... in zwei Abuosssingen; ent- 
halten ..w . 


oh, 2. Br 
Man nehme ferner ar, dass die Functionen fi (ı J, 
fe). ff)... wenn man darin von NN die nem- 
lichen Substitutionen macht, in 
fo) +faı) +fGr2) +3. 
.. fea+f@a)+f&2) een 
ö SH) +5) + ff 2) +55) »- 
eic, 
übergehen, wof(,1),f1,2)m EEE 
men der Glieder der Entwickelung von f (1) bezeich- 
zen, nemlich so, dass, weıı die Grössen in f(1) selbst in 
einer Abmessung,;vorkommen, die Grösse f(1, ı) sel- 
bige in zwei, die Grösse f(1,2) in drei Abmessun- 
gen enthält u. s. w. Auf diese Weise bedeutet fm, n) 
die Summe der Glieder der Entwickelung von f (m), 
in. welchen. die Grössen a, 8, y... inm + n Ab- 
messungen vorkommen. 
| Setzt man’nun zunächt +, y+ A, 2 +7. 
: mfarss. „statt x, y, 2, so erhält man 
frr2..-. +d + FI HD 
Setzt man hierin zrma, y mb 2 umge . statt 
my Yy Errii, 50, ist klar, dass man | 


Sayıe .+ fa) + fd + f9-- 
+mfGa) +mfo) +m’fß)... 
oo #+mflu,1) + m’flı,2) + m?fCı, 3). 
+ mf(2, 1) + m?f(1,2) + m? f(9,5) .-.- 
+ Zu ” + m?f(5,2) + m’f(3) +... 
eic., 
erhält [fzyz.... und die zweite Reihe. PEN 
vor fey2... ‚die übrigen Reihen kommen von. 
‚den Gliedern fQ), fo), f®)...-.her.] Auf der 
‚ andern Seite ist klar, dass. die beiden Substitutionen 


EZ BEE 
| eben: dus geben müssen, was die PR geh, won | 
man in fxyz... 
| SEN! + 4my. . 
- statt x, y, Z.... setzt, welches | 
FryE + #m)Rı) FEST DHE Hm .i 
äusmacht. | 
“ Beide Resultate müssen also identisch und $olg- 
lich die Glieder, welche einerlei, Abmessungen von 
-@, A, Y.... enthalten, nothwendig auf beiden Seiten 
gleich sein, was auch m sein mag. Man erhält also 
folgende Gleichungen: . Ä 
fo) +mfa) = (1+m)fG) | 
SD Hm) rmfay=armefe) 
Sf) + m’) + m?flı,2) +mflQa, 1) = (1 Hm)? f3). 
SD + m* f(4) + m’ fCı, 3)+ m?f (2, 2) + mf(5, 1) 
= (Hm f@W 


l 


und so weiter. 
Vergleicht man die Glieder mit gleichen Piss‘ 
von m, so. erhält man | 
f (1,1, = =e2f 2) 
fu,9= 3f@), a)= 3f@) | 
fGH) Aufn) fHY)=6fH, FA) = yo. 
‚Aus den Gliedern der ersten allgemeinen Entwicke- 
lung kann man. also unmittelbar die Glieder aller 
einzelnen folgenden Entwickelungen Bi 


77- | , 
[Diese Nummer 77 handelt von. der Be- | 
zeichnung deren sich der F' erfasser bedient, wenr . 
für eine Grösse, wie fxy, ein einzelner Buchstabe 
gesetzt wird; z. B.. für fxy der einzelne Buch- 
stabe z, Da dieses in den alten Zeichen keinen Un- 


’ 


246 u , | Mi 78. I; ® | wi“ 
terschied macht, so kann dass was des Verfassers 
Zeichen betrifft, hier wegbleiben, Ferner wird von 
den neuen Benennungen gesprochen was ebenfalls 
nicht hierher gehöret. Am Schlusse heisst, es: Man 
werde in der ı9. Vorlesung über die Functionen 
Rechnung mehrere Details über diesen Gegenstand 


finden.] 





Dreizehnter Abschnitt, 
In welchem die Mittel angegeben werden, die 
“Function einer beliebigen Zahl _ veränderlicher 
“ Grössen in endliche Reihen von so vielen Glie- 
dern als man will, zu entwickeln und den 
Werth der Reste auszudrücken. 


70. 


“Eben wie im 6. Abschnitte, kann man auch eine 

‚ beliebige Function von x undy nach Potenzen von x 
und y entwickeln und die Reste der Reihe hinter be- 

liebigen Gliedern ausdrücken. Setzt man in den Aus- 

druck (73.) 2—k und y—ıh statt x und y und her- 

nach xz, yz statt kund A, [also x—-xz und y—yz 

statt x und yJ, so erhält man 


fer =f@—anyoy) + 22 @— 2 y—y2) 


| d(<— x2) 
el | df(=— x2z, 222 
| Ale 1070275 
= z222 dfa—azy = 
2 d(2x— xz) 





Zu un Pf@—eny—ye) 
A e .% Fe] | 





wo £ "eine. unbestimmte BE Grösse ist. Setzt 


man dieselbe gleich Null, so ist die Gleichung iden- 


tisch; setzt man sie — ı, so erhält man 


gr afosr 


- 


+= d?foxy afoer, y?’ defony nn 


FE ® x dy tz dy:? 


ERROR Formel, or die Entwickelung von f xy 


nach Potenzen von x und y giebt, und in welcher 








fozy; > U. etc. die An Sey Le etc, 


bedeuten, wenn man darin z=o und y=o setzt. 

Nun setze man, die Entwickelung solle nur'theil- 
weise Statt finden, und man wolle schon bei dem er- 
sten Gliede stehen bleiben, Es sey 


fs, y=f(«—xz, y-yd)r+rP; 


wo P irgend eine Function von z ist, die für z=o 


verschwinden muss. Da die Grösse z willkürlich ist, 
so findet von dieser Gleichung auch’ die erste abge- 


leitete nach z Statt. Also ist [mei IT == o] 


 _ df(x—xz, y—yz) dfia—xz, RR 
0o3—2. ya en 
“(2 22) | ay—r2 . 


ap dfew—ez, yY2) 
ga d(z—xz) “2 d(y—y2) 


welche abgeleitete Gleichung erster Ordnung zur Be- . 
stimmung‘ von P dient, [Diese Stelle ist, BB . 


B) 


dfto—=z, od ; 


I ee = 3 


der veränderten Zeichen, nicht MON über- 
setzt.]- | 
Man ehme, zweitens, die drei ersten Glieder 
der np kung von xy und setze, | 


fay = = a ) +22 Eee 


+ y2— 
so ist Q eine Function u ‚2, die für z=o ver- 
schwindet. Wegen der Willkürlichkeit von z kann 
man wieder die’ erste Ableitung nach z nehmen. Man. 
“ äindet zur Bestimmung von Q, wenn man die. Gle-. 


der, welche sich aufheben, weglässt, ‚Folgende Ablei- 
tungs- Gleichung erster Ordnung: 


| 20 use f(x—xz,y—y Dyoayel x— ra yyz) 


d(x<—x3)° d (e—-xzz)d(y—yz) 
d a frz, y—yz) 
ar: ay—y2% 





us. w. [.Nemlich, weil af TI 0, so ist 


Du end _ y$ fomen yy a) 


d(2— xz) d(y—Y2) 
A Me—enyye) , df(<—x2,y—Yz) 
ET Teman) +7 d(y—y2) 


ne Me d’f(<—x2,y—y2). 


dx —2xz)? d(y—yz) d(x—xz) 
| d’f (—22,y—y2) d’f(x—xz, y—yz) 
er 10 ee 
| = + = = %, | 
welches, gusammengezogen das; Obige giebt.] ; 

bi aus diesen Gleichungen ? und ? zu Guide, 


N ER er '?° 


x 


es man die Staimingrösse. . Grössen en und 
E nach z suchen und sie für = o nehmen. Da 
wir aber nicht der allgemeinen Ausdrücke dieser Grös- 
sen, sondern nur ihrer relativen Werthe für zum, 
und selbst nur der Grenzen dieser Werthe bedürfen, 
so kann man die Methode. des. oben erwähnten Ab- 
schnitts anwenden und wie in (39.) verfahren. 
Bezeichnet man also durch 7 irgend .eine unbe- . 
stimmte, oder vielmehr unbekannte Zahl, die aber 
immer: zwischen o und ı liegt, und die in der nem- 
lichen Function immer dieselbe sein muss, in v 
schiedenen Functionen aber verschieden sein kann, 
so findet man folgende Ausdrücke | 


PERRBRLIIGENG?D +7 afez zy) 


drz dıy. 
| 2f(rx,ty) _I?f(rx,ty) „Ed ins) 
= dal (tx)? +20 drx.dry + dry? 


u. s. w. [vermöge 39. und 40. weil es hier blos | 
auf die Zurückleitung nach z ankommt.) 

Substituirt man diese Werthe von Pund Qin j 
die Entwickelung von fxzy und setzt z= ı, so er- 
hält man folgende allgemeine Ausdrücke, die eine Er- 
weiterung des Satzes in (40.) enthalten, 


fymfay re EN , ne CaTy) 


E 5 (x, ne „d?f(ex, ty) 
er d(tz)? =* dsz.diy 


ve (tx, Ty) 


day 
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‘ 


a EEE: | u „ep . 


2 da? dx dy 2 
x3 d’fcex, 2y) er x2y d’f(ex, ty) 
2.3 daz)? 2 dftx)?.dry, 
xy? d’f(rx, Ty) 6 d? 72,27) 
"2 dıx. en 2.3 den? 


vwoere 








‚Hat man also die I Function f k,y+4) nach 
Potenzen von k und 4 zu entwickeln, so darf marınur in 
‚ dieobigen Ausdrücke z+kund y+A stattzundy setzen. 


er, en 


Die Grössen fozy, ——- gehen dadurch i ih 


fer dfer, 2 etc. übe, wo die Ableitungen nach 


x und y genommen werden können, weil die Grösse 
f(x+k,y+%) von der Art ist, dass ihre Ableitungen 

nach x. und y die nemlichen sind, wie die nach k 

und 4. [Zigentlich also werden die gleich Nul 

. gesetzten x und y durch k und 4 wieder herge- 
stelle und darauf wird x und y mit k und A ver- 

. wechselt.] Man erhält also. | 


fartkytM=fzy+ „d (z+Tk,y+T)) „dark ) 


da dc) 
far + ei | 

Fe d? EEE TE RN 

ee chda 


Ri 42 d?f(xz+Tk,y + Ti) 
2 d(tA)* 


f 


“ 


a 


Eee we 7 NND Br 


Pa. 72: - rs Mo ler ef y’ defay. 


2 dy®. 
„Me Br: üfareh, z A Mfereh Y+Ti) 
u d(ck)3 d(tk)? det ER 
a ferchyan) 2 After Tkhy+ra) . 
ars deeh)att)? 0253 , dad. © 


eLc, i j 
Die Grösse rk ist hier, wie man sieht, einenlei mit: 
der Grösse, welche wir oben in (40.) durch z be- 


zeichnet haben. Wir ziehen aber &ie Bezeichnung 


tk vor, weil der nemliche Coeflicient 7 auch in der 
Grösse 7A vorkommt. Aus diesen Ausdrücken, die, 


nach Belieben, auch auf Functionen von drei und imeh- . 


reren veränderlichen Grössen ausgedehnt werden kön, 
nen, lässt sich Folgendes schliessen. 2 
Wenn man bei der ‚Entwickelung einer Fünc- 
tion nach Potenzen und Prodüeten gewisser Grössen 
bei Gliedern einer gegebenen Ordnung, oder in wel- 
chen jene Grössen in Abmessungen vorkommen, de- 
ren Grad dem Exponenten der Ordnung gleich ist, 
stehen bleiben: will, so kann man den Rest der. Eut- 
wickelung ‚den Gliedern. der folgenden Ordnung allein 
gleich setzen, wenn man in diesen Gliedern die Grös- ° 


‘sen beibehält, sie aber: sämmtlich mit einem Coefh- ° 


== 


cienten A multiplicirt, dessen Werth zwischen o und 
ı liegt, und der in der nemlichen Function immer 
der nemliche ist, in, verschiedenen Functionen aber. j 
verschieden sein kann. 


79: | > 


Uebrigens könnte man auch die Methode- von. 


 (37.) auf die Entwickelung von fe+k,y+i) anwen- 


“ 


Pr "75 5 
| den, wenn man die Ableitungen nach k und nähnie, 
Denn es sey 

fia+ky+4) —f2,y + kB+AQ, 
so erhält man, wenn man die Ableitungen nach x 


und y nimmt, 3 


dfeirhren, Mo nd a 
x dx . 


dx’ 
df(cthyrh) __ der, „IP dP „IQ. 
dy 4% Ze ed dy " 


(Das k, welches in der ersten und das A, welches 
in der zweiten Gleichung, in allen Gliedern, noch 
als Factor hinzu kommt, ist sogleich durch die 
Division weggeschafft.] Nimmt man ferner die. Ab- 
leitungen nach k und 3, so erhält man _ 


4 (erkyah) _ 2 


df@shysn _ Ä = 
da = + + TaRerS 0 


Ras, y+A) __ o- a 
dx A dk 


dfie+h,y+) __ dflakky+h) 

| = ® 

dr aaa ua 
indem es einerlei ist, ob man von f (z+k, y+2) die 


Ableitungen nach x und y, oder nach &k und A nimmt, 
so, ist 


Da nun 


aQ 





dfzy 
zz +) I 2132 er 4 Tr 
 dfxzy .,„dP 42 — = 


dr 


oder | 


E; "R n I 72 s ie = 
- 
5 » 





„fer 3 (Er ae 





MER PS 


[ Diese Stelle konnte wieder nicht wörtlich über- 
setzt werden. Das Original ist hier wegen der unbe- 
stimmten Bezeichnung etwas schwer ea 
Setzt man also \ | 

dp y .daQ , dp dP__ 
Dr a da tar ar 


dQ_dQ_ 
ü dy_ N a=: 
so erhält man gr . 
ferkyn=fey a ds 22 + alex 
| nn 


wo man die Entwickelung wieder so 'weit, als 


man will, fortsetzen kann und die Ausdrücke der. 
Reste durch blosse Ableitung findet, sobald man die 


ersten Reste ? und Q kennt. 


80. 


Da die Ableitungen nach zwei veränderlichen Grös- 
sen auf die nemliche Weise und nach den nemlichen 
Regeln gefunden werden, wie die Ableitungen nach 


9.L 255. 


_ einer einzelnen Grösse, sebald man jede Grösse für 


sich, und eine nach der anderen in Betracht zieht; so 


folgt, dass Alles was oben von einer einzelnen ver- 
änderlichen Grösse gezeigt worden, auch auf Fune- 
tionen zweier Grössen Anwendung findet. 

Also können auch die Bemerkungen des fünften 
 Abschnittes, über die ‚Entwickelung der Fumctionen 


‘ ns 
N 


‚ ' ä , ,” .n.. 7 
a, 8.L 

$ür bestimmte Werthe der veränderlichen Grössen, 
leicht auf Functionen zweier Grössen ausgedehnt und 
daraus ähnliche Folgerungen und Besultie gezogen 
werden. | I» 

Endlich ist leicht zu schen, dass auch Fanctionen 
dreier oder mehrerer veränderlichen Grössen auf die- 
selbe Weise behandelt werden können, weil nichts 
weiter nöthig ist, als die nemlichen Operationen für 
‘jede einzelne Grösse zu wiederholen. | 


% 


‘ 





Vierzehnter Abschnitt. 
Tin des abgeleiteten Gleichungen mit drei ver- 
änderlichen Grössen. Von ‘den willkürlichen 


Functionen in den vollständigen Stammgrössen 
zwischen drei veränderlichen Grössen. 


Pd 


81. 


Wenn eine Grösse z durch eine Gleichung zwi- 
schen x, y und z gegeben ist, so findet diese Glei- 
chung auch Statt, wenn =4- k und y +4 statt = und 
y geseizt wird, wo k und 4 willkürlich sind, weil die 

Gleichung, nach der Voraussetzung, für jeden. helie- 
‚bigen Werth von: x und „ gil. Entwickelt man 
"also die Gleichung, nachdem z+%k und y+% statt 
x und y gesetzt worden, nach Potenzen und Produc- 

‚ ten von k und A, so geben die ‘Glieder, welche in 
“ einerlei Potenzen oder Producte .von k und 4 mul 


» tiplichg. sind, ‚ eben se viele einzelne Gleichungen. 


Nun machen aber‘ die in kA multiplicirten Glieder ‚der . 
Entwickelung einer Function von ‘x und y die erste 
Ableitung von z nach x, die er mit A die erste 


Ableitung nach y, die Glieder mit —, die zweite Ab- 


ı zB u IT 


leitung nach x u. s. w. aus. Hat man also irgehll A 


eine Gleichung zwischen x, und z und betrachtet 


z als eine, durch diese Gleichung gegebene, Func- 
tion von x und y, so kann man daraus, wenn man 


die Ableitung aller ihrer Glieder nimmt, eben so viel. 


Ableitungs - Gleichungen verschiedener Ordnüngen 
finden, welche Ableitungs - Gleichung der er- 
sten, zweiten etc. Ordnung heissen sollen. Diese 


Gleichungen dienen, die Werthe von at : er % 
dz’ dr 


dz d?z d2z 
dee’ day? gg u finden. 


Bezeichnet man durch 

| au=o 
_ die, zur Bestimmung von z in x und y gegebene, 
Gleichung Fxzyz==o, so ist leicht zu sehen, dass 
das Glied mit A in der Entwickelung von Fayz—u 
== ö, wenn man darin x +% statt x, Y +4 statt-Y 


setzt und 'z als — von x und 4 een 





a(- ne 
du Pa 
dz ' dy; 

abhängt, so hängt u, in Hinsicht auf x und z, von 

£, und dorauf zZ. von x; in Hinsicht auf y, von z, 

und Jar £ von y ab. In Hingieht auf z ist U 


E ' 


ist. _ [Nemlich weil z von % und y be. 


y “ 


Pr. u 88: ı 


Iniseelbar. von & und Y abhängig, oder, wie man 
 &s nennen könnte, eine Function zweiter Ord: 
nung Don x und y. Die vorstehende Stelle konnte, 
‚ wegen 'der veränderten Zeichen wieder nicht 
wörtlich übersetzt werden. Doch ist der wesentli- 
che Sinn immer getreu überliefert worden. Der 
Kürze wegen ist für Fxyz der'einzelne Buchstabe 
. W gesetzt worden.) 


el. — Ton. ist ‚also die erste Ableitung 


4 


I) \ i 


PR 
von u nach 2, ar +47: r a. ‚ die erste Ablei- 


tung’ von u nach y, so dass en zwei Ableitungs- 
Gleichungen erster, Ordnung Statt finden: 


du du dz Ba du du ds ._ 

td Et id 
woraus folgt: | 

ds _ _da du a 2 —_ _ Je, du 

dz dx dz dy dy ' dz 


Aus diesen Ausdrücken von m und —— dz “kann man 
x dr 

dız diz dz 
"dz ’dxdy’ dy? 
den, wenn man- von Neuem die ersten Ableitungen 
nach x und y nimmt u. s. w. [Man sehe auch 
‘ hierüber den oben erwähnten Versuch des Ueber- 
setzers „über die Rechnung mit veränderlichen 
Grösser“ ı. Theil, S. 213, etc.] | 


® | 02. | 
Man BEER diese Sätze auch unmittelbar auf die- 


jnigen, von den Functionen einer veränderlichen 
| Grösse 


“ 





weiter die Werthe von —_ "etc. fin- 


[ 
- 
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Grösse” bringen, wenn man 'z se gogeben in 2 und 
y, [vermöge der Gleichung um Fzyz = — 0] und 
Y als eine. unbestimmte. Function von & betrachtet. | 
[Zine unbestimmte Abhängigkeit kann gesetzt wer- 
den, wo gar 'keine Statt findet, wie hier zwischen 
x und y, weil eine unbestimmte Abhängigkeit ı will 
kürlich ist]. Betrachtet man also sogleich Y und 
2 als. Fanctionen von x, [remlich y_ als Function. 
erster, Z als Funeti on ‚zweiter Ordnung von & 
durch Y, oder, mit anderen W' orten, y als unmittel= 
bar, z als mittelbar, durch y, von x ehöngig,] 
‚so ist die erste. ze vn 


ea dy du (dEeN 
dat der Te \Gr ): 
[Durch die Klammern um‘ we i2 mag einstweilen 


die mittelbare Abhängigkeit der Grösse zwvona, 


angedeutet werden. ] Da aber z als Function von 
x betrachtet wird, ‚so ist die erste Ableitung von 2, 

I _ dz dz .dy 

dx ds * dr dy dx 
diesen Ausdrück von (-Z-),'so-erhilt man für die 
erste Ableitung von u: I rn A Be 
du du. dz . dy du, du =). 
dz dz ‘ dx ” dx: 0 ds. .dy i 





Hat man also die Gleichung u = s so ist die erste 
abgeleitete davon: | 


du du ds _ dy du , du ds 


er ehe 6. 


dz * dz dx * dx \ay *" dz dr 
Da aber y als willkürliche Function von x betrach- 
LU. - 7] 


I. Substituirt man, oben, 


258 | 5% | 
tet wird, so , muss diese abgeleitete Gleichung Statt 
vr dd "Sie zerfällt also in fol- 





= 
‚finden, was s auch. 


gende beide ä Zu 
du du de __, du du de de __ 
trat 


wie oben. [Denn, weil die Abhängigkeit der Grösse 
| 6 von der Grösse x willkürlich ist, so ist auch 


Er willkürlich und kann folglich auch = o ge- 


setzt, oder, überhaupt, wie‘ sonst ein unbestimmter 

: oder willkürlicher Coeffieiene behandelt werden.} 

Auf dieselbe Weise kann man die Ableitungs- Glei- 

“chungen höherer Ordnungen finden. . 
88: | 

| ‚Aion betrachte man im Allgemeinen, die Gleichung 


u=o, 

Sie giebt die beiden Abltungs-Gleichungen erster 
"Ordnung as an 

du . du dz Hu ‚du = dz _ 
= 7 Yale’ Fer Teint "ke TR EZ 


Die folglich mit der gegebenen Gleichung gleichzeitig 
. Statt finden. Also findet auch eine Verbindung der 
‘drei Gleichungen Statt und kann folglich an die Stelle 
der Stammgleichung treten. 

| a und 5. mögen zwei beliebige,=in der Grösse 
. ua Fxyz enthaltene, Constanten bedeuten, so sind 
diese Constanten die nemlichen auch in den Ablei- 


tungen a ar und 72. "Man kann als, ven 


a Ep Be E17 Wu 
mittelst der drei: Gleichungen, diese beiden Cohstan- ' 
ten eliminiren. Die ‚entstehende Gleichung wird eine 
Gleichung erster Ordnung zwischen 2; Y, 2, Ri: 

x 


und se, sein, welche zwei Constänten weniger ent- r 


"hält, als die Stammgleichung, Umgekehrt also, wenn 
man zur Bestimmung von z in & und % ‚nur 'eine 
‚Ableitungs-Gleichung, erster Ordnumg zwischen x, y, | 
2, -_ und nd hat, so muss’ die Stammgleichung: 
zwischen x, Y und 2. zwei willkürliche Constanteni 
„enthalten. | | | eh 


Dieses ist dem ähnlich, was wir in (46.) für Func- -/ 
“ tionen einer einzelnen veränderlichen Grösse fanden. 
Wir sahen aber dort, in (60.) dass die willkürliche 
Grösse auch nicht constant sein,. und wenn man sie 
wegschafft, gleichwohl die nemliche Ableitungs-Glei- ' 
chung erster Ordnung entstehen kann. Etwas °' 
Aehnliches findet auch hier ‚Statt und es ist leicht 
zu sehen, dass man noch die nemliche Ableitungs- 
Gleichung erster Ordnung durch wi egschaffung | 
der beiden willkürlichen Grössen @ und_2 er-“ 
hält, wenn diese Grössen auch nicht constant sind, 
so lange nur die beiden Ableitungs Gleichungen die 
nemliche Form haben. 


Betrachtet man die, in z enthaltenen, beiden Grös- 
sen a und 5 als veränderlich und zwar als Functionen 
von x und y, so ist leicht zu sehen, dass, von Seiten. r 
der Grössen a und 5, zu der ersten Ableitung von u 
| du da . du db 
da ' da * ab dx’ 


7 | : . 





nach x, noch die Grösse 


\ 


ai | 85- I | 
u zu der: ersten Ableitung von u mach y, noch. 


:du da du db 
Tz ar? TE dr hinzu komnit 


[Vieder, wegen der Zeichen, nicht wörtlich.) 

| Man setze b einer‘ Function von a gleich, z. B. 
= = fa, so erhält man, wenn man die 'ersten  Ablei- 
tungen nach x und y nimmt, 


\ 
% 


m die Grösse 





db: db dad — db da 
dz "da, dx dy da dr 


Die zu den beiden ersten Ableitungen [von u] hin- 
zuzufügenden Grössen sind also | 
1 e- du db da una (SE „du döNda 
da " db’ da ur re daJ .dy' 
folglich ascheicden sie beide zugleich, wenn man 
‚die Grösse a so annimmt, ‚dass sie der Gleichung . 
du‘. du db 
ee da "db da 
u ersint, wobei die durch fa =b ansgedrückte Ab- 
. hängigkeit der Grösse b von a immer noch völlig 
willkürlich ist, ae die Gleichung — + nn Er 
==o is EN immer zur Bestimmung des Weer- 
ches von a nöbhig und kann dadurch erfüllt wer- 
den, wenn auch schon die Art der Abhängigkeit 
ı der Grösse b von a, ihre Bestimmung erhal- 
ten hat.) 


Darans folgen nachstehend e wichtige Umstände: 


| Erstlich, dass die Stammgleichung, welche, 'allge- 
mein, einer Ableitungs-Gleichung erster Ordnung 
‚genmugthut, nothwendig eine willkürliche Function 
enthalten, muss, \ 


v 


- 


ner gegebenen Ableitungs-Gleichung erster Ord- _ . 


84. IL | ; : 061 


Mi 


Zweitens; dass man, wenn man eine Stammglei- 


chung Fxyz= u = o gefunden :hat, welche ei- 


nung ‚im Allgemeinen genugthut, ‘und zwei will- 


kürliche Eonstanten a und b enthält, nn b= fa 


setzen und = so äunehmen darf, dass es der 
Gleichung | 
de du. db 

da * 46 de = 
genugthut. Diese Function 5 = fa ist dann, die 
willkürliche Function, : a cn 


mn 
— 


Drittens, dass man, wenn man eine beliebige Glei- 


chung zwischen x, y und z hat, die eine gege- 
bene Fuuction enthält, daraus allemal eine Ablei- 
tungs-Gleichung erster Ordnung finden kann, in - 
welcher diese Function nicht’ mehr vorkommt, - 
Denn, wenn pp die Function wäre, welche man 

wegschaffen will und p eine gegebene Function | 
von x, y und z ist, so darf man nur die beiden 
ersten Ableitungen nach x und y von der gege- 

benen Gleichung nehmen, Man erhält drei Glei- _ 


chungen a. vi P ung n 72 enthalten. Schaft _ 





. man öriochen denselhen pp und r. - weg, 50 | 


erhält man eine Gleichung erster Ordnung i in wel: 


| cher die Function pp nicht mehr vorkommt. 


= | 84. | 


Es sey 2. B. aa —by—c=o die gege- 


‘bene Gleichung; so sind die beiden ei en 


chungen 


.g \ 


262 8. 


2 


A| 


ds e dz 
— — d — = OÖ, 
TE ao un Fr b 0 


| Eliminirt man « und 5 zwischen diesen drei Glei- 


chungen, so erhält man folgande. Ableitungs ee 
erster Ordnung 


von welcher z— ax — b y—c=o die Staminglei- 
chung und wo @ und 5 willkürliche Constanten sind. 

Nun ist, wenn man z-ar—by—o — Fxyz 
== u setzt, | 


a ae er 
"ir er? 4 
Setzt man also b = fa, so ist die Gleichung, welche 


a bestimmt, T —+ Sn =0, hier \ 


/ db . 


a 


j woraus folgt — _— =-—u und folglich 


an ? y’ 

wenn @ die Umkehrung der Abhängigkeit der Grösse 

. von @ bezeichnet, Da ao un die Function 
fir = fa] willkürlich ist, so ist es p auch; also 

sind a und 2 zwei unbestimmte ‘Functionen von % 


und % oder vielmehr zwei, von einer und derselben 


”n unbestizumten si unction von T abhängende Func- 


c 


onen; die Grösse b + — ist folglich eine unbe- 


j ? 
+ 


stimmte Function von = Bezeichnet man sie, der 
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Kürze wegen, selbst duxch 2 = [anscact E oe 


. hin a durch 9 Fr bezeichnet wurde, welche Ver- 
änderung der Bedeutung von op > angeht, weil 
bvona abhängt], so ist die FREE (ax. 
my = = o, oder .-r(b + Zum 
x 
z-Yy— —c=o 


Nimmt man von dieser Gleichung die erste abgelei- 
tete, so erhält man 





do | 
ae Bu ARE und 
dz de 7 Fr 
2 
x £ 


x 
CAT 3 


[Im Original steht hier durch. Druaifelier 4 ,) 
=06 und :-9(2) +25 ) x —=o statt 


FEHLT PER HOSE 

= o.] Eliminirt man Kelch u drei Gleichun- 
a 

FE — 

| R 4 
so erhält man, für die Ableitungs- Gleichung erster 








| Ordnung ohne er wie oben, 


u „. eo. 
a dr Pass 





zs—xr 


# 


- 
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[Nemlich die zweite und dritte Gleichung geben, 
went man die zweite mit rn multiplieirt und sie 
zu der dritten rechnet, 

dz x ER dz x or 0. 
ii „ABE EAN. 97 
Multiplieire man diese u mit X Er rech- 


net sie von der ersten ab, so erhält man 
| dz .dz 


a Pe Zu oder 


Zu XL dz vg | c==o0, wie obe 
— — — — ®_ 


+ A 


Man sche wegen der Ableitungs- Gleichungen 
mit ehr unabhängig veränderlichen Grössen, 


. die zwanzigste Vorlesung im zweiten Bande.] 


ı 
2; . 





e / 


u Funfzehnter Abschnitt. | 


Merkwürdiger Ausdruck Tür die Entwickelung 
emer beliebigen Function der in der Gleichung 


 ==x% + yfz enthaltenen unbekannten Grösse z 


in eine Reihe. 


n 





a | 
- Die Eigenschaft derAbleitungs-Gleichungen, dass 
man. durch sie beliebige Functionen wegschaffen kann, 


+ ist in vielen Fällen nützlich , besonders bei den Ent- 


wickelungen gegebener Funktionen in Reihen. 
> 


| ae 2 Ge 5 
Es jey z.B. die Gleichung. .. PN 
| smz4rfn Ba 
zur Bestimmung von z gegeben, wo fz eine beliebige 
Function von 2 ist. -Man setze, es werde der Werth 
von z in einer Reihe nach Potenzen von % verlangt, 
so ist klar, dass die ersten beiden Glieder z+ yfx 
sind. Setzt man nun, um die folgende Glieder zu 
finden, z=a+Yfe +y241+9y?B....so muss man 
die Function z nach Potenzen von y entwickeln und 
dann die Glieder vergleichen, um 4 und B zu fin- 
den. Auf diesem Wege aber würde man nicht das 
“Fortschreitungs-Gesetz für 4A, B .... erhalten. Es 

ist also besser, wenn man, statt der gegebenen Glei- 
chung, die Ableitungs-Gleichungen der ersten Ordnung 

in Rechnung bringt, welche fz nicht enthalten. 

- Man nehme daher die ersten abgeleiteten Glei- | 
chungen nach x und y, 50 erhält man | 


dz__  „,. Ye de dfe dz 
B> lan ı+Y ger ad; = =f24y-5Z nn 


Eliminirt man zwischen diesen beiden Be 
FE, [indem man die erste mit Te die zwei 
te mit EEE multiplicirt und eine won der am _ 


de dz 4 
as) ana [$ “u u K2 ZZ 


dz dz 
= dy f27 Fr ] 


r dz " dz \ 
dy u ee ” 


Nun. aber giebt die Bee Suzzofeidung u 
+ yf2] | 


‚1 »-- 


= 264 So ee: Pue Es 


« 
— 


j) 


# £ 


en [ Nemlich die zweite und dritte Gleichung geben, 


wenn man die zweite mit 7 multiplieirt und sie 


zu zZ dritten rechnet, 

dz & „ 42 x | | 
er Fair: +9. . : 
Multiplieire man diäis Gleichung mit.Y RR rech- 
net sie von der ersten ab, so erhält man | 





z- © x dz 7: == 0 0, oder 
| dx day er 


Man sche. wegen der FRE Gleichungen 


"mit en unabhängig veränderlichen ‚Grössen, 


. die zwanzigste Vorlesung im zweiten Bande. 


. * 
_z a et 
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Funfzehnter Abschnitt 


Merkwürdiger Ausdruck Tür. die Eutwickelung 
eimer beliebigen Function der in der Gleichung 


2==% F yfz enthaltenen unbekannten Grösse z 


in eine Reihe, 


% 





' Die Eigenschaft derAbleitungs-Gleichungen, dass 
man .. durch sie beliebige Functionen wegschaffen kann, 


ist in vielen Fällen nützlich, besonders bei den Ent- 
 wickelungen ri Funktionen in Reihen. 
a 


“ger 
- a 


Es sey z. BD die Gleichung... : 
ar smerıfs Er 
zur Bestimmung von z gegeben, wo fz eine beliebige 
Fanction von z ist. Man setze, es werde der Werth 
von z in einer Reihe nach Potenzen von % verlangt, 
so ist klar, dass die ersten beiden Glieder z+Yy fx 
sind. Setzt man nun, um die folgende Glieder zu 
finden, z=2 +Jfx +y24+9y?B....so muss man 
die Function z nach Potenzen von % entwickeln und 
dann die Glieder vergleichen, um .d und B zu fin- 
den. Auf diesem Wege aber würde man nicht: das 
‚Fortschreitungs-Gesetz für A, B.... erhalten. Es 
ist also besser, wenn man, statt der ‚gegebenen Glei- 
chung, die Ableitungs-Gleichungen der ersten Ordnung 
in Rechnung bringt, welche fz nicht enthalten. 
- Man nehme daher die ersten abgeleiteten Gleii 
chungen nach x und y, 80 erhält man 


dx dz ' dy‘ 
Eliminirt man Be diesen beiden Gleichungen 


fe ‚ [indem man die erste mit Fre die zweis 


= mit a multiplicire und eine won der an- _ 


| de ds 
deren abzieht,] so erhält man [3 ER ger ur 
dz 


Nun aber giebt die gegebene Surmzngkichung fe 
+ rf2] | 


; 
/ ® 


Zury dz wm z= ey E. dz. 


a 


‚fe = ze 
Sobstitirt man Dieses, so erhält man folgende au: 
keitungs- Gleichung erster > Get ohne fz: 2 


Be gr ‚2 ds _ 
YJ de 


OBER dy FR 


Da das erste Glied der Entwickelung von 2 nach Y 
‚offenbar x ist, so wollen wir, allgemein, 
z=xz+Ay+By:+Cy. 

| nis wo4,B, Con „Tannen on ind Dann is 


de A +2By + Ps + 4Dy 22 


also, wenn man substitnirt, we 
.dA „dB dc | 
— Pit ie 
GHz iger en +Y = Frl ET ) 
| | _A-2By-50y: EL 
loder Ar2Bry  +Cy? + Dy? a. 
dA dA , dA 
zz + By + 6: Ar Praha 
% | dB dB 
sy en +47 ur Bi re 


c 
+ Ay: Sn 





= Arady + 50H raDy°). 


u Gr A) 


8. 7 


«(otlsndt ade run 
woraus folgt © 
wor 44, 
c= (A +22), ı 
| D=+(14E. 1822. +0 etc, 


Hier bleibt zwar die Grösse 4 unbestimmt, aber wir 
_ haben schon gesehen, dass die beiden ersten Glieder _ 
von z, in der gegebenen Gleichung, x + y f: x ‚sind; 
folglich ist 4 = = fr und mithin 


Men Bert) 
c=1[272. (5) +fx: 35° ete. 


Es ist leicht zu sehen, dass sich die Grössen B, C 
etc. auf folgende Gestalt bringen lassen, | 


=, ir Er 
az aal1c + 4B2)), Er) erd, 
[Denn LET — \ 
ea, giebt } (4-22 )=0 gi 
a a 
u. S. „] | 


Substituirt man diese Ausdrücke, der Reihe nach, in 
_ einander, so erhält man die noch einfacheren Aus- 
drücke 


268 Be 755 Ze 
d(A? ı 2043 ‘dA 
2=} Er a , D=4 L nn. 
” Lt Denn es war, wenn man einstweilen), um den 
Raum zu sparen, dx im lung! weglässt, 
| .. = er 
ı(44B+Bal), 
= — 140 + BaR+ 0a eic. 
' Dieses .- | Ä 
B=34d4). . f 
Ferner: dB == dA” + Ad?A, also, wenn man B 
u. = in C subsiitüirt, 
— jAaA2 4 42024 4 40 
= 1(2AdAR 4 4° d’ A) 
. = ide 44) 
== = d* a, 

Herner s 
dC=3(2443 +44d.4d2 A 4a AdAgA +23 4) 
00 m=(d43 +53 AdAE A+,44434, 

. also, wenn man B, C, dB und dC iin D substituirt, 
= (444° 4 5424424 +34 04 
+Ad443 + 42dAd24 
+4@4443 4424424) 
=1(6444 44342444 444004) 


| UDSSR 
‚d(3.A4? dA? + 43 de ” 
. dA) 


= — — d3 4 usw. 


\ 


re 86, . ER 269 


also, wenn. man das einstweilen gelang, da Er 


‚herstellt: 





er er 2, EI a aan, 


. 23° dar, da | = da? 


‚wie. obens‘ Dieses einfache Perssheeiichigen Gesetz \ 


isc:iaber hier nicht allgemein nachgewiesen. Sub- 
. stituirt man also noch den Werth. von A Ze fz], so 
erhält man “ 

Be yR 2), yE: cp, y*. "AI rt %) 
z= 24 fe 23 Er za da 


Er * . z Lanen, y ” 


86; 





# 


Nun setze man, eb solle der Werth einer belie- 
bigen F unction pz von z nach Potenzen von z. 'ent- 
wickelt werden, so sey gz=u. Nimmt man die 
ersten a ‚ um .? wegzuschaffen, So - er- 





halt man 
du dyz dz d du In. dz 
dx —dz ‘de dy er ER 
woraus folgt: i. Ä | u 
| du du de az e 
BL u Zu day 
dz de. 
Sobstinirt man den Werth von —— 1 „aus der 
x dy’ 


W 


Gleichung 2 nd a) nr = o,in (85.), so er- 


halt man gende Ableitung -leichung erster Ord- 


Y “du du r] 
nung: urn oder 


7 Der "5 95 
Man’ setze: | 
um P+Qy+ Rp? 4 Sp. en 


wo Pr, Q, B Functionen von x sind. ' Substituirt 
| mau diesen Werth von z, nebst dem = gefunde- 


22. 


! | —. 
) nen von z, so erhält man weil z _—— 4 


’ 5 du 
re — ey Ib A u und s—2 


x?) d? 3) 
=yPRtrz y® aa re .... ist, 


gene) 


i a  .=$ 
oder, mit y dividir 2) | 


RER PR )@ „pen 


ur EI. 7 _ Oma —um =o, 


| wos folgt = | 
dP dPd(f=) y° 2dP APAfe>) y?’ dP d’(fz*) , 
FR > dx 7” "de? "234de dx? 
„3 gu 22 1QAG 2? AOL, 
#7 dz dx 2.5dx d«ı? 


IE dR dx) 
rn 2 de ds 


h) 


| dR 
+,7° de 








+ y3 Gefan 


=(0+ ayR + 31225 + 4f?Taeıın 


also | u u | | 


dp 
m 7aTt 


Yr # , k 2.07 
1 B2 f f 
; 86. i I. \ \ r 27i 
’ 


27 aeg. 


ze pe) BERN 
are ri ae. Y234 de 


x r 





etc. | 
Substituirt man, Bo ‚Reihe nach, diese Werthe. von. 
 Q, R...., so ist’ leicht zu sehen, dass ‚die Ausdrücke 
auf folgende, einfache Gestalt gebracht werden können: 





| ’ 23 das | 


[Um dies zu übersehen, iasse man wieder einst“ 
weilen die dx weg und setze, der ‚Kürze et, | 
fx = v, so. ist.oben: ee 

Q=vdP, 2R=vdQ+ +4 Ldanap 


35 == veAR +} 2d(v?) aQ + 2 wide etc. 


Dieses giebt dQmedrdP+ 2 also. 
eaR=vdvdP +v2d2P+vdvdP 
— ovdvdP +v2d2P_ 
—= d(v2dQ), also | 
= d(2- fx?) 
de ° 
3$—=vaR+4d(vrydvdP+vd2Py+ ı Pen dp 
und da dR —= dv2dP + vdeydP + vdvd?P 
+4v2 3 P+wdvod@P und | 
Ew’)= d(3v? dv) = = 6vdv2.+ 302 der, 


” 


‘ 


Pe ‚87. 1. | 

"38 = »dv2dP + v2divdP +222dvd?P +: RR: 
"Eodv2dP + v2dod?P + vdv2dP + v2 dp‘ 
‚=30du2dP+ wen! ıv? dp, 


oder = — 2, GedordP + gu2d2vdP +3202 dvd? p 
 +3v?dud?P+2?43P) 
dge2dvdP+w3dP 


Ya 


ı 

23 
— =“ | dw dP), al 5 
zf) 
rn a 5 
Der allgemeine Beweis des Fortschreitungs- Ge- | 

setzes fehlt auch hier) 

Die Function ? bleibt unbestimmt, wegen der 
_ Elimination der Function 9. Weil aber u=9@z 
= o(% +yufz + ..), so ist klar, ‚dass gyz=P, 
[nemlich für ise u=P und fü y=o 
. auch u= 92 =ypx, also ist ye=P), ir 


U. S, W. 





daP _ dyz R 
= de Mithin ist“ = 
dpx „ala ee, =) + =) =) 


a sul 7; 24 2 dar - er: © Zug 


ein schr merkwürdiger und in der ganzen Analysis, 
besonders bei Umkehrung der urnamı sehr. nützlicher 


a 


87. ° | 
Man könnte. dieses letzte Resultat Sch: unmit- 

telbar, vermittelst des Ausdrucks (33-) erhalten. Denn 

man dürfte nur z als eine Function von y betrach- 


er und die rn Fre ‚etc. ‚Ableitungen von. 
u nach 


- r 87.1. £ „273. 
u h Y das heisst Se z Se Ba ‚suchen. | Setzte 
man darauf, y=0,80 würde ‚man- für die Cosa 
i tem uf QR "etc, ‚die Reihe es i 
| dow d2ou  @? = u 
dr! ‚ ad ne 
rege je eh et 
" Älles kommt: a a an, diese Ablahigen. 
zu finden. und ihnen .eins einfache und ‚regelmässige 
Fan zu geben. Zu dem Einde wollen wir die bei- 
den, in (85. und e, ai Formeln wieder 
‚vornehmen, nemilich u eh 
dz du 'du__ d: “ E 


ar alu mi ee 

welche folgende. sin = : 
du Ze F Ä 

7 fen u Ä 


dz 


(Weiz aus der ersten Gleichung SE ae also 


— = = fefolgı) Ban hat a a w 
DE ri 


Zwjeitens. Nimmt man die erste Ableitung nach 3 y; 
so erhält man - | FE 
u __du IE pr Li de af 
Ay da dy de" dy dz’ 
hingegen, wenn man die erste Ableitung nach = 
nimmt, . | 
ER du. di de 
 dxdy dx? da" de " dz 
Substituirt. man Dieses in die vorige Gleichung für 
L. | [is] 


“ 


% 2 
® Ps Bi . 
\ #; .r n 
j ar 87; 1 2 
B Dy 
27h, vs R f 


. f Ne . a 
m.4% 16 ei man . N 
dy . 


Fa, du du di. 


— = -; ft: anne E. 


dz ds; | 
‚ oder, weil 27 = u fz war, | 


du __ d?u 


Drittens. Nimmt man abermals . erste as 


| nach y, 50 erhält man 


au _ 20) 


nr dr". 25 y 
Ru Ef) du de dfe 





Setzt man hierin den obigen Werth von er 


De Taf + je ae, mi = u 


so erhält man _ 


..; wenn zum die erste Ableitung N %, nimmt, 


$ | e . r ‚87.1 4 j 5 j 278. 


| alas) _ else) au 
‚ da dy BEN 


5.0, 





folglich 


Gehör . [dem 4 —. war vr] 








9) 43: 33) [ang di war er 


= y2 


7:75 Badaalhe 





dy:” dx? 


 u68 W. 


- 


Gleichung =» +yfe’'n = x über, “also iat 
YWr=d) 


"23 dx? 


u. 5. W wie oben Lin 86. Nemlich es wurde on- 


RR du __.dpe da 
Da also nun pn, z de” . 


Nun setze man y==o, so .geht die gegebene 


- 
’ 


de delle ps | 
ul alien ER 2.5), EEE [u an Zu (z ds | 


„325, = em 2.6 a) Bu 


genommen, u=P+Qy+ Ay + sy. .. (86. 


wo u=g9z=Y (x + yfz), also ist P der Werth 
von u für y= jo: ehe P=p92 giebt; - Qis 


| ‚der shi von 2 für y= 6, welches, weil r 
dyz . 


re ai 0, wo ia ra 


j : + 
% z 


2» di 

dy ud | 

Du _ Bu pn, du, de Du, ca da He 
Frl? uilaär "rar ala Der a 


d& =» 
PR N " 


“ d 2 — 2 war, | u 
Br er, wel dr — ds 5 


u 


mach y, so erhält man 


deu du du ds dfe 
za az [7 Gafe ee 


Drittens. Nimmt man abermals Me. erste ur 





_ dy? dz dy ä 
" a(fe*) #272 | du de dfe 
Aber dy de a" “ dr‘ de ia 
d’u 
Setzt man hierin den obicsa Werth von Ic 


du dz dfz di d£ 
BA Gafı + dx dr" Zum = 


0 erhält man s 


A wenn man die erste e. a % nimmt, 


. ” * ri 
: ’ x , 
a 


1) 


WARE 7 8. 1 | . z PFFI 


else) _ _ aldtyer) Bu 





dy ‚dx? | u dp: Pa: 
nem Di hen nie . 
| | du __dgs d 
Da also nun "RI so’ ist ei IE. [72 N 
BERN. Bu ’ 


z= fs 22 Fe de 2 [am 272 war - 2] 
deu_ WE) Er ED Teen ” u 
Te 


du RK: tue ar du dl 
we denn —z war =: 
day: dx? dy3 er 2 











u 6& W. 


. Nun setze man y==o, s acht die Ka TOR, 
Gleichung s=# +yfe’in = x über, also ist 
Vüry=dJ) | 

dipz dpx 


dm, p—ya = di fs IR: 
also endlich 


dpa) Rz u 


.d 
| P=gz, Qafı i92, 7 R=em— 8 ur Fu 


u. s. w. wie oben Lin 86. Nemiich ı es wurde an- 
genommen, u=P+0Qy+ Ay? + Sy3.. (86. 

wo u=9z—=Y(x +Jf2) also ist P der Werkh Ä 
von. Zi welches P= 9% giebt; Q =. 


ad WÜrEh von para weiches, weil ra 


„ge | = ea 


# Y Pi 
x , 


’ 


Mn 2 dx 


Su — 


er6 nm tgl 
| de 5 gm IP |, 
u, 5, W. ] | 


Um den Gebrauch een Formel an einem Bei- 


spiel zu. zeigen, sey. die Gleichung 


| 'z=r+y:”, 
gegeben, wo x und y gegebene Grössen sind und 
' man: den Werth von 2* in eine Reihe nach Poten- 
zen von 'y verlangt. , Hier. ist 


„fe ='2". ya er, 





* also aich fe = 2”, yar=ar, -F? EIER 
folglich I 
‚mx 


Q= ee nt 


2 Aa 
n(am+n—ı) zamte—e 


n d(z BIT N 


ie Bet „alömtn-)löm tn aus 
92.5 dx? | 2.5 


’ - 


n(2m+nr—ı) Zune. 
+ De Saale 


F: 
| . N zum, 5. 
etc. | Be 


Man: sehe auch über diesen Gegenstand die eilfte An- 
„merkung in der: zweiten Auflage der Abhandlung 
über die‘ Auflösung der numerischen Gleichungen. 

- [Der in diesem Abschnitt vorgetragene' all- 


ke 87. E00. 27 
| gemeine wichtige, Satz, hat Lagrange zum Er- 
finder und führt seinen Namen. La placehat den 
Salz no ch‘ ‚erweitert, auch Tas sich das Ganze 
noch einfacher abhandeln. Hier würde gesetzt 
z=w+yfe und u=92, also Be 
U u=y@tyf). 

Man kann, altgemein: RI — + yS2) und. u 
=pz, also | 

= pFle #rf 2) 
setzen und u, in eine Reihe nach ‚Potenzen von 
‚y entwickelt, verlangen, | | 
Um diese Entwickelung zu beerstelligen sey 
fz=w und x +yf2 =», so, das 
s= Fa yw) = FR und u= PO A = ‚YFex; + X), 


so ıst 


de _ a2 . Paray 
Tut Ay. 
da mn ur) zo 
also ; ; 
z w 2 
dy wtryr gl Ä 
BE 0, a er Ti 
oder = 
dz dw dz dz. dz dw dz dz ai 
IE add » 
 dz N dz 
. | | ” dy x i 
N: du du du dz du du dz 
a de de de’ 
also : 
du, du dz diz du dz du dz 
Frei 


EEE | ER A: 

oder, weil vorhin. 7 —w Gr "wär, 
du dz Fe dz. ,_ 
Lac = rede 


du er du | 
Te. 
| dä PLyN | er .) 
Hieraus Pe weiter Zy? —’ Aber, weit 
du ds 
| w=fz und Zen wir dx’ so ise 


-. v r} # 


| du dz 
4 rel 25° 


. Man serze pEe 2 wa aBo u obf Ögend 


eine Weise von z abhängt, sa ist 


x 
2 du du dz du 
1, De Gaza 
- da ge 
- deu dx d?u dy Rn 


Da u ar sowohl von 2 abhängt, g% u, so muss, | 


du 
(wenn man 2 state u setzt, eben wie z° = won 


war (1.), Re 


A 


du on 
. 


Ser man also in Fri 


Fi PP.“ 2 
ee ac 
de er also m Er wi ia . 
5 CH 
6. IH u | Ta 
- | 7 d® = R 


2-7 6} ‚soise 


u ui a: FIN 
% Ted = dr „Aber, wie oben : 


(5.) ist wiederum 





war (7.) also öst aus (8.) 
du | a (W’ I) 2 
0. gr: | 
Es ist leicht zu sehen, dass s allgemein f 
FO ar > 
ar Kr . 


N 


u. 8 


N 


Nun ist ollgeinein.. 
2.7 ‚bo ‚or | 

- an. umu +77 + = a8 Hzzrı 
wenn man rechterhand ; überall. v3 o setzts--alsa 
üb aus (1. 6. 10 etc.) Ze a j 


f ul, 


ED . 
0 du ze - e di wi4) 
12. um=u4y.m ut en er PET dx? — 





% 





RE Er Ä ° 
a = ERr \ B REN. n—ı/.2 du : ® 
...». 7.5 Kr ei 


wo rechserhand überall y=o Gesetze werden muss, 
welches giebt, . ..-..i .. N 


en u 
z—Fx, also „fe, u pFr. 
Diese Entwickelungs- Art‘ hai‘ den Porzug,, dass 
sie die Allgemeinheit des Fortschreitüngs- Geserzes 
der Es EN macht] rei 


@T 
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"Sechzehnter, Abschnitt 


Allgemeine Methode; die Stammgleichung eigen | 


Pr 


lin&ären "Ableitungs - Gleichung erster Ordhung 


zwischen 'miehreren veränderlichen Grössen, des- '. 


gleichen die Stammgleichung einer beliebigen. Ab- 
leitungs-Gleichüng erster Ordnung zwischen drei 
- veränderlichen Grössen zu finden. . 





. 8, RE 
R Wir haben gesehen, wie sich, eine beligige, in 
einer gegebenen Gleichung vorkommende Function, 


vermittelst der Ableitungs - Gleichungen der gegebe- 


nen, 'ö#ster’Ordnung, wegschaffen lässt. Die Weg- 
schaflung ist noch auf eine andere, in gewisser. Art, 
nach einfachere, Weise möglich, ‚die sich auf Betrach- 


tungen gründet, wie in (82.). 
Man nehme im Allgemeinen. die PR 


| POHER ER wie 


[4 
an, in welcher ee u | 
p=fxyz 

ist. Die beiden durch A und f bezeichneten Füne 
tionen ısind ‘gegeben, ünd’ die ‘durch 9 bezeichnete 
Function 'sey willkürlich, so kann man setzen, yısey 
eine solche Function von x, dass die: erste ‚Ableitung 
von p Null ist, [nemlich, weil die Abhängigkeit 
der Grösse. ıy von & durch. die. gegebene eine 


a, 


Ä Gleichung swischen drei veränderlichen Grössen, | 


uyer#An 


3 + 
a. ap ’ 5 # ’  _- 
ee ; Wi : mr 


Pr 4 zii eir > ot . 


ad: a ee ®ı 
may: pp), als constant behandelt werden, sobald 
‚so beittinnit, dass die erste Ableitung 





nun er 
man dz 


son Flnys) [== p mach a] Nail det. 

Wie in (88.) [wegen der veränderten : Zei 

chen nicht wörtlich übersetzt] sind die ersten Ab- 

leitungs-Gleichungen, der Gleichungen Aayzpp) mo 

und fzyz=p==o, wenn man, der Kürze wegen, 
Fzyzpp) = u setzt, | 

du du dz . dy, du du dz 


de td = er Kr gr Pe he 
dp dp d L dp deEN _ 
7 akair Ale} 2 +% er 


Die’erste dieser beiden Gleichungen enthält p, die 
zweite nicht, Die zweite dient zur Wegschaffung 


; dy 
. von: rg [ mitteise. F. erbindung mis. ‚der essten,] 


‚die erste, verbunden mit der Stammjleichung, dient 
zur Wegschaffung der unbekannten Grösse pp. 
"Diese Methode hat den Vortheil, dass sie auf 
Gleichungen mit mehreren willküirlichen Fuünctionen _ 
von p anwendbar ist, 
Es sey z. B. die gegebene Gleichung: ‘- -- 
F@y»9p#Pp) = ar | 
so findet man erst, ‚durch das obige Verfahren, eine 
 “Ahleitungs-Gleichung erster. Ordnung ohne pp, die 
aber.noch Pp enthält. Wendet man auf diese neue 
(leiehung ‚das nemliche Verfahren an, und eliminirt 
son Neuem die in ihrer eriten Ableitungen Gleiehang 


vorkommende Grösse = vermittelst der ap chen 


obigen Grichung, so erhält man eine Gleichung zwei- 


i- 


M ee 2. we 285 
REN Fr 2) enthält, und aus welcher man, 


| 9, mittelst dar Ableitungs* Gleichung erster Ord- 


nung, wegschaffen kann u. s. w. welche auch die 
Zahl der wällkürlichen Funcüönen von der Grösie | P ur 


sein mag: 


_ Entbielte EN die gegebene Gleichung die Fimo- ai 
tionen 9p und Wg, wo p und. q verschiedene Ä 


Funstionen yon w, y und z sind, so liesse sich keine 
Ableitungs- Gleichung zweiter Ordnung’ ohne- ‘pp und 
4p und den Ableitimgen dieserGrössen finden: Danri 
- müsste nad zu höheren Ableitungs- Gleichungen über- 
gehen. [Da dieser Gegenstand in der 20, Vor. 
lesung im zweiten Bande ausführlicher abgehan» 
delt wird, so können die hier eiwä nöchigen Brläur 
kerungen bis en EREN ak Ye 


m 89 
Man nehme die Ahleitungs-Gleichungen erster Ord, 


nung, welche durch Wegschaffung einer beliebigen . 


Function gp entstehen könuen und. setze, der Kürze‘ 


. wegen, dass die Stamangleichyng, welches immer bs 


lich ist, die Gestalt . ee 
 Fayz==.pp habe, wo p fg: ee 


[nemlich, wenn man sich oben aüs u= F(eyzgp) 


= 0 PP entwickelt, vorstellt,] so erhält man- [wer 
jetzt Fey = yp=Pp äse] die ‚beiden. re 
Gleichungen 


dv. . dv de dy. ir, A Fyp 
de + det de =o, 


ek a | 2 


h 


284 5 ”. L- 


. PR N Po u a 
In } FR) P;-, N 
[iemlich,w wegen. EAN di mo = 
= 0% Da nun, nach. der a (88 2 
‚so bestimmt werden soll, dass die erste u Ä 


von P nach =, Null ist, so ist = =o; "folglich 


dop dp . n_ dv 
düch dp de Fe 0 und mithin de eh 
die RR beiden. EN giebt.]. 


‘ Diese beiden Gleichungen enthalten kein gp und - 


d 
es braucht nur noch Fr eliminirt zu werden. Das 
Revelia. der Elimihation-ist- . 
dv er dv dz "dv dv dı 
dx dz ” dx dy dz ' dy 
BD,» ao bh, Bd’ - 
dx + dz d» dy "dz dy 


woraus' folgende Ableitüngs- re erster Ord- 


‚tung folgt: 


dv dp dv dp & dv dz dp ' dvdz dp dr 
Ldz2' dy + 72 dz Yy* dz de dy * ds dx.dz dy 


dv 2+ dv dp dz dvdzdp dvdz dpdz 
= dx "u" "EEE" Bar de de 


] 
dv dv dp. dz (dv dp dv dp 
A et ey dr 


Kr 7 


dx 
‘ Setzt man 'also, der Kürze wegen, 


die bloss X Y5 s und de und [72 enthält. 


De = 7m | 20.285 


? { ne 20 ne s | a :1l4 3 
x dı | M © 
er dv .dp du! ee nt 
\ dz dy dy ' dz " 


F ; dz" dy dyi\ide 
80 kann die, Gleichung. auf die ‚Gestalt a 
dE. dz. Ä 


gebracht werden. . wenn man oben ı mit 
dem Coefficienten zu = dividirt.] Daraus folgt: 


Erstlich, dass alle Ableitungs- Gleichungen er- 
ster Ordnung zwischen x, y z und ze die sich 
nicht auf diese Form bringen lässen, keine Stämzi- 
gleichung zwischen x, y, z und pp haben ‘können, 
‚wo p eine Function von x, y, z ist. 

Zweitens, dass alle Ableitungs - Gleichungen 
erster Ordnung,.die sich auf die obige Form bringen 
lassen, immer eine Stammgleichung von der ange- 
nommenen Form Fzyz—g p haben können, wo p 
= fxy2z. [Der zweite Schluss ist evident, der er- 
ste ist es weniger; denn aus dem besondern Falle 
folgt nicht däs Allgemeine.] 

Da nemlich die Werthe der Coefficienten M 
‚und JV in Functionen von x und y gegeben. sind, so 
hat man zwei Gleichungen, aus welchen sich die, mit 
F und f bezeichneten, Functionen bestimmen lassen. 
Die mit @ bezeichnete Function bleibt unbestimmt. 

., Da. diese Aufgabe eine .der interessantesten in 


286 | a Der et, a 
| der Theorie der Panini ist, 20 wi ich dayazi « eine 
 directe Auflösung geben. | 


"Man betraähie, was nn [wie in 82.] y und 


“ & als Functionen von &, derei Ableitungen Z und 


e— sind und dasin die beiden Grössen. 


= + N und ME un. 


_ Setzt man daft die obigen we von M und N, 
“ erhält man. 





ak bank Ay di 
dx dz dx dz dx da „de dy do dry dx da 
dv dp dv «dp dv dp dv dp 
dz y = yTya 


= ma +«n® Huoder] _ 
&nojpa=+: 2) — ent 2) 
EEE 2 
Bu 
Wr v (dp dı iv 
[ae Hesse) -2& ur) 











dv dr. MB 
dı dy day ds 
Addirt und substrahirt man, im Zähler. des ersten 


Ausdrucks, die Grösse 5 x a und, im Zih- 


EI ve er \ 


ler des ame Autlrchs iin Ertl. 5 


ist der Zähler von RE PR 


dp dv de du dv dp dz „dp dy „dp\ 
.dy ie dx dy de” ‚de + dy dx" dx 
und 3 Zähler von mi: = +N u R: ” 


dv (dp de „dp dr dr do Y(tete do dy „dv a] | 


de da" day da” da ar Fr? 


.\ do-.ds , du dr | de ._ dee) 
Men ist‘ 7, 2 + —+2= ud. 


TER 
dz dx dy da" de dx ’ 


[wo das Einschliessen in Klammern anzeigt, dass 


x überall, wo es in ® und p vorkommt, 'in und 
ausserhalb y ünd z, verändert werden soll, wäh- 


rend m, oder — 2 


EN von %, ausserhalb Y und zZ, deutet, 


Unter die vielen Mängel der alten Zeichen, 
gehört @uch der, dass sie kein bestimmtes Mittel 
haben, diese beiden Fälle zu materschalden), 
also ist 


dp 9. Pu = Xp) 


a Ay 
Zar N= Fr En 
\ de dy. dy di - 
dr dp) __ dp A) 2) 
m: un. dx dx dx Ei 
dz da "dr 3 a 


er ohne ‚Klammern, nur auf die. 


= 
a 
Pa 


Pre Ku 


Non und mis ja Ar nt 


so bedeuten diese. Gleichungen ‚so 'viel-äls > ihre 


dp) __ 


— Lo und —Z=0o, 
x az de | 





RE ; Br; a ee 
[Denn, “ == 0 und = o ade Ion 


| | | GG 
N ri von = + N und M — + N ZZ 


| substituirt, macht 2 beiden Grössen verschwin- 


‚den, Aber es folge au ZE + N=o und mSE 


+ N =o nicht gerade 22 en I) = und —— do) —— mo, 


| z 
sondern vielmehr 20, ao) — Se 7 


d d (v) ö Kp) — dv . dp ä 
de dx "dx dx’ 
. ‚dv dp __dv dp ’ . 
also blos u de 7, oder 


| RIBERERCH also folgt, umgekehte aus, En — =o 


0) — 


z | 
EETRERE 70] h 


d(v) a en —_ 


DieStammgleichungen Ton: > 





0, 
sind, ni: Ä 
= "v=Awdp=B, 

wo A und B willkürliche Constanten bedeuten, so, 


“dass 


7 A | ‚289 | 
dass diese PRERTT EENN, wegen. der beiden ‚will- | 
kürlichen Constanten; vollständig sind. 


Es kajin komuhen, dass man), wenn man die 


dz = B4 nf yı | 
Damingilichuigen von FE +N unid M-- N 


== 0 sucht, ‚selbige nicht. ‚unter der PR: F orm, fin- 
det.. Sie müssen, indessen, welche Gestalt sie auch | 


haben mögen, sobald sie zwei willkürlichen Constan-. | 


ten a und 5 enthalten; unter, der obigen F orm ber ® 
griffen , und die Constanten A und B können nur 
j Functionen der Constänten a und: 5 sein. Nimmt 
man also aus den Stammgleichungen die Werthe der 
Constanten a und 2 in x, y, z und nennt’ ihre Wer- u 
the P und Q, so, dass die Gleichungen, durch wel. 
che sie ausgedrückt werden Pa und Q=b sind, 
so folgt, dass u= Fxyz undp= Fxyz, auch nur 
Functionen von: P und @ sind [weil sie, wie P und a 
Q, von x, y und z abhängen). 


Da also nun die ESS UnG von elta 


die erste Ableitungs - Gleichung . Er + m + N Er x 


== 0 hergeleitet ist, die Form 

| Fayz=yp=yfayz Br 

hat, so ist diese Stammgleichung nichts anders, als 

Funct. (PQ)=g (Fuic. (PO), 

wo die durch @ bezeichnete Abhängigkeit willkürz | 

lich bleibt. Hieraus folgt, dass ? eine willkürli- 

che Function von Q ist, so dass die Stammgleichung 

von der Ableitungs- Gleichung, der ersten Ordnyng 
dz dz 


, -- 


290°... ‚mL = 


auf die sehr einfache Forın 


0 RG | P=ygL Be 


gebracht ee kann, wo die durch g bezeichnete 
Abhängigkeit willkürlich ist. Diese Methode redu- 
. eirt,‘ wie man sieht, die Bestimmung der Function 
zweier 'veränderlichen Grössen auf die Bestimmung 
zweier Functionen einer veränderlichen Grösse. Sie 
| ist, besonders wegen der Einfachheit und. a ur 
heit des Resuhntes, merkwürdig. - - 


| 91. | 
Die Methode kann auch auf Functionen mehre- 
rer -veränderlichen Grössen ausgedehnt werden. Es 
sey z.B. u eine Function dreier veränderlichen Grös- 
sen, für welche die Gleichung 


| Fey, 52) = 90,9) 
gegeben ist,.wo p und g gegebene Functionen von 
xy 2% U sind und $(p, g) eine beliebige Function 
von p,:q ist, so findet man, durch eine ähnliche Rech- 
nung, wie in (89.), wenn mari y und z als Functio- 
'nen von x Sea und die ersten Ableitungen 


.d 
I. und — z nach der Voraussetzung bestimmt, dass 


p und g constant sein sollen, eine Ableitungs - Glei- 
chung erster Ordnung, von der Function @ ae 
nommen, und von folgender Gestalt: | > 
du | du 
Erg rMZHN=e 
wo L, M,N en Functionen’von x, y, z, u, 


du d 
% ”- und TE z sind. Alle Gleichungen zwischen 


P 


ee, E we. A 9 L s i 291 
%,Y, 2, % und ds ersten Ableitungen von u. die 
nicht von dieser F orm sind, können von keiner Stamm- 
gleichung der angenommenen Form herkommen. Ä 
Für die Ableitungs- Gleichungen erster Ordaung; 
die sich ‘auf die obige Form bringen: lassen; findet 
man. ferner; durch eine. ähnliche Rechnung, wie im 
vorigen Absatz, dass, wenn man y,z,u als Functio- 
nen von x betrachtet, die durch die drei Ableitungs- 
Gleichungen erster ‚Ordnung 


du du dr _ du , de 
Zt 0 u de 


bestimmt werden und die Stammgleichungen mit drey 
willkürlichen Constanten a, b, c zu diesen Gleichmn- 
gen sucht, 'hermach aber die''Werthe dieser Constan- 
ten ‚aus diesem nemlichen Gleichungen nimmt, so, 
Ei | a—ß b=Q,c—=R a ‚. Ä 
wo p, Q, R gegebene Funclionen von 2 ” z und ‘ 
u nd, ı (dass dann EEE N. ii 
| P= (QM, RE Pin 
die Stammgleichung der gegebenen Ableitungs-Glei- 
chung ist, in welcher $(Q, R) eine Willkürliche Fanc- , 
tion von. Q und A bedeutet. 

Diese Methode ist einfacher und dee in, der 
zwanzigsten Vorlesung über die. F urietionen- Rech- 
nung [im zweiten Theil] vorgetragen, auf welche 
wir verweisen. [Dort finder man dieses Alles‘ 
ch Und ! deutliches] 


vw 


1 92... | 
go: 


=" Wenn man oben, zur Bestimmung von £ in = 
“ und y, eine beliebige Ableitungs-Gleichung erster Ord- 
3 | | d RE r 
nung zwischen x, I 2; I uni E77 ie un sich 
nicht auf:die Form (89.) bringen lässt, so reicht die 
. Methode nicht mehr zu. Man kann inzwischen die 
"gegebene Gleichung immer auf die Form (gı.) brin- 
_ gen, wenn man eine vetänderliche Grösse mehr ein- 
Es sey also die Gleichung 
dz da‘ 
| TE - F(2,9, zZ, 5) 
. gegeben, wo die durch A angedentete Abhängigkeit 
bestimtnt ist, so setze man cn vn u. Dä z von x 
und y abhängt, so hängt auch offenbar u von x und 
Y ab. . Nimmt man also die ersten Ableitungen nach 
 dz du 
x allein, so ist du "u Nun geht die gege- 
bene‘ u id > | | 


zz = Fix, y z,u) 


über. Nimmt man die erste Ableitung nach % allein, 
und erinnert sich, dass z ‚und z Functionen von x 
und y sind, so erhält man [wenn man der Kürze 
wegen, F(«, Y 2,u) =» setzt] 

d?z dv dv dz . dv du a 


dzdy dy* E 


f 





Substituirt ma == .—_ PR _dz_ 
| n ao nie dy und az dx dy 


so erhält man 


ge. 0.905 
du _. Er 
Be u er er 

wo die Grössen er . e 
dr dz 
tionen von z, Y, zund u sind; 


‘ Diese Gleichung passt nun für den obigen Fall, 
wo u eine Function der, als unabhängig von einander 
betrachteten Grössen x, y, z ist. In der That hin- 
dert Nichts, die Grössen x, Y, z als unabhängig von 
einander und u blos als Function von x, y, z auzu- 
sehen, in so fern man nur auf eine, dieser Voraus- 
setzung memema Weise, die ersten. Ableitungen 
Ba und Fı welche sich auf x nnd y allein bezie- 
| hen, bestimmt, 


" Daz wesentlich von x und y abhängt [nicht wört- 
lich übersetzt], so ist der vollständige Werth der 
Be u ‚ du du dz 
ersten Ableitung von z, nach x: 27 Pa er Far 3 
[nemlich, weil u= ri als Function von z be- 

‚du du‘ dz i 
er achtet wir d] und nach y: dr + Fr Ay" Diese 
‚Werthe sind diejenigen, welche in der obigen Glei- 


chung blos durch 7% — und e- Be wor den | 


sind, Non aber ist a BR zu . 


und, verhöge der. gegebenen Gleichung,. hat man 
| z = Ex, 5, zZ, u) = 2 also sind die vollständigen .. 
| du 


en welche tür TE z und er y gusist werden 


» 


. 


Grössen 


I) 


re ö nz 2 E 
7 Ee SE ZESEre 


: | Pr | | 
mügsen, z 7. und Sr u... Substi- 


tuirt man dieselberi in ‚die letzte Gleichung zwischen 


u Se und ‚du. und ordnet die Glieder nach den 
" du du du - STIERNOR 

du ..:du _ dv. dv dv du , dv du 
Er er ar a 7 Bir Teer er ar 7, 


oder] u 


du dv za dv - dv ,. dv 
D— 


ey DS 7 ur ee 
_ Vergleicht man diese Gleichung mit der. allgemeinen 
Formel in 9.) IF +1 + M—- du + N=e) 
so erhält : man 
Ve | 
ER 5 
BER. 
ziel 
no... d dv 
2 dr zz 


so, ” die :drei Gleichung&il, 1% +. N = 9 


du 2 > La Emo | 
aus perEe y3,uin® beim kn müssen, 


£ du dw. Ei BR an er 
dx "u" dr 


du: dv u dv dv ds | 
dx:du ® rn) mem 


u | 


a Far . re 95.8 a "295 


dv FR 
(—-,2)3 -LE = 


sind. Die Schwierigkeit ist also e die Ar 


"der Stammgleichungen hiervon reducirt. Es ist aber '. 


hinreichend, eine Stammgleichung, zu haben; q die an- 
' dern beiden sind unnöthig. 


\ h _ 093. | 
‘ Denn man setze, die drei Stammgleichungen mit 
. drei willkürlichen :Constanten a, 5b, c wären gefunden 
und P, .Q, A wären die ‚daraus folgenden Werthe . 
der Constanten, so wäre, vermöge. der allgemeinen 
'Form der Stammgleichung in x (gı.) 
FPRRQBD. 
Diese Stammgleichung, in welcher p eine will- 


kürliche Abhängigkeit bezeichnet, thut, in ihrem 


. ganzen Umfange, der Ableitungs - Gleichung erster 
Ordnung in u genug, wenn en u als .. von 


x, y und betrachtet. Aber u ist gleich -9 —— „- gesetzt 


worden und.z soll, vermöge der gegebenen Ei 
eine Function von x und y sein. Also ist die Glei- 
chuug ?P=yg(Q, AR) zu allgemein und man muss 
‚die Beschränkungen suchen, welche die willkürlichen. 
Functiorien, rücksichtlich der beiden Grössen Pund 
Q, unterworfen sind, damit die Gleichung Pe der 
gegebenen Gleichung entspreche, 
Aber, ohne uns auf diese Untersuchung eind- 
lassen, bemerke man, “dass man, welche auch die 
wahre Form der willkürlichen Function sein mag, sie. 
einer Constanie gleich setzen kann, so, dass P=a; 
das heisst: die ae einer der drei obigen 


Bu . 3 


\ 
! 


‚296 B- L 


- Gleichungen: mit einer willkürkichen Constante au 
einen Werth von u, welcher der Gleichung in u ge- 


‚ wugthut. | e \ an 


b) 


Setzt man nun wieder a < für z in die Gleichung, 
so erhält.man eine Gleichung erster Ordnung : zwischen | 


x, y, z und zn in welcher z als Function yon & 


| und Y betrachtet werden At, Da aber diese Glei- 


chung nur die erste Ableitung GE von zZ nach y ent- 


‚hält, so kann man x als constant und z blos als 


Funetion von y betrachten. Man findet also ihre 

- Stammgleichung - wie bei Functionen einer einzelnen 

veränderlichen Grösse, und weil x als constant be- 

trachtet ist, so kann die in der Stammgleichung vor- 
"kommende Constante auch eine beliebige Function 
, von z sein, welche wir p nennen wollen, 

‘“ Man hat also auf: diese Weise einen Werth: yon 
zin x und Y; welche der‘ gegebenen Gleichung ge- 
nugthut, mit zwei Grössen a und p- Die Constante 
a bleibt willkürlich, aber die F unction p muss der 
Er se; gemäss bestimmt werden. Zu dem Ende 
darf man nur den zugehörigen Ausdruck ' 'von z sub- 
stituiren. Alle Glieder mit y werden sich aufheben 
und es werden nur die Glieder übrig bleiben, welche 
‚x, p und’ 2 enthalten, so; dass man abermals eine 
 Ableitungs . - Gleichung erster Ordnung zwischen x 

‘ wnd p hat, deren Stammgleichung ‘den Werth von 


u piuax gieht, mit einer neuen een 


stante 6, | on ae 


So erhält man endlich Pen Werth von z in 
1 








EEE = Zn gr. 
ER “und y mit’zwei willkürlichen Constanten @ und b,, 
welcher der \gegebenen Gleichüng, unabhängig von 


den Constanten, genugthut, Dieser Werth ist zwar an 


nur ein besonderer, aber nach (85.) kann ‘wlan den 
allgemeinen Werth von z finden, ‚der eine wilkür: 
liche Function enthält. 

Denn wenn F (% Y) 2.0, b)=o die zur Bestim- 
mung von z gefundene Gleichung ist, so mache man : 
b==yYa und getze die erste Ableitung von f (&; Y 
z,a,Qa), nach a allein, Null; so erhält man’ eine 
Gleichung zur Bestimmung von a, und die Gleichung 
f(&, y, 2, a, pa) == o ist die gesuchte Stammgleichung 
der gegebenen Ableitungs- Gleichung erster Ordnung. . 
in welcher die durch p bezeichnete Anhängigkeit will- 
kürlich bleibt. ' 

Ich habe geglaubt, diese Methode, um sie recht 
deutlich zu machen; genau auseinander setzen zu 
müssen. Sie ist neu und reducirt die Zurückleitung 
von Functionen mit zwei veränderlichen Grössen, die 
nicht über die ersten Ordnung hinausgehen, auf Zurück- 
leitung der Functionen mit einer einzelnen veränder- 
‚liche Grösse. [Da alles dieses in der zwänzigsten. 
F: orlesung im zweiten. Bande ausführlicher wieder 
vorkommt, so können alle etwa nöthige Bemer- | 
_ kungen bis dahin ‚ausgesetzt bleiben. Lagrange 
‚ sagt dort selbst, dass hier noch — Schwierig. | 

Reiten =. geblioben ae | 


9 

Um die Methode durch: ein Beispiel zu PERL, 
welches nur eine ‚leichte Rechnung erfordert, . setze 
'man, die gegebene Gleichung .sey. von der Form 


- 


BE 1) Er 52 Ze 

Br EI fd 
| Ce a CT 
wa A und B Constanten. sind und f (=, 2). eine 


beliebige Function von x a zZ ist. Vergleicht 


man diese Gleichung mit dem allgemeinen Ausdrucke 
der vorigen Nummer, so erhält man 


FKans4 = 2) = Ar Ber fa) also 
Fa, yau) = 4dy+Bz+ fu) [= 2}. 


_ Nimmt mn die ersten Ableitungen nach 4 und z, 
‘ so erhält man 


dv dv 


so dass, wenn man diese Ausdrücke in die drei Ab- 
leitungs-Gleichungen erster Ordnung zwischen 'x, y, 
z und y setzt (92.) für die erste folgende erhält . 
= —4—Bu=o, | 
"welche, weil sie nur die veränderliche Grösse z ent- 
hält, die als Function von x betrachtet wird, unab- 
hängig von den beiden andern, eine Stammgleichung 
haben. wird, In der 'That ist der erste Theil dieser 
Gleichung, wenn man sie mit e?” multiplicirt, wo. 
e die Zahl bedeutet, deren ‚natürlicher Logarithme 


Be A 
== ı ist, der ersten Ableitung von 'ue”“” 2 ae ; Tag 
gleich, wie man sich leicht überzeugen kann, wenn 
men, nach dem. dritten Abschnitt, von dieser Grösse 


"die erste "Ableitung nimmt. | [Selbige ist we Br. B 





eh 0.008 


du — PEN | 
de Be 3 also üst a y 





Ne r— =o, oder du. _ 4 Bu=o, welches 
mit der gegebenen. Gleichung übereinstmme.] Da 


also der zweite Theil der Gleichnung Null ist, so er- 
hält man, werin man zu den Stammgleichungen über- 


geht, + 3). Bu a, wo 4 eine willkürliche 
. Constante ist, Diese Gleichung giebt | | 


= -5 + ac?” 


Setzt man für u seinen Werth SF, so N mm 


die erste ee _. 

In dieser ‚Gleichung kann man, weil = die erste 
Ableitung von z nach y allein afizeigt, x äls constant, 
und z als Function von Y betrachten. Da nun das 
zweite Glied weder y noch z enthält, so ist dessen 


. Stammgrösse [nach y] blos er - + ae” . Man 


erhält also, wenn man a Stammgleichung nach Y 
allein nimmt, " 


A BES u ® .. 
eel-dedpen 


wo p irgend eine F unction von x bezeichnet, die als 

Constante hinzugefügt werden kanik, weil. aus erste 

Ableitung nach y Nüll ist. = | 
‘ Aus Gone Anaäragk. für z erhält mich. fur 8 


ee: X: ‚Zu ES 
sen erste Ableitungen nach x md y; wenn man 
ihn ae Folgendes ' x En 


Dur. Desrm et 
Substituirt man die: Grösse in die Gesnbeng Glei: 
chung: ren si zb“ so .erhalt 


man | 
aBe”” + in BD —.4y + Par + e)rr + Bp 


fl 6, 7 + 0e”), 
ches sich auf 
ap. Er 4) 


“ reducirt, wo y, wie man sieht, verschwunden ist, so 


dass sich p durch’w. allein Ibesfimmeri lasst. 


-Man- Be er Gleichung. mit 6 es und 


seze.. | | | 

—B A _B dFz 

. e lu +0 =, 
sp erhält man = 


wo. dpe®%) _ dFz 
a re a 


' 


A —Bx.. | 
dz > ra pBe a 


ist 





[denn 
(Ze r) welches, vermäge der gegebenen 


Gleichung, mE "fa Zr = 





ai. u - 304 

ie}: Eleryon Is dic Stimmglelbhung .. 1. 

| pe ?* ==.F2+b, . Fa Narsis 

wo b eine willkürliche ‚Constante ist. Daraus Bat, 
p=e © (Fx +b), u u 

Substituirt i inan rg in den oben gefundenen Werth 


von z bs em 3 + ey +p], so erhält man g 


gr = er +. a4 (Fr ne 


Dieses ist zwar hur ein einzelner Werth‘ ei '2, 
aber: er giebt, wein ‚man b =ya ‚setzt muB a aus 
der Gleichung 


ee De 
besticnmt, da vollstimdigen Werth. [Nemlich, die 
ER ae z = ale; Eat Be we y 
+ (Fx+b) e® ” giebe, wenn, man, 1 dire erste Ablei- 
‚fung mach “ nimmt, weil 2, — E- ünd y En & 
anshalen; PETER Bios Fx und b= Ya: ER 
| 2 22 Pr EEE BR, oder, 


re. ee 
ur 7 7 eh 
Die Rechnung ist einfacher, wenn B= —o. Man fin- 


det, wenn man f(x, Az +0) = eb setzt, 











z= (Az+a)y+Fx+9a und 


; dFx LILR 
Eis da." da da 





N wä 


* 


Ba 0 
i . .; s a 
2 . s 
’ + ABER 
R ' 


wer‘ 


wo a eliminirt,.werden muss. [Denr,wenu‘B 0 


Et } um du 
sö ist oben, im Anfange, statt 72 7-Bu=o, 


‚ jetzt Z-4=vubou= Az +4, statt u 


dx 
A ya. e” wie, für Bo, Ax an die 


A 

Stelle von m.) ES 

Diese letzte Methode ist indessen noch er 
Schwierigkeiten unterworfen; (die in der schon er- 
wähnten , zwanzigsten Vorlesung. ‚vollständig, gehoben 
sind,, wo man diesen Gegenstand a aus einem allgemei, 
neren Gesichts- Punct abgehandelt findet. En | 

Wir wollen uns über das was die Functionen 
mehrerer veränderlichen. ‚Grössen betrifit nicht wei- 
ter verbreiten. Wer mit dem Calcul partieller 
Differentiale bekamıt ist, wird leicht im: Stande 
sein, "ihn mit der Functionen-Rechnung zu verglei- 
chen und-dieselbe auch darauf auszudehnen. | 

Unsere: Absicht bei diesem ersten Theile der Ab- 
handlung ist nur gewesen, die Theorie der Functio- 


nen und Ableitungs-Gleichungen rein analytisch [al- 
 gebraisch] vorzutragen und sie von. allen fremdarti- 


gem. Voraussetzungen und Ansichten unphhängig zu 


‚machen. . 


» 
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Zweiter Theil, 


| Anirendeng der Theorie der Functio- 
" nen auf die Geometrie.‘ | 


Erster Abschnitt. . on 


22 


Ueber die verschiedenen Ansichten von den Tan- 


genten. Theorie der Tangenten und. der Be- 
rührung von verschiedenen Ordnungen nach 


den Grundsätzen der Geometrie der Alten. 


1. 


Die gewöhnlichen Operationen der Algebra sind in | 


der Theorie der Curven so lange hinreichend, als es _ 
nur darauf ankommt, Verhältnisse beliebiger, in den 


Curven gezogenen, und von ihnen begrenzten Linien 


zu finden. Dagegen gehört die Bestimmung der Tan- 
genten, der Krümmungs-Halbmesser,; der Flächen un- 


ter den Coordinaten u. s. w. wesentlich für die Func- 


tionen-Rechnung. [Wenigstens :werden diese Un- 


tersuchungen durch die Ableitungs- und Zurück- 


kai sehr grleichtert.] 


\ 


_ 


‘ = „ Bi, 


u A:  " Be 
Nach der Gäometrie der Alien ist eine grade 
Linie dann die Tangente einer krummen, wenri sie 
einen Punct mit der Curve gemein kat und wenn 
_ durch diesen Punct keine andere, zwischen ihr hd 

der Curve durchgehende; grade Linie gezogen wer- 
den kann. Danach bestimmten die Alten-die Tan- 
genten der wenigen Curven, die sie untersuchten: [Z»- 
weilen findet man in den Lehrbüchern die zweite 
Bedingung bei der Definition der Tangenten 
weggelassen und die Tangenten blos als grade 
Linien erklärt, die nur einen Punct mit der Cürve 
gemein haben.. ‚Diese Erklärung ist unrichtig, 
denn es sind viele solche Linien möglich, die 
richt Tängertten sind.] Aber seitdem mah die Car- 
veu, bei der: Anwendung .der Algebra auf die. Geo- 
metrie, der Analysis unterworfen hat, sind auch ‚au- 
dere Ansichten von den Tangenten aufgestellt wor- 
“den. Man hat sie als Secanten betrachtet, deren Durch- 
schnitts-Puncte mit der Curve zusammenfallen, oder 
als. Verlängerungen unendlicher kleiner Seiten von 
Polygonen mit unendlich vielen Seiten, für welche 
man die Curve nimmt, oder als die Richtung der 
zusammenigeseizen Bewegung, - mit welcher die Cur- 
ven beschrieben werden können; und diese. verschie- 
denen Ansichten ‘der Tangenten haben wieder Ver- 
anlassung gegeben,: entweder zu algebraischen Ope- 
rationen, ‘die sich auf die Gleichheit: der Wur- 
zeln der Gleichungen gründen, oder zu der -Dif- 
‚ ferential-Methode, welche‘ sich auf die Veirhältnisse 
 "wmendlich kleiner Differenzen; oder der Fluxionen 
der Coordinaten beziehet. Diese Methoden sind zwar, 


in Absicht der Allgemeinlieit und Einfachheit, befrie- 


digend, | 


- 





; 2 N og, 


x 


digend, aber Diejenigen ;"welche mit Recht ‚die Eri- 


denz und Strenge der Beweise der Alten bewundern; 


vermissen diese Vorzüge an den neueren Metho- 
den. Die in dem ersten Theile vorgetragene Dheö- 
 rie der Functionen setzt uns in den Stand, die 
Aufgaben von ‘den Tarigenten, und ähnliche Auf- 


gaben 'ganz nach den Ansichten und Grundsätzen | 


der Alten zu behandeln und dadurch den Resultaten 
der Analyse den wesentlichen ie jener ER , 
sungen zu aa | 
Uni den Gegeliständ allgemein Zu behandeln; sey 
= fx die Gleichung, einer beliebigen gegebenert 
er und qg—=Fp die Gleichung einer graden Lis 
nie oder einer anderen Curve, die man mit der ge- ° 
gebehen vergleichen will; '& und y sollen Abscissen, 
und Ordinaten der gegebenen, p und q Abseissen und 
Ordinaten der anderen Curve, auf die nemliche Axe, 
sein. j — 
Damit diese beiden Curven einen Punet gemein 
haben, muss, im Fall solcher zur Abscisse x gehört, | 
und aso p=a; dg=Ey ist, y:=Fxa, und folglich = 
Fx = fx sein. : 
Um mın den Lanf der baden Curven, äuch über 
den Punct x hinaus, zu vergleichen, setze. man,. in 
ihre Gleichungen, x + k statt, x und.p, 50 erhält man . 
f&+h) und F(x+X%) für die. beiden Ordinaten, 
welche zu einem und demselben, um k.von der Or- 
dinate des gemeinschafllichen Punctes entfernten, pP uncte 
der .Axe der & gehören: Die Differenz dieser bei- 
den Ordinaten ist also f(e+ A, — Fa +k). Ent, 
I. 0: [80] 


I Fr 


ne wickelt, man less Ansiruck, so an man, eat i 
‚schon [a — Fx= 0 ist, . : 


1 u ne Be in 


da? 


' Pe (dife” or) „ee 





Ye — 


ur Ä -. da? dx? 
und diese Differenz drückt die Entfernung der Puncte 
‚der beiden Curven aus, welche zu einer und dersel- 
ben ‚Abscisse x + A gehören. [.Nemlich, wenn in. 
Fig. 2. x und y=fx die Coordinaten der gege- 
benen Curve BMN', und pundg = Fp, die 
* Coordinaten der anderen Curve CMM' sind, und 
‚ im Punct M, y—=y —?p und dann PP' = 





ist, SO ist - af „Re dfz 
Pa Be x x 
P'M —= f(z+k) — par Fehr ar 17 und 
SER dFx 1® d>Fr 
PN = Rath = Fayk Zr gr also 
| ee Es 'dfz dFx 
PN-PM= MN—fe—For tl IE — 


£ folglich, weil. fe= Fce= M und mithin fx 

— Fri ==0 ist, 
MN — =(2- er + ER- zur 
wie oben.) 

Nan ist im RE leicht zu schen, dass 
diese Differenz um so kleiner ist, und folglich die 
Curven sich einander um so mehr ‘nähern, je mehr 
Glieder im Anfange der Reihe verschwinden. 
Die Annäherung ist also schon grösser, Wenn 


" dfe _ dFx . 
| 8 TE ist, das heisst, wenn die ersten Ab- 





leitungen der Ordinaten- der beiden Cürven, für ei- 





n 4 s 


Be 2 


nerlei Abncisse x, „eiitder gleich sind; sie ist noch „ 
| d: E IR 
grösser; wenn auch die zweiten Ableitungen u 


und z der Ordinaten gleich sind ü. s. w. 





3. | - ee 
- Um aber ae zu sehen, worin diese verschie- 
denen Annäherungen bestehen, wollen wir: gend eine 


dritt® Curve [DML’ Fig. 9.] annehmen, deren Glei- 


chung, auf die nemliche, Axe bezogen, s— gr ist. 
Setzen wir, dass diese dritte Curve mit. den beiden 


‚ anderen, für die. nemliche Abseisse [AP =]x, ei- 
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nen Punct [7] gemein hat, so müssen die Ordina- . 


‚ten der drei Curveu für «gleich sein, also:iste 
gem fx = Fe. 28 


. - Dex Unterschied‘ | MN”] der Ordinaten der bei- | 
den ersten Curven, für die nemliche Abseisse x + 


werde durch D, der Unterschied [2’.N} der Ordi- 

naten der ersten und dritten Curve, für die, Abscisse 

x +%, durch A bezeichnet, so ist 
D=f(a+b—F(a+Kk, Br 
A=f@+B—ga+d  —, 


A 


Es ist offenbar, dass die dritte Curve nicht anders. 


zwischen den beiden ersten "hindurch gehen kann, 


‚ als wenn, für irgend einen Werth Yon A,der so:klein 


sein kann, als man will, der Werth von D grösser 


ist, als der von A, ohne Rücksicht auf die Zeichen. 
Man entwickele die Functionen fe+h, Kxz+k) 


9(x + %) theilweise, nach der Formel in (40.) des er- 
sten Theils, und bleibe bei den erstep beiden Glie- 
dern stehen, 4 bezeichne eine unböstiminte,; aber 


ns 


er 


” - Be "5 u "1 


308 re 5 | ee 


iin o und k hosen Grösse, so erhält ‚man 
| df: x a d? (ri) 
' fe@rh =fe+k- 7 u 
| und ı eben. so 

dFx + Ahern 


dc Fan) k? d2 (c+4 
einge rrde warn 


wo die Grüsse A in den drei Ausdrücken verschieden | 


sein kann, immer aber zwischen o und A liegt. 


Man substituire Dieses in die Ausdrücke vnD 


und A, so erhält man, weil vermöge des gemein- 
schaftlichen Puncts der drei en S2 == Fz 
geist. 


D= IE _ an, (ee; +). N. En 
F suite F)rE kl (er D_ aean) 


. Nun setze. man, dass die beiden ersten Curven von 
‚der Art sind, dass IE = Er bleibt fr 





dx 
D nur | 
D= 1 (Afteen _ (@+h) _ Rear) 
u" dx? dx? 2 


und es ist leicht;zu sehen, dass, so lange der Coefh- 
 eient zu k, in A, nicht Null ist, k immer so klein an- 
genommen werden kann, dass, ohne Rücksicht auf 
das Zeichen, A grösser ist als D. Denn, man divi- 
dire die beiden — durch A, so darf, in jenem 


Falle, nur ET ae — = grösser sein ale & (ger 


d2F 
EREED), ya is offenbar immer möglich ist, 


, 


\ “ 


7. 


s : > } 
# 


Ä ES FREUEN. Tu; 
da man k so "kein annehmei FR ale man wilh 
Auch ist klar, dass, so bald die Bedingung für irgend 


einen bestimmten Werth von A erfüllt wird, ‚das - 


N emliche, um so mehr, für as noch kleinere Werthe 
von %k Statt findet. 

Die dritte Curve kn a also nicht anders zwischen = 
den beiden ersten hindurch gehen, als wenn auch 
2. a Null, das heisst BZ — © = ie, 


= nur dann der vorige Schluss Shin 


| a ° u ee 
Man setze ferner, dass zugleich d Tr SE % 


ynd — sr  E ist, und nehme die Eee er- 


nd 








sten en der Entwickelung der Functionen, ‚se | | 


erhält man, nach der obigen Formel von (4e. ı. Theil). u 


d KR dıfe MR Bfc+i 
farm ferne ES Ne 


Md’Ffa 3 d’Rx+)) 
Fxc+h) = = et Ze + 2 de + 2.8 dx! | 
dpx  k2d: k3 d? 1) 
erh ger er rs gr a” aa ), 
_ Setztman diese Werthe in die allgemeinen Ausdrücke 
von D und A, so erhält man, wegen fe=Fe=gz 
Br ef? — . _ dx | | | 





da’ nn 
De 1 = ( fer _ 2 
% dz er 
az (afe_ pn | 





+E Ce- F Bi ?) 
dı? 


\ 





Mader: 1 1 % 1 
/ „ae ae), 

u I, i 
Hier ist wieder leicht zu sehen, dass man,. so ie 
die Coeflicienten. zu k’und: A, in dem Ausdruck von | 

A, nicht Null sind, A imıner klein genug "annehmen 

| ‚kann, dass ‚die Grösse A, ohne Rücksicht auf das 
Zeichen, ‘grösser ist als D. Denn, dividirt man die 
‚ beiden. Grössen ID und A] durch A, so darf nur 


dfx dgxz kfdifz d:px“ 

die Grösse Zen de: IN de des 
e4 3 3 ’ 
Aue als „M er - : ic do sein,wel- 


| Es EEE möglich ist, so lange nicht — 








— Be versch windek, Wäre Yen gleich 
Null, so dürfte ı nur, wenn man 1 abermals mit k dividirt, | 
dfz pn plz +2) 
ur 7 ws Br ee grösser sein, als Bel 33 
M 3 2 % 
.d Low ) 4 /s welches wiederum, in so fern nicht 
5 | | | rn \ ” 
St n Fr ‚verschwindet, pienbar immer mög- 


lich ist, weil man den Werth von k so klein anneh- 
men kann, als man will. 
N Die dritte.Curve kann also nicht RE zwischen 
den beiden ersten hindurch. ‚gehen, als wenn zugleich 


fx. _ En d’pr _ d’fe .“ 
E de Pr und di? "7 dar - 








Auf dis \WVeise, lässt sich zeigen, dass, ‘wenn 
für die beiden. ersten Ourven 
Yx, __ dFx d’fxz _daro aıfa ders = 
a nd 


' den- ersten Hindur ch gehen kann, als wenn zugleich 


dpxz D dfe deypz d’fe d’yx _ d’ife 


# 


\ 


dx. dx” das 7 dar’ de dx3 
ist u. sw. nr | 


5 


\ 


Daraus folgt allgemein, dass, wenn mit einer ge- . 
'gebenen Curve, eine audere gegebene Curve einen 
Punct' gemein hat, so dass die Ordinaten beider, für 


einre und dieselbe Abscisse, dieselben sind, und dann 


"überdem die ersten Ableitungen dieser Ordinaten, für 


die nemliche gemeinschaftliche Absecisse, ebenfalls 
gleich sind, dass dann auf keine Weise eine dritte, durch 
den gemeinschaftlichen Punct gehende Curve, andeis 


zwischen den beiden gegebenen Curven hindurch ge- . 


hen kamn, als wenn die erste Ableitung der Ordinate 


- "der dritten Cürve, für die nemliche Abscisse, eben- 
falls der ersten Ableitung der den beiden Curven ge- j 


meinschaftlichen Ordinate gleich ist. 
Sind, ausser den ersten Ableitungen der Ordina- 


ten, auch die zweiten Ableitungen, für die nemliche . 
 Abscisse, gleich, so-kann keine andere, durch den ge- _ 
-meinschäftlichen Punct gehende, Curve anders zwischen 
- den beiden ersten Curven hindurch gehen, als wenn die 


erste und zweite Ableitung ihrer Ordinate ebenfalls 
‚der ersten und zweiten ‚Ableitung‘ der, den beiden 
Curven gemeinschafllichen, Ordinate gleich sind u.s.w. 

Streng genommen fallen die Curven nur in dem 
einzigen Puncte zusammen, für welchen die Ordinaten 
gleich ‚sind, und die Gleichheit der ersten und zwei- 
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E) 


‚ ist, die. dritte Curve nicht anders zwischen den bei- . 


‚ten "Ableitungen dieser Ordinaten drückt etwa keine | 


ı } Per "2 | er 


’ ‚grössere Nähe anderer Puncte der beiden Eurven aı aus; 
aber sie drückt diejenige ‚Art von “Annäherung aus, 
"bei welcher es unmöglich ist, dass irgend. eine an- 
-dere Curve, nr welche die nemliche Gleichheit nicht 

‚ Statt findet, zwischen den gegebenen beideır Oaver 
hindurch geht, 
| Dieses ist die klare Vorstellung von den Annihe- 
zungen: verschiedener Ordnung bei den Curvep, wel- 
che, man gemeinhin Berührung, Osculation u. s. w. 
. nennt und welche, bei der gewöhnlichen Ansicht des 
Differential-Calculs, als ein mehr oder weniger genaues, 
_ oder mehr oder weniger ausgedehntes RER 
jen der Curven betrachtet wird, | 
[Diese neue Vorstellungs- Art ist Unstreitig 
so klar und einfach als irgend eine der Elemen- 
 tar-Geometrieund es ist bei derselben, wiemansieht, 
nicht nöthig, das Unendliche, auch nur zu nennen. 
Der. Vortrag hängt übrigens nicht etwa von der 
Formel (40. 1.-Theil) ab. Alles bleibt, wie leiche 
'zu sehen, dasselbe, wenn man auch blas von der 
unbestimmten E ntwickelung einer Grösse, wieflx+ k), 
ausgeht, ahne sich des Ausdrucks der Grenzen für 
‚. die Summe der Glieder nach einem beliebigen 
Gliede, zu bedienen, Man sehe auch wegen. die- 

'\ ses Gegenstandes eine kleine Schrift des Heraus- 

x _ gebers, „Ueber die Anwendung der Rechnung mit 
veründerlichen Grössen auf Geometrie und Me- 

Ä eRanik, Berlin ae Maurer 1816. 1 | 


a | 





6.1. ae gig ER 
Zweiter Abschnitt. 

\ Von den gradlinigen Tangenten und von den Be- 
_ rührungs - Kreisen und dem geometrischen Ort 


ihrer Mittel - Puncte, Von den Krümmungs- 
Kreisen und dem. geometrischen Ort ihrer Mit- 


- tel- Puncte. Allgemeine Untersuchung der Be | 
rührung von Curven ın der Ebene. : Von der 


Berührung in singulairen Fällen und den 
 Asymptoten, 


6. 
Es sey irgend eine Curve, gegeben, deren Glei- 
chung y = fx ist. Man halte sie zuerst gegen eine be- 
liebige grade Linie. Da wir oben die Gleichung für 
die Curve, welche mit der gegebenen verglichen wer- 
den soll, durch 3= Fp bezeichneten er so ist, für 
die grade Linie: 
Fz=ar + bp, 
wo a und 5 zwei Constanten sind, welche die Lage 
der graden Linie bestimmen. 
Die Bedingung der Gemeinschaflichlkeit eines 
Punctes giebt 
fe = Fo an ar ba. 
Dieser 2 Gleichung kann man mittelst einer de | 
unbestimmten Constanten genug thun. 
Le = ‚a0 ist Kar, 
dass, wenn man, in u pP, % statt p setzt [wegen des 





Man setze ferner 
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- 


gemeinschaftlichen Puncres] ı und die erste Ablei- 


- 





is. Die Werthe von «a. und 5 werden also durch 
diese beiden Bedingungen bestimmt, nemlich durch 


le und am fee 2, 


[die & zweite Gleichung folgt aus fe = a+bx, wel- 
ches, wenn män: den Werth 2. von b setzt, 





E am fı—x: ef2 giebt] Die. Gleichung der mit der 
‘ Curve zu har graden Linie ist also 


g=fe—x 2 +p pe, , 
wo p und q ‘die Coordinäten bedeuten und die Ab- 
scisse x als constant betrachtet wird, [Die Gleichung 
der graden Linie ist nemlich g—=a + bp, worin 
die obigen W: erthe von a und b gesetzt worden 
‚sind, 

Nun behanpte ich, diese Ber Linie habe die 
Eigenschaft, dass keine aridere grade Linie zwischen 
- ihr und der Curve hindurch‘ gehen kann [in so fern 

‚sie nemlich zugleich durch den ee Ar 
Punct jener beiden geht. ] Ä 

‘ Dem es sey s=gpr==g + hr die Gleichung 
irgend einer anderen graden Linie. Soll dieselbe 
(durch den .gemeinschaftlichen Punct gehen, so muss 
ebenfalls 9x — —=/x sein. Damit sie aber zwischen „ 
der mn und der . ea Linie hindurch 


an 


- 


6i 1w ars zig 


| dx dfz er 
‚ gehen könne, muss, ausserdem, sei == Aa sein 


| (3-) Diese beiden Bedingungen gehen 


g+he=fe md = = 
woraus für g und } die nemlichen Fe folgen, w wie 
oben für a und 5, so dass die zweite B Linie 
"mit der. ersten zusammenfällt.  -. | 
“ Folglich ist die grade Linie, welche durch di 


Gleichung g==a+ bp, öder durch e=fe— 


‚und b= LE, ‚bestimmt wird, .die Tangente der 


_ Curve, ER u ya — fx ist; und zwar in dem 
Puncte, dessen Abscisep=x. , 
ER so ist ce 
u LER u 

= x — = Do | 
folglich ind die Werthe von a und b, kürzer, 


d 
my. und =. 


„In der Gleichung der graden Linie g= =a + bp ist, H 
_ wie leicht zu sehen, 5 die itigonometrische Tang ente | 
‚des Winkels, welchen die grade Linie mit der Axe \ 


macht und 5 die Abscisse des Puncts, in welchem 


‚sie die Axe schneidet. Da also nun diese grade 


Linie die Tangente der Curve in dem Puncte ist, 


für welchen p=2, so ist die wrigonomieirischeTan- 


gente des Winkels, welchen die Tangente der Curve 
. s | . G f " ä r} 2 . : 
mit der Axe macht und x i z=r r ist 


316” 7 IL 


tangente:- [IVemlich, wenn. in Pig, 5% 4P und PM 
die Coordinaten x und y der Curve, und p und 
 g die Coordinaten der Tangente sind, so ist, für 
g=0o, oder im Puncte B, vermöge der Gleichung 
Een Linie g=a+bp:o=a+ bp, also 


p =-j= —= AB. Bo ise ji Tangente des 

Winkels MBP = Hr 12 

re Te, 
gb 


= 5 — IR folglich, ist diese Tangente, weil 





| = war, gleich Endlich ist die Sub- 
tangenee = BP = AP + BP= nn 


MP 


a 
+7 oder auch gleich tang MER 


—_ I 
Yy 
ide 
‘ Die Gleichung s=« + fr drücke eine andere 
. ‚grade Linie [MQ Fig.3.] aus, die durch den nem- 
lichen gemeinschaftlichen Punct geht; r und s sollen 
die Coordinaten dieser neuen .graden Linie sein, so 
ist, für den gemeinschaftlichen Punct, 
r=p=zwmis=g=y, 
alsq a+bz=a+ßz, 
. Soll die neue grade Linie, die gegebene unter &inem 
bestimmten Winkel schneiden, dessen Tangente m 
ist,“ [sodass also z.B. tang BMQ —= m] so hat 


man,. vermöge einer bekannten trigonometrischen 
Formel, | 


% 
$ 


IN ? w E) 


2. Er ; 7, 5 


en N 





| = LEBER #14BMR | 
A= fi temRS= ig 16 MBRugBHR % (Bl Haha 
also Por | e+bdin : 


Be en 77 Vo De ner : 
[weit ar bzo + fx; aloe a 6 
war, welches, wenn '.man. den Werth von ß: \seczej' 


amar (dt Sum Hi 





m 
=). oder ama+- 


—bm 
oo zfı + 52)m i 
= ige gebe] \ wo man nur die Wars . 


the von a und 5 substituiren darf. Seen 
. Soll’ die zweite ass Linie auf Br r Tangente 


senkrecht stehen, so ist m= %%; oder — ——o und 
folglich blos RE 
zu REN FEORRE CO, 


3 
aha mg a 


+ b )m x Gebe, 
[emlich, Va re giebt am a I 


also, EN e=ar “@, und 
I, ’ . { 





b | 
Li Fe | 
Pen giebt = — er ER m und 


2 E ui 
folglich „=. =—4, oder, weil =, 


=: j 


de | | 
| Also ist — 2,8 X die trigonometrisehe Tangente des 
Winkel "(as a dieses Perpendikel, das man 


\ x . 4 “ = 


4 


Normale zu nennen. ‚pflegt, „mit der Axe macht, 
"und & + 7 =y. „SL: ist der Theil der Axe [PR] 


welcher zwischen der Ordinate und dem Puncte liegt, 


, in welchem: die Normale die Axe. schneidet, und wel- 
_ cher. II RER heisst, f Denn. & +-Az = y 


‚ giebt + 7= =e-y.äl, RR, 2 908 =PR 2$t, 
weil PR= MP sang E MR = MP er MBR 
=—MmprZ] | 


Wären die beiden Coordinaten x und y de gt | 


ve durch eine Function von einer dritten veränder- 
lichen Grösse, z. B. », ausgedrückt, so müsste man 
dy d d 

- überall I statt 7 setzen (50. Theil ı). 

Die Anwendung. dieser Formeln auf Beispiele 
würde überflüäsig sein, dem: wer auch: nur die ersten 
Elemente der Differential -Rechnung kennt, wird leicht, 

Ä die Identität der ‚obigen Ausdrücke mit-den bekann- 
tem Differential - Formeln, bemerken. 


Wir wollen nun ferner den Kreis mit einer ge- 
gebenen Curve vergleichen. Die, allgemeine Gleichung 
eines Kreises mit den Coordinaten p und g ist 

UP 
wo a und 5 die Coordinaten des Mittel-Puncts sind 
und c der Halbmesser ist. Daraus folgt 
voqgeb+ Vee—Ep—a)]=Fp; also 
Fx==b + Vlo?— (@—0)?] und 


{ 


4 
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! 1 P N ' 
BG dFx en . j Am . > " 
Be Ver enaT- a 


_[Nemlich, weil in PER gemeinschaftlichen Punete 
p==x ist] Man setze also. nuhmehr | 


Fz —fe —y und nn 5 





und nehme aus diesen an TER, die Wer- | u 


the von a und 5. Die zweite giebt 


dFz _ dr... 5,0. 
TO Ve-e-)” = | 
SE, ’ . 

> 0 ce 


EEE folgt y ee 0) )=@-a): u] | 


= 0a@& Tas 


u 


| Sodann giebt die erste a =YV (e2 — (8—a)?) 2 Ä 


oder] 
y-b=V (ea: )= 





1 - 


Sieht man den Halbmesser als gegeben an,-so ist in SE 
diesen Gleichungen: Nichts mehr willkürlich : und es; 


folgt, dass. der gegebene Kreis, dessen Mitielpunot 


3 | | 8.-Il-. . 7 
durch die Coorditiaten a en b bestiräit wird, die 
Eigenschaft hat, dass' zwischen ihm und der Curve 
kein, Zu dem nemlichen Halbrhesser gehöriger; aber 
anders liegender, Kreis-Bogen hindurch gehen" kann. 
Denn; für einen andereri Kreis, von dem nemlichen 
Halbrmesser c, würde, wenn die Coordinaten dieses 
Kreises + und s; und die Coordinateh des a 
g "und h sind, 
ı,s=gtr—h+ Ve—r=8)) 
sei. Sollte dieser Kreis den nemlichen Punct mit 
der gegebenen Curwe-. gemein haben und “zwischen 
ihr und dem vorigen Kreise hindurch gehen, so 
müsste auch _ er: “en 
EN and, irz BE 
sein, aus welchen beiden Gleichungen sich die Erös- 
sen g und h. würden. bestimmen (lassen. Aber, wie 
‚man sieht, stinimen diese Gleichungen mitden obigen 
übereinyund nur die Grössen g und A treten ah die 
Stelle von a und. Sie geben ako für g und A 
| “nöthwendig- ‚eben das; was die obigen Gleichungen für 
a und 5 geben; folglich fällt der neue Kreis ı mit dem 
vorigen zusammen. . 
Mithin berührt, nach der z oligei Vorstellung von 
den Tangenten, der. Kreis; dessenHalbmesser e ist, 
und dessen Mittel-Punct durch die Coordinaten a 
‘und 5 bestimmt wird, die gegebene Curve, deren Co- 
ordinaten z und y sind. 
| ‘Da dieser Schluss immer derselbe bleibt, was 
auch c sein mag, so'kann man in den Ausdrücken 
von @ und b, c als unbestimmt betrachten. Alsdann 
gt gehören 


| f a: 4, > 5: # 88 1: 
| gehören die Onindinilien a hl b.eirter graden Linie 
| an, deren Gleichung. inan erhiät, went man c limi- 





%, 

ce— 
hirt, inddiefolglich RE PRESRRVERN nn z 
= on 5 BET 2)? 

| 8 





vder (a-—x) SE = — (by), öder] ‘ - - 





F dx 

ist, Diese grade Linie ist also der. geometrische Ort 
der Mittel-Puncte aller Kreise, welchö’/die begebene 
‚Curve berühren köhnen; sie ist die Normale der 
Curve: In der That kommt die ‚Gleichung . 
graden Linid, ‚derer -Öoordinaten a und 2 Sind, ‘m 

der Gleichung der. Normale, oben in (7,) iberei 
wenn man r und a mit s und verwechselt, 


\ 


. I. et 

‘ N j. *.., z 4 “ : Par : L 5 $..*+ i y 
Nun lässt sich unter allen den re, welche 
a Bedingungen fx a =, zu IE, 





Az 
— 2 entsprechen, einer finden, 5 der .- zugleieh 


deu fa ii y 
bs die Bedingui au = m daa in tar pc erz 
Küllt, Dein es war oben aa hun ot) 


LIEBER 





322 2 ge .: 


2 Fr 


| u R j ı JR 
.- Daraus folgt: er: = ya Ve —(& —z)2) 


a)? _ _-e+@-— lat 


"e-e-a — Ba 


1, Peer] 32 Fz e? 








u 7 
| 4= .(c? — (2 — a)?)? 
also ist [weiz Ir - -£r] 

d?y PER c? . 

e2 | (c? (way) 
Nun war aber Ve=erma) u — z BR 

d% 
Be + ® 2. 
= G 2 0, — m, Woraus folgt: 


Co) > 


Ze 
Substituirt man diesen Werth von c in die Aus- 
drücke von a und 5, so erhält man | | 
i ır (2°) pP ; E +(2)° 
=r— er ud ber 
Pr dx? 
Auf diese Weise sind nun die’ drei Constanten a, b, 
€ in der allgemeinen - -Gleichung des Kreises völlig. 
bestimmt, und es -folgt, dass nunmehr kein anderer 
Kreis mehr zwischen der Curve und dem Kreise 
‚mit den bestimmten Werthen von a, 5, e hindurch 








a 


/ 


Rn . u, 0.308 
gehen kann. Denn, solite irgend eine ende Curv& 
mit den Coordinaten r und s und der Gleichung 


s= pr, zwischen der Cürtö und dem Kreiss‘ © dürch- 


gehen, so müssten 

dyz, dfz > .dy EB dife, d2y 
ge=fe=n, dz "dx ds und ern 
sein. (4) Ist nun diese ER ein Kreis, so erhält 
man, wenn man die . 8; h, kan die ERAOR von 


a,b, c re ACH | SPE, una 29 


die nem- 
| d x? 








lichen Änsdrücke; wie e Fxj: dFr' d MFz Ä 


dx de? ee 


indem man in diese blos g,h,k statt a, b, ce. setzen 
darf; folglich sind die drei Gleichungen, welche g 

h, k bestimmen, die nemlichen, wie diejenigen, aus 
welchen a, 2, c gefunden wurden; folglich kommen 
nothwendig die Werthe von g, %; k mit den Wer- 
then von a, , ce überein; mithin fällt der neue Kreis, 


welcher zwischen der Curve und dem schon bestimm- | 


ten Kreise durchgehen sollte, mit letzterem’ zusammen, 
und ist mit ihm nur einer und der neniliche Kreis, 
Dieser Kreis hat also, unter dep berührenden 
Kreisen, eine gleiche Eigenschaft, wie die Tangente 
unter den graden Linien. Er ist ‚derjenige Kreis, 
welchen die Geometer Krümmungs-Kreis’ zu nen- 


nen pflegen, weil er zum Maass det Krünimung sr | 


Curve dient. 

Die Grösse © ist der Hälbinesser' dieses Kreises, 
Man nennt diesen 'Kreis- Halbmesser, H albimesser 
der Kri 'ümmung. Die Grössen a EM y sind- die 
Coordinaten ‘der Curre, welche der geometrische 


} ä 
Ort der Mittel = Pan aller Krümmings - Kröse 


‚x 
>“ 


2 


i 


4. 
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„ 


Er [Diese Curve, ist die Evolute der gese- 


benen. 


Wil man diese Formeln ı in Differential. For- 
mein übersetzen, =. Lag range, so muss man 


dr 





statt y' und — ı ‚state Y" schreiben, wel= 


x* 


dx 


ches hier schon a ist 


Hier nun, und zwar schon. bei Na ersten 


‚Anwendung der Theorie der Functiönen, oder dei 


 Rechnurig mit veründerlichen. Grössen auf. einen- 


gegebenen Gegenstand, muss noihwendig Jedem, 
bei der Vergleichung. des gegenwärtigen Fortra- 
ges und der gegenwärtigen Vorstellungen mit 
den gewöhnlichen, der grosse Vorzug der neuen 
Methode vor der alten; in die. Augen springen. 
Hier ist jede Vorstellung vollkommen klar: nir- 
gends wird Etwas willkürlich angenommen, die Cur- 
veii werden nicht als gradlinige Polygone be- 
trachtet, ind überall sind die Beweise so strenge, 


\ wie nur irgendwo in 'der Mathematik, während 
bei der alten Methode mit dem Unendlichen, bald 


willkürlich die Curven zu. gradlinigen Polygonen 
gemacht werden, bald eine Null unendlich grös- 
ser angenommen wird, als eine andere Null, bald 
Linien und Winkel zugleich, gleich und auch nicht 
gleich sein sollen und das Ganze ‚gleichsam _ nur 


" eine Reihe von Willkürlichkeiten ist, deren eine. 


immer erst wieder gut machen-muss, was die vor- 
hergehende fehlte. _ Die Lagrangische Theorie 


‚der Berührung der Curven ist ohne Zweifel die 


erste, wirklich arithmetische Theorie dieses Gegen- 
standes. Bei den früheren Methoden wurden die 


— 


4 


© her 


‚Resultate . mehr  errathen oder zufällig gefun- 


den, als berechnet, Wer dennöch die ‘alte Theo: j 
rie, blos um‘ der Bequemlichkeit willen, die oben- 


 drein nicht einmal Statt finder, sondern, nur in 


der Einbildung liegt, statt der gegenwärtigen 
setzen wollte, würde ous dem Wesen der Mathe- 


'matik hinausgehen und den Irrthum, der Gewohn- 


heit wegen, der Wahrheit. vorziehen. 


' Der Erfolg dieser ersten Anwendung der Theorie a 


' der veränderlichen Grössen auf einen geometri- 


schen Gegenstand ist so vollkommen gelungen, 
wie es nur zu wünschen war, was um so erfreulin | 
cher ist, da die eigentliche Schwierigkeit der Rech“ 

nung mit. veränderlichen Grössen grade in den 
Anwendungen. auf. gegebene Gegenstände liegt, _ 
keinesweges in. der Rechrung selbst. Hier bey die- 

sen Anwendungen der Functionen» Theorie auf 
Geometrie und Mechanik überwindet erst La- 
grange die Haupt-Sehwierigkeit. Die in dem 
ersten Theil aufgestellte Veränderung der g« 
wöhnlichen Methode betrifftmehr nur die Form, und 
ist weniger wesentlich, als die Behandlung der An- 
wendungen in diesem zweiten und dritten Theil. 
So lange man vam Unendlichen blos spricht und 
die Vorstellungen desselben mit willkürlichen Zei- 


' chen verbindet, kann?” man allenfalls, wenn mar 


es mit grithmetischen Wahrheiten hinreichend leicht 
nimmt, etwas davon zu begreifen glauben. Aber 
wenn man bei den. Anwendungen sehen und den- 
noch glauben soll, dass z. B. ein. Kreis nicht krumm, 
oder dass eine grade Linie zwischen zwei Puncten | 


"80 lang ist, als eine krumme zwischen den nem- 


BR 23 2 oe > 2 
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lichen Puncten, oder. dass eine gräriere Fläche 
nicht grösser ist, als die kleinere, so straubt sich 
..  selbse das einfachste W. ahrnehmungsvermögen, 
. und die Zumuthung zu glauben, die hier eine 
mW issenschaft macht, welche sich rühmt, die FFis- 
‚senschaft der Wi ARE zu sein, ist etwas zu 
‚stark. ] 
10. 

Wir können nun diese Theorie allgemein ma- 
chen. 
Die Coordinaten einer beliebigen Berlin Curve 
. mögen x und y, die Coordinaten einer anderen, eben- 
falls gegebenen Curve, die man mit der‘ ersten ver- 
peichen will, p und g sein. 

Man nehme an, die Gleichung der zweiten Curve | 
enthalte, nächst den’ veränderlichen Grössen p und g, | 
gie unbestimmmten Constanten a, d, cetc. und die Glei- 
ehung sey | | 
Fon nabo.)= 0. 

Setzt man in diese rasen x statt tm und y statt | 
g, so erhält man | 
Ä Fea, y, ab, ce. .)=® 

ch Gleichung die Bedingung ausdrückt, die er- 

füllt werden muss, wenn die zweite Curve mit der 
ersten einen Punct gemein haben soll. | 

Man bezeichne die Grösse F(x,y, a,b, ....) 


durch z, so kann man aus den beiden Gleichungen 
du 
u=-o und Frick) 
dx 


wenn nur zwei Constanten a und biny , vorkommen, 
diese beiden “ Constanten bestimmen. Alsdann be- 
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rührt die Curve, FIR BER Ep, Hab)—=o 
ist, die gegebene Curve in dem Püncte, für welchen 
p=x is. [Dies Stelle konnte, der veränder- 
sen Zeichen wegen, nicht wörtlich übersetzt wer- 





den. ] | | 
Sind drei Constanten a, d, c vorhanden, und 
man bestimmt $ie aus den drei Gleichungen Fer 
u==o, du _ ,, de ==0 
dx dx? f 


80 hat die Curve, deren Eidichuns‘ Fip, g; a, N e) 
==o ist, mit der gegebenen Curve, für die Abscisse 
> = x, einerlei Krümmung, oder osculirt mit ihr, . 
u. s. w. a N 

’ Alles dieses folgt ish aus dem Obigen; - 


denn die erste abgeleitete Gleichung = =o giebt 





dx 
den Werth von in z,y,a,b, C...., die zweite 
abgeleitete Gleichung — = o giebt den Werth 





d? dy Ri 
n zumnd —, a, b,e.. U. 8. W. 


Man kann überhaupt die Annäherung zweier 
Curven, die sich in einem Puncte berühren, Berüh- 
rung der ersten Ordnung nennen; haben sie 
ausserdem einerlei Krümmung, Berührung der ! 
zweiten Ordnung u. s.w. 

Die Constanten 4; b, c...., _ welche die Beruh- 
ruug bestimmen, können auf Elemente der Berüh- 
rung heissen. | 

Die Berührung. einer bldbizin Ordnung mi 
hängt also von m + ı Elementen a, b, c.... ab, die . 
aus der Gleichung 


von 


. “f 
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ana 9 En 

der gegebenen berührenden Curve und den Ahleitun- 
gen dieser Gleichung bis zur ade Prdnung ; gefun- 
den werden, 

Die analytische Eigenschaft dieser a 

"besteht darin, dass, wenn zwischen zwei,Curyen eine 
Berührung von einer gegebenen Ordnung Statt fin-- 
‚det, die Ordinaten der beiden Curven und die ersten, 
zweiten u. Ss. W., Ableitungen der Ordinaten,. bis zur 
‚Ordnung der Berührung [für den Punct der Be- 
rührung] die nemlichen sind, und die geometrische 
Eigenschaft ist, ‚dass zwischen den beiden Curyen 
keine andere, für welche nicht eine Berührung der- 
selben Prdnyng Statt findet, hindurch gehen kann, 


1, 


11. | 
Die gegebene berührende Linie sey z, B, eine 
| Ba deren allgemeine Gleichung 
y—ı—bı=o. | 
et, Diese Linie ist nur einer Berührung der ersten 
Ordnung. fühig, weil ihre Gleichung nur zwei Ele- 


mente a und 5 enthält. Diese beidenElemente wer- 
den ARE eo beiden Gleichungen 


14-0 und Y-ı=o 
bestimmt. [Nemlich u ist hier Se also 
dd dy 
Gain welches, weil u0 und zo 
‚2st, die beiden Gleichungen giebt.] Daraus folgt 
dy 
b dıy =y— 
| = de und er x = 
wig oben, in (6. ) 


y 


4 


- dritten y—_b= — 


zo am HL = 


. au.d 20 
"Die berihrende Curve sey ferner en Kreis, des- 
sen allgemeine Gleichung | | 
er B-4y-hn 
ist, so ist eine Berührung. zweiter Ordnung möglich; | 
weil nunmehr drei Elemente a, b und c da sind, . 
Diese drei Elemente werden durch die drei Gleichun- 





gen [i=o, E =o und Gr = 3 = und folglich, 


weil hier u= a)? + ( y—d: ist, durch die 
drei Gleichungen] 


eeriniinenn 
—a + vn de — 


wir HER | 
+ (ib) (= in 
_ bestirnmt, Aus, diesen Gleichungen folgt: Laus ge 


Bhdc > de 
AS er z ite 
= —, wei en 
Pr 5 


at 
ie 
ı+ (7) dy 
d?y 





. Ir, EME.BM 





dx? | 


142)" 


der ersten edm=(0-5)? Hum= 2.) 


72, - BY EL at] 





[C-9) 
(5) 
u 





za + EIe3) U 
A Be Ser dx® z 
BR | ER ; ER ic, d a 3 Y 
ER | Ä ‘6 + (2) | 
BIC e= 237 = © 
| dx? 2 
wie oben (9) 


..  Nähme man e Gleichung der Parabel y=a 
+bx + ex2, die auch nur drei willkürliche Constan- 
ten hat, so hätte man, zur Bestimmung dieser Con- 
stanten, wenn man sie als Elemente der Berührurz, 
zweiter Ordnung betrachtet, die Gleichungen 








y—a—bzmcx:=o, L_b—2c02=o und 
| u 
Z-u=o, welche 
& d y_,dy ı 
ig re ar und 
vn Dr 





geben. 

Nähme man n ‚dagegen die Gleichung « der  enhl- | 
schen Parabel y=« + fx + yz? + dx, so könnte 
eine Berührung dritter Ordnung 'Statt finden, deren | 
Elemente @, f, 7, d sind und: die durch die Glei- 
- chungen ' i | 
| y-u— By —dr’mo 


dy | 
de Pr 30 0 


LI —0y—6dz—o 


A 9 9 


\ 


bestimmt werden. Man würde also erhalten 





.6.d  d2y 
si ER via | ur Sr 





a =y-: + 1205 . 


h 


u.3Ww | 


12. 


Endlich, wenn man die einfachste ‚Cürve ver. 
langt, die mit einer gegebenen Curve eine Berührung 
beliebiger mter Ordnung hat, so kann man, wenn 
x und y die Coordinaten der gegebenen, p und g 
die Coordinaten der gesuchten Curve sind, undy 
eine Function von z, q eine Function von p ist, 


dy , Gm? dry , m? d’y 
Tr ta 


setzen und der rechten Seite dieser Gleichung so viele | 
Glieder geben, als m + ı Einheiten hat. 


Denn, nimmt man die Ableitungen: nach p und 








er Ba ee Me A 
setzt p=x, so erhält man ı=y dp — dr’ 
d’g ___dy ih, BEER 0 4 

dp? u Fr u. s. w, bis 47” 7 Froä [.IVem- 


lich für p==xist, erstlich, . g= I So- 
I 
dann ist > A re + 40-27, 3 RER 


dr _ 
wo 





welches, für p= x, I giebt Ferner ist 


d’q _ day 
dp: — da? +p- Di 


\ 


....„welches, für p=x, 





8 
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ag | = d’y giebt u, gm] Diese beiden Oueven 
ap? das 


erfüllen also, in dem gemeinschafllichen Puncte, wel- 
cher zu p==x gehört, alle, zu einer Berührung der » 
mten Ordnung. (10.) nothwendigen Bedingungen. | 
Die. durch ‘die obige Gleichung [zwischen p und 
go) ausgedrückte Curve, welche, wie man sieht, eine 
Parabel der mten Ordnung ist, nähert sich ‚also, 


‘in dem mit der gegebenen Curve gemeinschaftlichen 


| ee ist, 


Puncte, dieser am meisten und in dem Maasse, dass 
keine andere Curve derselben Art zwischen beiden 
hindurch gehen kann, wenn sie nicht yon höherer 


ee 3.7 | 
- Diese Theorie der Berührung der Curven ist un- 


| mittelbar auf die allgemeine Theorie der Entwicke- » 


lung. der Fungtionien im ersten Theil gebaut. N un 


‚aber sahen wir in (29. ı. Theil) dass es besondere Fälle 


giebt, wo die allgemeine Form für die Entwickelung 


4 nicht passt. Diese Fälle sind diejenigen, in welchen 
so Sig einen gegebenen Werth von x, dig abgeleiteten 


2 
Fungtionen LE, SE: eo. ; unendlich gross sind, 


In solchen . Fällen enthält die Entwickelung von 


‚fi + nothwendig, für jenen Werth von x, andere 


Potenzen von k als kt, %% etc, und die Ansicht von 


(3 und. 4.) passt nicht mehr, Obgleich. diese Aus- 
| nahmen die allgemeine Theorie auf keine Weise an- 


greifen, sp ist es doch, um Nichts zu ‚übergehen, noth- 
wendig, zu untersuchen, wie sich selbige in solchen 


| besonderen Fällen verändert, 


Man setze also, die Function f (x + k) sey in 


15. L. ng 
eine, nach Dass von k steigende Reihe entwickel 
und müsse für sm die Form | 


fm + AR + art Chr, Hr 
haben; wo ft, 9... positive Zehlen sind. 
Ich bemerke zuerst, dass man die Coefficientint 
A, B, © .;.., nebst den Exponenten 2, ft, v....; auf 
einem ähnlichen Wege, wie in (3. des ersten Theiby | 
_ finden kam. Man setze nemlich zuerst 


fm + = fm + KP 


umd hehlns für X die höchste Potenz von k An, 
welche in F(m + k) — fm;: nach vorheriger Reduc- 
tion, aufgelit, 30 dass der Quotient ?, für k== o, wei 
der Null noch Unendlich is. Für m==o kanıi 4. 
negativ sein; in jedem anderen Fall ist solches offen- Ä 
bar positiv. Man setze ferner - 


P#= ArRQ, | 
wo A der Werth. von 2 für k==o ist und line 


für K die höchste Potenz von k an, welche in Pd 
aufgeht, so dass der Quotient Q, fürk= weder Ä 
Nulk noch unendlich ist, Man setze abermals | 


Q=BARR, Ag: 


wo‘ B der Werth von Q für k3=o und # die häch-. 
ste Potenz von k ist, welche in Q— 2 aufgeht, wäh-- 
rend der Quotient A, für k==o, weder Null noch 


unendlich ist u. s. w. so o erhält man. durch ‚dieses Ver- 


fahren we Ä ER 
Sm = fm+ RP a u 


fath A. 


. 


‘ 
' 4 ! 4 
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_ Er + A + Kr ante er 
Die Glieder dieser Reihen lassen sich sllerdings 


a noch einfacher und leighter finden, aber das obige 


A 


nn 


“Verfahren hat den Vorzug, dass ‘es die Reihen nur so 
weit giebt, als man sie verlangt und zugleich den Werth 
des Restes ausdrückt. Fur unsern Zweck sind die 
Reste nicht nöthig; es ist hinreichend, wenn man 


‘nur weiss, dass sie immer durch Grössen von der 
_ obigen Gestalt ausgedrückt werden können. 


Nun betrachte'man eine Curve, deren Gleichung 
v= fx ist, wo x die Abseisse und y die Ordinate | 
bezeichnet. Man .setze;;sie habe einen Pünct mit ei- 


"ner anderen Curve gemein; deren Ordinate Fx ist, 


und der gemeinschaftliche Punct entspreche der Ab- 
scisse. m, s0 dass Fm= fm, so sind die Ordinaten 
der beiden Ourven, über diesen Punci hinaus, f(m + k) 
und F(m4-k), für eine beliebige Abscisse m + k. Die 


Differenz dieser beiden Ordinaten, welche durch D 
bezeichnet werden mag, ist f(m+K) — F(m+k). 


‚ Man: entwickele: Fm+ By wie Sa nf (mark 
und setze: | Er 
Fim+k) ne , ;ün air: ji FR etc. 
wo 0, Tim positive Zählen "und a, ß ete. die Wer- 
the von. p, gie. . für k==0 ga so erhält, Ba weil 


= PA Par Rare Q— et. 


“ Die Eartee ersten Glieder der enitwickeluhg von 


f(m+1) sind fm + K'.A, ünd- diejenigen der Ent- 
wickelung von: F(m+X) sind Fm+a. Man setze 


sie gleich, so dass e=4 ünd'@= A; ı Die erste 
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a beiden Bedingungen hängt von der Natur der 
“durch / und.F, bezeichneten Functiouen ab, die zweite 


_ aber kann, wie die Bedingung fm = Fm,;itäimer, a 


vermittelst der willkürlichen Constanten 0,5, cu. in 
Fx erfüllt werden. Man erhält er diesem Falle; :. 
D= wre Q— sa | 

und es ist nun unznöglich, dass eine Re 
Curve zwischen j jenen beiden, in dem Puncte,, der zur . 
Abscisse m gehört, hindurch gehe, wenn nicht "die 
beiden ersten Glieder der Entwickelung von P(m+k), 
wo 9x die Ordinate der anderen, Curve bedeutet, 
die nerhlichen sind, wie diejenigen der Entwickelung 
von fm+ k). Denn, sind sie verschieden, so können 
sie sich in dem Ausdruck der Differenz A der bei- 
den Ordinaten f (m + k) und p m+k) nicht Frey, 

sondern es ist allgemein | | 


= KA—Rus RO tr... 


weil pr m = fi m ist, vermöge: der, Voraussetzung des; 
Zusammenfallens ‚der Curven in dem Puncte, ‚welcher 
der. Ab scisse 2 = m entspricht, 


Vergleicht man diesen Ausdruck v von Am mit u | | 


von Dit Qt, g, so ist leicht zu schen, 
dass es, weil die Exponenten 1, o, zn. 2 nach der 
Natur der Entwickelung, positiv sind, immer möglich 
ist, A so klein anzunehmen, dass A (ohne Rücksicht‘ _ 
auf das Zeichen) grösser als D ist, so lange nicht 
e=4 und @ == A, wie für die "beiden ersten Cur- | 
ven. In jedem anderen Fall also liegt die dritte Curve 
nöthwendigerweise ausserhalb der beiden ersten. 2 
. Setzt man die Biker vo So» +A) und. 


a6 Be 3 u 3 | e 


F(m £ y a fort; so isst: sich Ben 36 zeigen, 
£ dass; werin die: drei‘ ersten Glieder der Eritwickelun- 
_ gen überein kommen, keine dritte Curve zwischen den 
beiden ersten anders hindurch gehen kann, als wenn. 
‘sie nicht auch die nemlichen ae mit ihnert ge. 
mein htu. sw 

| Man ‚kann also wieder, wie in (10) die Annähe- 
E rang zweier Curven, für welche, in den Entwickelun-. 
gen, die die Ordinaten ausdrücken, die beiden, die 
. drei ersten Glieder ü, & w. die nemlichen sind, Be-., 
rührung der ersten, zweiten Ordnung us:w: 
Bemen i. 

' Ist also die Carvä, derkri Öleichiung yasfe ist; 
gegeben; so lässt sich die einfachste Curve, welche 
sie; in der ersten Ordnung, in einem Puncts, für wel-, 
chen z=m it "berührt, durch die Gleichung 


yfm + Am), | 
und die eihfachste Cürve, welche sie in der zweiten 
 Ordnng berührt, durch die Gleichung | 
y=/m + A@-—m) + Beam) * | 
| ausdrücken u. 5. W. Denn, setzt man m + k stait x 
so erhält man blos die beiden ersten Glieder fm +AK, 
oder die drei ersten f my 4A Ki + BE'*® der Fat- 
wickelung von fi (m + h. Diese Curven nähern sich 
elso, in dem nemlichen Punicte, der gegebenen am mei-. 
sten und können folglich dazu dienen, ihre Eigen- _ 
schaften kennen zu lehren, z. B. die siigulairen Puncte 
die Wiederkehr -Puncte etc; Man sehe deshalb die - 
Theorie der krummen Linien von Cramer, 


De 


EP. > 337 
14. 
Nun nehme man an, in der Gleichung y— Fk 


der gegebenen Curve werde r statt. x gesetzt und 


die ara fT — in eine > steigende ne ‘von der 
Form 

E Ak + But. + Ck ae, 
entwickelt. Thut man ein Gleiches init der r Öleichung 


y=Fx einer beliebigen, anderen Corve und nimmt‘ 
an, die beiden ersten Glieder der Entwickelung von 


FI kämen mit derjenigen der an) von 


f- T überein, so lässt sich, auf eine ähnliche: Weise, | 


wie oben, zeigen, dass k immer so klein arigenommen 
werden kann, dans’ keine andere Curve, deren Glei- 
chung z. B. e- —y ist, und für welche die Func- 


ton y = 97 —- in eine steigende Reihe entwickelt; 


nicht die nemlichen ersten Glieder hat, wie die bei- 
den anderen Curven, in den Puncten, deren Abscissen _ 


2= Fr. aa grösser äls Dieses Sind; bis ins Unendli- | 


che, zwischen den beiden Curven hiridanch gehen 
kann, weil, wenn die Bedingung, die verhindert, dass 


die Curve nicht zwichen. den‘ "beiden gegebenen liegt, | - 


für einen ‚gewissen Werth'von:% Statt findet, die'nem- 
liche Bedingung um "so. mehr für: ek ea 
Werth von % erfüllt: werden muss.‘ 

Daraus folgt, dass sich die Curve, ‚deren. Glei- 
chung blos 


“ 2... Le2} 


% 


\ 


’ 


—= Au 2 REN? 4 Be” m ist, ere. 
"fortwährend der gegebenen nähert, wie die Abseissen 
zunehmen, ohne sie jemals reichen zu können, so 
‚dass sie bis zu ‘einem Punct kommt, über welchen- 
“hinaus keine 'parabolische oder ‚hyperbolische Curve, 
die nicht -Yon höherer Ordnung ist, zwischen: den. 
beiden Curven.hindurch gehen kann. Diese zweite 
Curve ist also eine Asymptote der ersten, Die ge- 
 genwärlige Vorstellung von den Asymptoten scheint 
‘eine der einfachsten und allgemeinsten, wahrend si sie ZUu- 
- gleich am 'geschicktesten ist, diejenige Art der An-" 
näherung zu caracterisiren, die dem wahren n Asymp- 
totismus ‚eigen ist. : ; | 

[Die Ausdrücke für die singulairen Punere 
der Curven, für die Asymptoten u. s. w. lassen 
ı auch, vielleicht noch einfacher, ohne eigene 
Ehtwickelung, unmittelbar aus den allgemeinen ‚Ain- 


aid 


den Man habe z.B. aus der en all- 
| 5 | 





„gemeinen Entwickelung. 4 IT gefunden, so 
; £ Zee t 


arx 





i welches für = @, = 
Fra i 


giebt. Deren folgt, Pr diejenige Ban, für 





. welche 7 - — — Ist, in unendlicher Entfernung 


von dem re a Ber Abscissen, eine Tan- 


 gente hat, die die Axe unter einen halben rech- 


ten Winkel schneidet. Eine solche Tangente an 
einen unendlich entfernten ‚Punct. ist eine Äsymp- 


tose u. Ss. w.] 
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Dritter Abschniti. i 
Directe und umgekehrte Aufgaben äber die Be- 
rührung der Curven. Untersuchung der F älle, 


in welchen ein Verhältniss zwischen den beiden 
Elementen der Berührung erster Ordnung gege- 


ben ist. Von der Curve, welche durch: die sin-. 


gulaire Stammgleiehung. einer Ableitungs-Glei-. 
chung erster Ordnung ausgedrückt wird. 
u ıh. | | \ i ) 
Die ‚Aufgaben, betreffend. die Fangenten, Krum- 
mungs-Halbmesser etc. und überhaupt die Berüh- 
‚rang. der Curven,‘ sind entweder directe.oder umge- - 
kehrte Aufgaben. Die directen. Aufgaben kommen 
immer darauf ‚hinaus, diese oder jene Elemente der 
‚Berührung einier gewissen Ordnung zu finden, und sind _ 
allemal analytisch auflösbar, weil sie von der direc- . 
ten Furictienen-Rechnung [der Differential Rech- 
nung] abhängen. . Bei den umgekehrten Aufgaben 
nimmt man an, dass: irgend ein Verhältniss zwischen 
den Elementen der. Berührung der Coordinaten & und E 
y und den Ableitungen der Ordinaten , dr sone 
gegeben ist; dieses Verhältniss giebt, wenn man darin 


die allgemeinen Ausdrücke der Elemente x, 9 = 


-POE | | 
EL .... setzt, irgend eine Äbleilungs- Gleichung von 


einer gewissen Ordnung, von. welcher. die Stamm- 


gleichung gefunden werden muss; um die Gleichung | 


/ 


S nr fd 


DEE 1 7 


der gesuchten Curve x. und y zu haben, Diese Auf-: 
gaben führen. also erst auf Ableitungs - -Gleichungen, 
und. da die Auflösung ‘dieser Gleichungen wesentlich 
' von der umgekehrten Analyse der Functionen [der so- 
genannten Integral - Rechnung] abhängt, so sind 
sie allen Schwierigkeiten dieser ‚Rechning ünter- 
worfen. | 
Es giebt dla Fälle, in weiten ı sie sich durch 
besondere. Rechnungen ‚auflösen lassen, die ‚umso 
' mehr Aufnierksamkeit verdienen, da. sie auf merk- | 
. würdige analytische Kunstgriffe führen. | 
Dergleichen Fälle sind diejenigen, wo das Ver- | 
_ hältniss blos zwischen den Elementen der Beruh- 
rung gegeben ist, ohne dass die Coordinaten = und 
Y dabei vorkommen: 

Um durch ein Beispiel eine as von sol- 
chen Fällen zu geben, setze man, es werde die Curve 
verlangt, deren Tangenten überall zwei bestimmte, 
2. B. zu den gegebenen Abscissen. m und z, gehö- 
ige Ordinaten (verlängert, wenn es nöthig ist), so 
schneiden, dass das Product der zwischen den Tan- 
genten und der Abscissen- Axe. liegenden Theile der 
_ Ordinaten, überall constant. z.B. —=.K ist. [Also 
so z.B. dass Fig.4. PB.QC=PD. WERNER, | 
et. =K ist] 

Da die Gleichung der Tangente 
g=arbp 
ist (6. ); g0 erhält man, wenn man p—=m und p=n 
setzt, die beiden Werthe von g, deren Product K 
sein soll. Man erhält also, zwischen den Elementen 
‚der Berührung a und 2, die Gleichung 
| (+mb)(arn)=K 


} 





j 3... | re. 7 5 Ä 
Der natürliche und directe Gang ar nun in, 
dass man statt € ® 'und 2 ihre Werthe x-. und | 
. (6.) inirie; "welches die a = Gle- 
2 erster Ordnung 

(+ + mo) 3) (r + (nr %) 2) ur. 


‚giebt, wovon aber die Stammgleichung nicht leicht 

zu finden ist. | Rz 
| Nimmt man dagegen die ersten Ableitungen von : 
dieser Gleichung, so erhält man 


Keszearrt* BBESe) 

| (r * aa + (a 
Hl) - rn 
oder | | | | | 
(naar mr Ix2 Hrn] PEN 4 Zn I =o: 


In dieser Gleichung sind alle Glieder ; mit EL I mul- 
tiplicirt, so dass die Gleichung in folgende zwei ZEI- 
legt werden kann | . 
TE = o und 
N a So 
(r + (1) (m--x) + (/ + md) =. 
Die erste, welche eine Ableitungs- -Gleichung zweiter 


Ordnung ist, giebt folgende Alena Gleichung er 
‚ster Ordnung: | 





/ 
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wo 4 eine willkürliche Constante bedeutet, so dass '! 
"man, nach (46. ıster Theil) die vollständige Stamm- 


Biehung der gegebenen erhält, wenn man blos 


diesen Werth von r substituirt . [ rentier 'in 


[ORRE 3 ie 9) =K. &] Solches 
giebt 

ED ONE ERTT ET ‚„ oder _ 
(yv— Az)? + (y—Az)(m+n)A+mn4—K= er 


. und, wenn man die Wurzel 'auszieht, 


ı y= Ag + RB, 
wo B die Wurzel der Gleichung 
‚ Ba? + (m+n) AB + mn A2— Ko 


‚ist, [Denn, man setze y— Ax = B, so erhält man, 


vermöge der Gleichung (y-Ax)? +( y-Ax)(m +n)A 
+ mn A?—K— —0o, B? + B(m+n)AB+mn 4?—K==o. 


Re Dasjenige B welches die letzte Gleichung giebt, 


oder die Wurzel derselben, ist also =y— de und - 
"folglich : sey=Ax+B)] | 

Man erhält also auf diese Weise nur die Glei- 
chung einer graden Linie. In der That giebt die 


2 ö 
. m =o est I=A und wenn man 


ne ea die Stammgleichung nimmt, 





wo A und 3 zwei willkürliche Oinskihitn sind. Nach 
(46. 1, Th.) können aber diese Constanten nicht beide 


ae willkürlich sein, weil die zeiidene Gleichung 


DE Ze | 2 BES > 


.. "mit "den, gegebenen, für ein ‚ bestimmtes x, überein- 
kommen. muss. Macht ‚man also x == 0, so ist: 


ö =? und 1—A.. 


Also erhält. nıan zwischen A und B [wehn man F 


= dr _ yı 
Y -ö3 und art in Te 2). 


(++ ae = Ä mbirieuirf] die Bedingungs- 
Gleichung *' er, | 
(B+mA)B+nA)—=K j 

welche die nemliche [ Gleichung B? + (m+n)AB 


+» mn A? — K] ist, die oben zur Bestimmung von. _ Ä 
durch A gefunden wurde. 


wi ir kommen weiter zu as en Gleichung 
| [6 + en + (r + mn) (ax) 
=o,| die nur von der ersten Ordnung ist. Sie giebt j 
ebenfalls eine Stammgleichung zu der ru, wenn 

. man 2 ii Denn man erhält [ym—a +n—2) 


+ ei ((m—x) (n—x) + (n—2) (m—x)), aaer) 


dy 2 Gar m—n)y 
dx BER (ma) ne) 


und En man diesen, Werth von T in _ 


bene Gleichung [G + m) ) (y+ a) 
— x] substituirt, | 


> j | I 
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 [C we a m— I) (y + Benny Gemny 2. 


2eIn— "ama) | 

oder y?(2(n—x) + 22—m—n) BE + 22%—m--n) 
== 4K (m—x) n>2, pder y* (n—m) (m—n) 

Zr — 35 4K NT ==0o, oder 


-— 


4 h , 


„ 4A (m) BI — 


(m — n)* 


Welchös‘ 2 Gleichung einer Ellipse Hyperbe} 
ist, je nachdem Ä positiv oder negativ ist....Die: | 
grosse. Axe ist m ——z, die. kleine Axe 2yK und 

: die beiden Scheitel liegen in den Puncten, in welchen 
z==mund 2=nist. [Denn man bezeichne die 
grosse, Axe einer Ellipse oder Hyperbel durch, % 


a: die Weine. durch b, so sind bekanntlich y? +2: 


2 


== + b2; die Gleichungen der Ellipse und Hyper- 
bel , für Coordinaten aus dem Mictel-Puncte. Nur - 
ist in der obigen Gleichung, y=o für um 
und x n, also schneidet die gefundene Curve 
die Abscissen- Axe in den Puncten, deren Abseis- 
‚sen m und n sind; folglich ist die grosse Aue 
_- mn, mithin ist, fig. 5. die "halbe grosse 
Aze BE=—=}(m—n) und folglich x +9, oder 
AP+CP— AB+BC = n+jm—n) = i(m+n), 
weil AB=n und BC gleich der halben grossen 
Axe, = 4m—n) ist. Es ist also + v— a(m-+n), 
und folglich <= Im+n)—o, also m—x == u 
Haan) = =» Ye 14 und n— == v— mn) 
S.- 4. Dieses in die gefundene Gleichung, 


2 2 
id zugleich = u gesetzt, giebt y? — AK ze 


. [3 
r Ber? » 
u ze 


! 
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mm 0; !oder r oe  —  K, woralis sich; mit 
2 
u? m zu 362 ER zeigt, dass die 


kleine. Aze. = = 2YyK und die Linie eine Ellipse 


öder Hyperbel ist, r nachdem K: positiv oder ine , | 


'gativ ist.] 


Die Eigenschaft der, Tengsch aus. Geicher wir 
diese Gleichung gefunden haben, ist im 42sten Satze 


des dritten Buchs der Abhandlung des: Apollomius 


über ‘die Kegelschnitte bewiesen; aber der obige Be- 
weiss hat den Vorzug; zu zeigen, dass diese Eigen- 
schaft den Kegelschnitten ausschliesslich zukommt. 


| . 16. | 
Untersucht man nun die beiden obigen Auflö- 
gen, so ist leicht zu sehen, dass die erste nichts an- 


ı# 


i 


ders als -die grade Linie selbst giebt, die man als 


Tangente angenommen: hat, sobald man die beiden 
Elemente @ und 5 constant sein lässt; denn die 
Gleichung y— — 4x +B ‘weicht von der Gleichmg 


dieser Tangente gz==a+bp "nicht ab, weit die Glei- 
chung zwischen den "beiden Constanten 4 und 2, 


offenbar die nemliche ist, die man für die beiden 
Grössen a und 5 voraussetzte. [Vemlich, die für a 
und b vorausgeselzte Gleichung war (a-+ mb) 
(a+nb)==K, oder a2 + (m-+n)ab+mnb?—K=- 0. 
Er gefundene Gleichung zwischen A und B war 
+ (m+n) AB + mn A®—K = 0, Beide stimmen 
aid überein, wenn man nur B statt a, und A 
statt b setzt. ] | 
In der That ist Klar, dass, jede grade Linie der 


’ 
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Aufgabe genugthut, sobald nur zwischen ihren beiden. 
Elementen [Parametern], das durch die Bedingung 


“ der Aufgabe bestimmte Verhältniss Statt findet; und 


da eine Genstante unbestimmt bleibt, so folgt, dass 


- die Gleichung. dieser, geraden Linie: die vollständige 


Stammgleichung der durch die Aufgabe gegebenen 
abgeleiteten erster Ordnung sein muss, Die Auf- 


gabe wird: also, analytisch gesprochen, durch die Glei- 


“chung y==a+bx selbst vollständig aufgelöset, wenn 


a. und 5 zwei Constanten bedeuten, deren eine. will- 
kürlich ist, die andere durch die Gleichung 
(a + mb) (a+nb)=K, 


| bestimmt wird, 


Die zweite Auflösung: ist, weil sie keine willkur- 


“liche Constante enthält, strenge genommen, weniger 


chung y?=—4K 


allgemein, als die erste und kann von jener nur ent- 
weder ein besonderer Fall sein, oder vielleicht eine 
singulaire Auflösung, die aus Betrachtungen, wie in 
(60, 3 ster. Theil) hervorgeht, 

Es ist leicht zu sehen, dass sie kein Rn 
Fall ist, “denn wäre sie es, so ınusste die Gleichung, 


y=«a+r bx der ersten Auflösung, der Gleichung, 


y: +4K EN = ==.o, der zweiten, Genüge 


ihun können, wenn man nur die willkürlichen Constanten 
gehörig bestimmt, oder es müsste, wenn man y zwi- 


‚schen den: beiden Gleichungen eliminirt, das Resultat 


nur noch Constanten enthalten, welches aber nicht 
der Fall ist. [Penn die Gleichung y=a+bx 


blos; durch die Constanten a’und b auf die Glei- 


(m—x)) (n—x) 
(m—ny® 





gebracht werden 


- 





i 


2 





16. n: 547: 
könnte, so misstee er 
(a +b2)? = Rn - (Mm— 2) oder. | 


> | 


also, wegen der Unabhängigkeit der Grösse x ‚von 
den BarIBen Grössen, 


a? — ___4Kmn 
u k; an ‚(m—n)® x.” 
PERL AURL. SER 
in . (m—.n)? 
sıbh= + en -.- „abo 


al un) = a", 


oder mn = (my4n)}, oder ud =», rn. e 
: mn: 

sein. Folglich iı ist nur in diesem einzigen Fall die 
zweite Auflösung ein besonderer Fall der ersten. 
Für jedes beliebige andere m und. nistsie es nicht.) 
Sie kann also nur eine singulaire Auflösung sein, 

In der That hahen wir im ı sten Theil(5g.) gesehen, 

dass das Kennzeichen einer singulairen Stamimglei- 

chungjeder beliebigen Ableitungs-Gleichung erster Ord- 
nung von der Form E = Fa,y, darin besteht, dass 

Den unendlich gross ist, Nun giebt. die Grund . 


“ Gleichung unserer Aufgabe 
(+ + me) 2) G 4 OBERE 2 —=K, 
wenm man sie auf die obige Form [2 — Em ) 


P es ‘ 
x - 


bringt, [das heisst also, | T aus ua Gleichung ent- 


| wer} ZA8“ ne = "16, II. ne ; ’ 


> ‘ 


' 


‚wickelt] u i 


Rx | ylea-men)+V(4Km-z)n-n)-+Hmny2yt 
ee ‚2e(m—z)(n—2) 





[N en. 24y tm +7—2)+ (m-»)(n-2) 63) 


E ur, BR '(& *:  y@z—m on) dy 


(mx) (n—x) dc 
’ y? ' K 
(na) (m—x)(n—x) 
dy_y(2©.—m—n) y (ax—m—n)? y?—K 
z de 2lm-x )(n-x Ba ee (m—x)?(n-x)? ' maea))h 


"oder I — 


+ N Bet 6 


ein 





-Am-2) (nn) +AKtm-adn-2) 

| 2(m—x)(n—x) 

a Grässe unter dem Wuyrzelzeichen ist yıla-ım 
+z—n)?” — 4(2&—m) (z—n)) + 4K (m—x) (n—x) 

J(@-m) — (en)? +-4K (m—2) (n—x) 

= y? (m—n)? + 4K(m—x) (n—x), also ist » 





4 _ gu, „ayeem-n)+Y (4Kim-z)(n-x) + (m-n)2y2) 
de Auch 2 (m—x) (Rx) | , 
wie oben.] 


Dieses giebt [wenn man die Ableitung nach 


Y nimmt] 


e } = (m—n)?y 
Fa REN m He, 


\ 2m) (nr) 


“ öder | Ze a 


dFaxy_ (m-n)2ycHlaa-m-r) (RL m-x)(n-x) + (m-n)?y 3). 
dy er (n-x) VAREn-=) (n-x) + (m-n)?y 2) 


wo, wie man re urn, 4 unentlich gro ist, ya 


4Kim-a) ge (mn»y: = o, 
AKm—a) (a—x) 
mon 


die aweite Auflösung war: 


[oder r? + = 0] welches grade 


f Zu ‘ 17; ne 
Untersucht man, wie wir zu dieser Auflösung 

- gekommen sind, so findet man, dass sie von dem 
Umstände abhängt, dass die ersten Ableitungen von 
a und, 5, wenn man a und 5 als Functionen von x,y, 


E 7, betrachtet, i in einem Verhältniss stehen, i in. des- 





. sen ER 7 nicht vorkommt. Denn dd 


” dx? R 
= a Sr war, so ist 





dar_dy_d En u, 


dal de dx ” dar)” (dx? ’ 
| da db _ A 
dx de ne | 


giebt, so dass. man, wenn man ws erste Ableitung j Fi 
der Gleichung _ 
REM | 
[ach x] nimmt und durch — dividirt, eine Glei- 
chung erhält, welche ebenfalls von der ergten Ord- 
nung ist. Das Resultat der Elimination von 22 zwi- | 
schen diesen beiden Gleichungen, giebt die oben gr, 


550 N. | 49 -i | r # 
‚fündene Gleichung: der Kegelschnitte. Man . wire "2 
. dase die Grössen a und 5 durch die Gleichungen F 


y=zarbz und = (a) 


Degebeii werden. # Die Gleichung, welche !nan acht, | 
: ist also das Resultat der Elimination yon 4; b und 


Tr zwischen den Gleichungen 


‚ya a+bx, us, (a-+mb)(a+nd) —=K, 


und der ersten abgeleiteten dieser letzten, dividirt durch‘ 
Se Mithin erhält man auch das._Nemliche, wenn _ 


"nari: zuerst eine der-Grössen @ oder , zwischen den 
beiden Gleichungen y=aHrbx und (a+ mb)(a+nb) 
— Kund darauf die andere zwischen:der entstehenden 
Gleichung und der davon nach ihr abgeleiteten, eli- 
minirt: Auf diese Weise ‚erhält man, wenn man zu- 
erst a wegschafft, [weil ag y=arbzı, a=y 
—bx fol] | 
(y+ (m—x) 5) (vH) b) == K. 
Nimmt Br. en die Ableitung nach b-und divi- 
dirt durch Sr ‚so erhält man (m—x) (Y-+ (n)5) 
+ (n—x) (y-# (mx) b) = 0, woraus folgt 


ER ax —m—n)Yy 
el  (lm—x)(n—x) 
Setzt man- Keen Werth von .b:in die audere.Glei- 
chung [(a.+ mb) (a + nb) =K, oder; nachdem 
a u A substituirt worden, in y + (m—x)b) 
+ (n—x)b) = K,] so erhält man 


} 


en Se az 


a. f j “ 
rn Sr mn ui f 
Ge 2(n— ema(, A 2 (mx) lmaa) 7 :K, 
oder (en—-2x + RAR (am4-2x + 22—m-—n) y? 
N Ä 
—4 (m—2) (n—x) K, oder R —m) For | 


Kal ei ) (n—a)K, oder] 


ei Kim— ) | 
ee ! an en Bi 


welches die äweiie Auflösung enthält. | 
‘Man kann auch von dem. Gesichts-Punct aus- 
gehen, ‘dass aus der Gleichting (a+mb)(a+nb)—=K 
welche das Verhältniss zwischen a und 5 giebt, in 
%elchem die Bedingung der Aufgabe besteht,. wenn 
man sie auflöset, «= fb folgt. Substittirt man Die- 
‚ses in die Gleichung y=a+r dx, so erhält man 
. y=fb-+-bx, welche Gleichung nur noch die Con- , 
stante >. enthält, die sich mit Hülfe der ersten, davon 
‚nach 5 abgeleiteten, Gleichung oo I + % elimi- 
niren “lässt, welches ebenfalls das nemliche Resultat 
giebt. .. Nun ist. y==fb-+b2, dem Obigen zufolge, 
die vollständige Stammgleichung derdurch die Auf- 
"gabe gegebenen. Ableitumgs-Gleichung erster Ordnung; 
also ist grade .die, durch die Wlimittion von, zwischen 
ihr und: der Gleichung a +.= 0; entstehende 
‚Gleichung, vermöge (60. ister The) die singalaire ö 
Stammgleichung. 
Auf der ‘anderen Seite kann men PAR ’ a 
y=fb + bx.die. allgemeine Gleichung aller Tan- 
genten der, gesuchten Curve ist (15.), schliessen, dass _ 
man, um die Gleichung dieser Curve zu haben, nur 


_ ! s nr zu e \ 
u 4 ı .# 4 
552 os 17. IH. 


die wilikütlfehe Cotistante 5, durth welche eine Tan- 
gemte im die andere übergeht [qui differentie les 
tangentes], als veränderlich betrachten und sie ’'de-. 
durch bestimmen darf, dass man die nach 5 abgelei- 
"tete Gleichung mit der Stammgleichung zugleich be- 
stehen Jässt. [Dadurch nemlich wird wesentlich die 
A eränderlichkeit von b ausgedrückt, welche Grösse, 
wenn man unter. allen möglichen T, angenten die- 
Er jenige finden will, die der Aufgabe entspricht, 
wirklich veränderlich, ist. Sobald in einer Glei- 


+. chung eine Grösse veränderlich ist, finden, zu- 


gleich mit der Gleichnng selbst, auch alle, nach 
jenen Grössen davon abgeleiteten, ebenfalls Statt:] 
Daraus folgt auch, dass die singulaire Stammgleichung, 
welche wir für die durch die Aufgabe gegebene Stamm- 
gleichung erster Ordnung gefunden haben, nichis an- 
. ders ist, als die Gleichung der Curve; welche .durch 
_ die stetige Aufeinanderfolge aller der graden Linien 

gebildet wird, welche die vollständige Stammgleichung 
‘der gegebenen Ableitungs- Gleichung erster Ordnung 
ausdrückt. [IVemlich, wenn .man b.als veränder- 
 lichbetrachtetundman eliminirt solches aus der Glei- 
chung ‚aller derjenigen, schon .die Bedingung 
(a +bm)(arbn)=K erfüllenden Tangenten, die, 
. wenn das daraus entwickelte a in die allgemeine, 
bedingungslose Gleichung der Tangente y = a 
+bx. substituirt w. 2, y=fb+bx giebt, mit Hülfe 


‚der davon nach b abgeleiteten Gleichung o = Br 


+ x, so, erhält man eine. Gleichung ohne b, und 
folglich auch ohne a, mithin eine Gleichung, die 
nur noch x und y und gar keins von den beiden 


 Bestim- 


ER - | en | at 
E # . . 
‘ 
2 ’ 


‚N Be Ss 


Bestimmungsstiicken a und > ‚der. Wangenre ; weis 


ter "enthält. Da diese Gleichung. zwischen x und 
y «allein, und unabhängig von a und b, wirklich. 


Statt findet, so ist sie nichts anders, als die Glei- 


chung derjenigen Curve, deren Tangenten. die Be- 


eo (a + . (a+bn)= :K ee 1 


10. 
Nachdem wir auf diese Weise den Gegenstand 


durch 'ein Beispiel erläutert haben, können wir. ihn 


aus einem allgemeineren Gesichtspuncte behandeln. 
Es sey, wie in (10.) , | 
F(zyal)[=u] = o. 

die Gleichung der berührenden Curve, für wel- 
che wir oben eine grade Linie aunahmen. ‚Fer- 
ner sey 


/ 


p(a,b) = o, 
die Gleichung, welche das, durch die Natur der Auf- 


Re 565 


- 


gabe bestimmte, Verhältniss zwischen den beiden Ele- | 


menten der Berührung a nnd 5 ausdrückt, so müssen 
die Grössen a und 2, zufolge (ı0.), aus den beiden 


Gleichung gen 
du 


u==0 und — oo 
dx > 


j 


bestimmt werden, 


‘Nun haben wir im ersten Theil (46.) gesehen, | 
‚dass man, wenn man a und 2 zwischen den drei 


Gleichungen 


uU==0 du =ound — ni = 0: 





un 


mini, eine Ableitung: un der zweiten Ord- 





nung RR 2,9 = und v2 erhält, welche 


Lo ZZ: [23] 


= 


BE (7 ee SE 
u wir durch » = o bezeichnen wollen , und: von wel» 


/ 


cher = 0 die’ vollständige Urgleichung, mit den’bei- 


den wilfkürlichen Constanten a und b, ist. Wir ha- ı 


ben ferner gesehen, : dass, wenn man ‚ oder 5 aus 


den beiden ersten Gleichungen [x —=0 und zu =o] 


‚eliminirt, die beiden entstehenden Gleichungen, Stamm- 


gleichungen erster Ordnung von der .nemlichen Glei- _ 


chung [zweiter Ordnung] v = o sind, und dass man 
aus ihnen diese letztere erhält, wenn man von ihnen, 
"von Neuem, die abgeleiteten Gleichungen nimmt und 


e zwischen selbigen die übrig gebliebene Constante eli- ı 


L; minirt. (47) Entwickelt man also, aus jenen beiden 
Gleichungen [die durch Wegschaffung von a oder 


| | du 
b, zwisehen u==o und > entstehen], die 


‚. Werthe von a und 3 [remlich Jedesmal den Werth 
. der anderen, noch nicht weggeschafften, Con- 
.‘stante] und bezeichnet diese Werthe von a und 2 


durch P und Q,-so, das a=P uddb=Q, wo 


»# und Q Functionen von x, y und I sind, [ weil 


‘die Gleichungen, die durch W. egschaffung von a 


| du 
oder b, zwischen u==o und FFuchil, entstehen, 


ausser’ der ‚einer übrig gebliebene Constante, die 
Grössen x, yY und I enthalten,] nimmt dann die 


ersten Ableitungen von diesen Gleichungen [220% x] 


"indem man immer noch a und b als Constanten be- | 


‚ trachtet, so erhält ı man die Gleichungen zweiter Ord_ 


.‘ 


dz 


nung 2 =o und A a 0, die nothwendig mit 


21 356 


v—=ö übereinkommen müssen a sie von der= 
selben Urgleichung herkommen und, eben wie v—o, 
auch keine der beiden Constanten a und b mehr 
enthalten]. - Es muss ‚also nothwendig or 


| IP m und EG = Nv 
sein, wo M und N Functionen von x, y und Y— 


j dx’ 
E # 
aber nicht von ei sind, ‚Denn, enthielte z. B, 7 


d? e dP . 
auch noch an ‚ so würde der Gleichung Pe % 








"ausser [der Ableitungs- Gleichung zweiter Ord- 
nung] © == o, noch eine andere Ableitungs-Gleichung 
zweiterOrdnung M==o entsprechen, die in der nem- 
lichen Gleichung» = o nicht enthalten wäre, was 
nicht sein: kann [weil v—o vollständig ist]. 


Substituirt man also diese [zz x, y und Ya aus- 


“ gedrückten] Werthe der Grössen a und , in die, 
durch die Aufgabe [zwischen a und b] vorgeschrie- 
bene Gleichung gab = o, so erhält man n 
yEr= . 
Nimmt man hiervon die erste abgeleite Gleichung, 
so erhält man 


dP_dyPQ | 20 UpPQ. 


dx" dP "de dQO — % 
und, wenn man hierin, statt —Z und ER, die obi- Ä 


gen Ausdrücke [Mv und No] setzt, 
»(m2RQ + NER) == 0, 
welche Gleichung in die beiden Ze 
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v—o und M: IE nA 
zerfillt. f 

| Die erste Gleichung v=o ist von der zweiten 
| Ordanng, und hat zur vollständigen ‚Urgleichung: 

u == Fay ab) = o, 

das heisst, die Gleichung der berührenden Curven 
selbst, in welcher nur eine der beiden Constanten a 
‚ und 2 willkürlich ist, die andere aber durch die, von 
der Natur der Aufgabe vorgeschriebene, Gleichung 
[zwischen a und b], yab = o bestimmt wird. 


- Die andere Gleichung M BPED + N Li En 
| d.P . dQ, 
ist nur von der ersten Ordnung und enthält keine- 
willkürliche Constante [denn- weder P und Q, noch 

2 
= ‚oder a oder b]. Ver- 
bindet man sie aber mit der Gleichung pP N 





M und N enthalten 


a MER i u 
so erhält man, wenn man Fri eliminirt, eine Glei- 


. chung zwischen z undy, welche die singulaire Stamm- 
-  gleichung von PQ==o ist. 
‘Diese Gleichung ist also das Resultat der Elimi- 


natiön der Grössen a, 5 und X zwischen den vier _ 








BE | 

dyab dyab 

um0, 7, z mo, Y(ab)=o und M +N Ir - =o. 
[Denn, durch die Elimination von a oder b zwi- 


schen den beiden Gleichungen u==ound E ==0, 


entstanden zwei Gleichungen, die nur ‚noch, die 
“ eine a, die ändere b allein enthielten, Aus diesen 


pr 





beiden Gleichungen wurden. a undb in x, y und 


E2 FEN die Werthe von a und b in = y EB 


und a wurden, durch P und Q bezeichnet, in pa, 


b=o substieuirt, darauf wurde von der Gleickun 8 | 


ya, =o, oder 9 POS 0, die erste- Ableitung 
genammen und die eine daraus. entstehende Glei- 


“ge dyab 








chung war- M. + N Ib = 0, oder 


u.doPQ.; + N ärme_, 0. Endlich wurde zwi- 


schen dieser en und der Gleichung ga,b 
=0, oder gPQ=o, Zr Bine: welches eine 


Gleichung zwischen x und y allein gab. Diese 
Gleichung war also.in der That das Resultat der 


Elimination der Grössen a, b und —— ar zwischen 


‚den vier Gleichungen u==0; — 0, ‚ah=e 


und mZFE24N ap? SE EL 





Beträchtet man a und b als F unctionen von '% r 
‘und y, so geben die, aus den ersten beiden [ durch. 


- die Pegschaffang von a oder b zwischen u==0o 


"und nd = 0] entstandenen Gleichungen: a —P | 


dx 
‚und == Q, die beiden abgeleiteten 
da dp | db _dQ | 
de — de = Mv und Ze = Nv, 
woraus folgt: 
| + xsdb. da N 


de de mM’ 


RE Sal 0000... 867 | 


Pd . t 





ee 
“ 


258 on ‚6 I | . 





id aaas die letzte Gleichung IM— dyab + n*® 


| doab Nd Bi . 
So; PR - ‚+ 97" In = 0] in 
— drab dyab db aan e* 
a TE ie 


_ übergeht, - Ss nichts anders, als u erste Ablei- 
tung von era nach x ist, wenn man se/bige 














doab 
durch T . dividirt, [ denn | nn ist gleich . 
Ind Le EL ‚Auf der anderen Seite 


da det ab Ar 
ist klar, dass die erste Ableitung von u, wenn man 
.@ und’ als veränderlich annimmt, nicht blos — 


ist, sondern, dass alsdann die, von der Veränderung 


; von-a und 3 herrührenden, Glieder, welche a - 
„ du — N du) 
25° sind, hinzukommen, so dass also rg 

== 0, Fi 


du du da du FR 
de * da ' de * db dx 
Es ist aber schon. Go, Folglich findet x Er 
wendig, wenn man a und d veränderlich annimmt, . 
die Gleichung | 
du da du db _ 
| da" dx " ab de 7 
Statt, woraus 
db = es du ‚ du 


dx ' ee rn | 
| folgt. Dieses ist der er Wert von Ip N [Dem Ä 


| 18. U. Ks 359 
es war oben Ze =] Man kann ihn auf 
diese Weise unmittelbar finden und sieht leicht, dass 
er_nur eine Functiön- erster Ordnung sein kann, weil 
darin nur x, y und a und b vorkommen. 


Die Gleichung, worauf es ankommt, ist also das 


Resultat der Elimination von a, 5b und 2 da zwi- 
dx dz 


schen den vier Gleichungen 
du _ du db da Ze 
u= 0, BER Az + Ga: 7 ze und 
dyab , dyab db da | 
da db dx dx 
von welchen die beiden letzten die Ableitungen der 
beiden ersten sind, nach a und b geaammen und 


durch n_ dividirt. Die Gleichung < z ==o ist hier 


nicht mehr nöthig, sondern wird die Gleichung 
du du db da 


Fra 9 de = o erseizt, welche daraus 


fo 
Fuss man sogleich die beiden ersten Glei- 
chungen [u = a und gab == o] durch die Elimina- ı 
tion von b, auf eine einzelne Gleichung, so darf man 
nur von dieser die erste abgeleitete nach « neh- 
men und zwischen ihr und dieser ihrer abgeleiteten, 
a eliminiren, so muss das Resultat BOREUNE das 
Nemliche sein, wie vorhin. | 
Nimmt man nemlich aus der, zwischen den Ele- 
menten die Berührung « und 5, durch die Natur ‚der 
Aufgabe vorgeschriebenen Gleichung yab= o, den 
Werth von b in a: und seizt = Wa (wo Y ein 
Functions- Zeichen ist) und hierauf diesen Werth von 


s 


560 | . 18. 1: Pe 


s X 


bin die Gleichung der: berührenden Curve u=o; 
nimmt man ferner die erste Ableitung. der entstehen- . 
- den. Gleichung ue= Fey a Fu) = =o, nach a, wel- 


du da du 
‚ches Zu % oder > sieht, so erhält 


man die beiden Gleichungen 
d 
Ed Playa rn o und = == 0, 


aus welchen noch a zu eliminiren ist. Das Resultat 


= . ist offenbar nichts anders, als die singulaire Stamm. 
| ‚gleichung derjenigen [durch die Elimination AIR 


du 
oder b Iischen u==o und > entstehenden] 


Ableitungs - Gleichung erster Ordnung, deren "vall- 


ständige an a F er aWPa) =o ist. (60, 


.ıster Theil.) 


5 


Die durch diese singulaire Gleichung ausgedrückte 
Curve ist diejenige, welche der Aufgabe ein Genüge 
thut und welche die Eigenschaft hat, in Punete 
von einer, durch die Gleichung 


FayaWa) = — 


2 ausgedrückten Curve, berührt zu werden, für welche 


zwar a, -für eine und dieselbe Curve, constant, aber 


‚ von einer,zur anderen Curve veränderlich ist. [Nem- 
lich, die berührende Curve bleibt zwar immer von 


der nemlichen, Gattung, wie oben die berühren= 


de grade Linie, ist aber von einem, Punct zum 
anderen, eine andere, weil a veränderlich ist und 


‚ von x und y abhängt.) 


gg. . 864 


Gegamirtige Auflösung de a ist, a 
| isch, directer, folgende aber ist leichter. Da nemlich : 
die Aufgabe‘ darin besteht, eine Curve zu finden, wel- 
che überall eine andere Curve, deren Gleichung, mit 
einem noch unbestimmten Parameter. 7 En 
FiayaYı)=u= == o \ 
ist, in der ersten Ordnung berührt, so folgt aus (10.) 
dass die Gleichung der ‘gesuchten Curve für y und 


| T eben die Werthe in x geben muss, die aus den 


Gleichungen EN 
- 5° | 
"u=ound—- =o 


ds 


folgen [weil nemlich beide Curven überall gemein- . 
sthaftliche gradlinige Tangenten haben sollen]. 
‚Nun aber ist a eine unbestimmte Grösse. Man 
kann also diesem a einen solchen [veränderlichen] | 
Werth geben, dass die gesuchte Curve ebenfalls durch 
die Gleichung F(ayaYa)=u= o. ausgedrückt 
wird, wenn nur zugleich die erste abgeleitete Glei- 


chung von u=o ebenfalls die Form Er =>0 hat. u 


[INemlich die gesuchte Curve, welche berührt wird, 
ist nichts anders als die berührende selbst, mit 
veränderlichen Parametern. In dem obi- 
gen Beispiel war die, durch die Gleichung 
(a+bm) (a+bn) = K ausgedrückte, berüh-’ 
rende, eine grade Linie, für welche die Bedingung 
Statt fand, dass sie von den, zu den Abscissen 
m und n gehörigen Ordinaten, Stücke abschnitte 


362 - nt 
R deren ae FR Grösse K PER ist. Dirglai: 


a 


chen Linien sind unzälige möglich. Also, wenn 


+ 


man.den einen Parameter aus der Bedingungs-Glei- 
chung nimmt und den Werth desselben in die Glei- 
chung der graden Linie, y=a+bx, substituirt, oder, 
allgemein gesprochen, die Gleichung der gradenLi- 


' nie mit der Bedingungs- Gleichung verbindet, .so 


bleibt nur ein Parameter übrig und dieser ist ver- 
änderlich oder unbestimmt. Stellt man sich nun 
denselben stetig veränderlich vor, so. geht immer- 


_ fart\die grade Linie, welche die bestimmten Stücke 


von den Ordinaten abschneidet, in’ eine andere 


über, die das Nemliche thut, aber einen ‚anderen 
" Parameter hat; alsa drückt die Gleichung der ge- 


gebenen berührenden Curve mit veränderlichem 
Parameter eine Linie aus, in welcher alle die, 
wechselseitig auf einander folgenden, Durch- 
schnitte der. verschiedenen möglichen berühren- 
den gegebenen Curven liegen, und: diese Linie ise 


: nichts anders als die gesuchte, berührte Curve 


selbst, weil sie die Eigenschaft besitzt, mit jeder 
der verschiedenen möglichen berührenden Curven, 
einen Punet gemein zu haben, und von allen in 


..der vorgeschriebenen Ordnung, z. B. in dem obi= 


gen Falle, in der ersten Ordnung, berührt zu wer- 
den. In dem obigen Beispiel heisst die Aufgabe 
nichtsanders, als den geometrischen Ort der Durch- 
schnitte aller graden Linien zu finden, welche 
von den, zu den Abscissen m und n gehörigen, 


 Ordinaten oder Perpendikeln auf die Abscissen- 


‚Axe, Stücke abschneiden, deren Product einer ge- 


gebenen Grösse K gleich ist, Die Curve, welche 
j Au | 


| u.u 0000 95: 
| dieser geomeirische Ort bildet, besitzt nothwendig 
die Eigenschaft, dass sie mit jeder möglichen, die 
vorgeschriebene Bedingung erfüllenden, -graden. 
Linie einen Punct gemein hat und von allen in 
der ersten Ordnung berührt wird, Ihre Gleichung 
kann man sich als die Gleichung der, die vorge= 
schriebene Bedingung erfüllenden ‚ graden Linie 
selbst, mit veränderlichem Parameter, vorstel- 
ien.] Ist aber nun a “eine veränderliche Grösse‘, so 
ist die vollständige erste Ableitung von u= F(aya Wa) 
"== 0, wie wir oben gesehen haben, 
— & du a‘ 

da Pe az 

Die Belag. r wird a wenn znan @, der 
Ckichung 


| du __ 
da | 
alla bestimmt, [weil schon =; an sich Null ist 
. und Folglich von Ge + on ze == o nur 
m ; — == 0, oder = 0 übrig bleibt] welches | 
‚die obige Auflösung BR [Ir (17.) ist hiernach 


verfahren.] 

Jede Gleichung zwischen = und y und einem un- 
bestimmten Parameter a, wie f(aya)=u=o, 
| drückt, wenn man der Grösse a nach und nach alle 
_ mögliche Werthe beilegt, eine Familie von unendlich 
vielen Curven aus, deren (Gestalt oder Lage, oder 
beide zugleich, sich mit dem Parameter ändern. Eli- 
'minirt man diesen Parameter mittelst der Ableitun- 
gen [von der gegebenen Gleichung u=o], so 


u Ee \ var | #4 


entspricht die entstehende Ableitungs Gleichung er. 


. ster, Ordnung dieser ganzen.Familie von. Guryeu zu- 


gleich.. Sie gehört daher auch zu der, von allen die-: 


“sen Curyen gebildeten, sie umfangenden. Curve, 


‘welche alle jene Curven. in der ersten Ordnung be-. . 


‘rührt. Die nemliche Gleichung u — xy a = o’und. 
ihre abgeleitete 2 — eieye = 0 passen. daher 


auch auf die umfangende Curve, wenn man. den Pa- 


rameter veränderlich annimmt. . Dann. aber. ist die. | 
‘ vollständige erste abgeleitete Gleichung von .u = o,.. 


du du da j | 

ar ea hi Fer Fr Der Werth von ge also 

von der Art sein, dass Lu == 0 [nemlich weil CL 
eh da U de- 


schon an sich Null ist und. folglich von = 


dx 
du de a ee 
da’ de" da de da 


/ übrig bleibt], welches dann die singulaire Stamm- 


# 


— 


gleichung der, der gegebenen Gleichung u==f(zya) - 


‚== o entsprechenden, Ableitungs - Gleichung erster 
Ordnung ist, in welcher a als eine willkurliche Con- 


stante betrachtet wird. (60. ıster T heil.) [nemlich - 
' der Gleichung, die durch die Elimination von a 


du 
dx 
Daraus folgt im Allgemeinen, dass die singulaire. 

Stammgleichung einer Ableitungs - Gleichung erster 
Ördnung allezeit diejenige Curve ausdrückt, welche 
“alle die Curven umfängt, die. von der. vollständigen’ 
'_Stammgleichung ausgedrückt werden, wenn man in 
derselben der willkürlichen. Constante: ale mögliche 


zwischen u= o und = o entsteht.) 


En 


Pi 


ARE TR 


20. ir 2 865: 


. .Werthe neh En der Benennung »Umfaligena it 


die Bedingung mit enthalten, dass die Curve, wel- 5 


che von der singulairen Stammgleichung ausge- 
drückt wird, mit: allen, von der vollständigen 


Stammgleichung -ausgedrückten Curven, Er 


überall einerlei gradlinige Tangenten hat, 
Diese Erläuterung der Eigenschaft der um- 


fangenden Curve kömmt mit .der vorhin in: der: 


Anmerkung gegebenen Erläuterung überein. 


Der Schluss dieses Abschnitts maeht den Ge-- 
genstand. desselben vorzüglich deutlich, Es: ‚folgt Ä 
daraus auch wieder, dass es bei allgemeinen‘ Unter- 
suchungen g grade nicht. gut ist, mit Beispielen. an-. 


zufangen. Das Allgemeinste ist in solchen Fällen 
am leichtesten und AEIMECKILOB.]: | 





Vierter. Abschnitt. 


Von der Berührung zweiter Ordnung: Theorie 
und Construction der singulairen Stammgleichun- | 


‚gen höherer Ordnungen. ' Beispiel än der ana- 
Iytuischen Theorie der Evoluten. 





20. . 


Wir wollen nun Baer die Berührting‘ zweiter 


Ordnung untersuchen. Die Gleichung der een 2 


Curve sey | 
En = riayabo mo; 


a 





266 ro. il w | u 
;‚ und zwischen den drei Elementen a, b,c sey FR Be- 
“ dingungs- Gleichung er 
p (a,b,e) =o | ' 
‚gegäben. | 
Da diese drei Elemente [wenn eine Berihrung 
zweiter Ordnung Statt finden soll ] aus ‚den drei | 
Gleichungen ö 
u=o, SEN und Cd eo 
| > ae da? ö 
genommen werden müssen (10.), so ist die Bedin- 
gungs-Gleichung der Aufgabe, wenn man die Wer- 
the von a, b, c [so wie sie, in x, Y; Y ara 
| : | dx . dx? 


4 





ausgedrückt, aus den Gleichungen u=o, = o 
2 | Rs 
7 — = o folgen] durch P, Q, R bezeichnet, 


| 9(P,Q, DB) =o, | 
welche, wie leicht zu sehen, von der zweiten Ord- 
nung ist. Nimmt man von den drei Gleichungen 
a=P,b=Q,.c==R die ersten Ableitungen, in- 
dem a, d, c als unveränderlich betrachtet werden, so 
erhält man jedesmal eben die Gleichung dritter Ord- 
nung 9==o,.welche das Resultat der Elimination 
von a, 5, c zwischen = drei obigen Gleichungen 


—o] und der Ablei- 








d 
[u = = 0, = | 
_ tungs-Gleichung dritter nn = ist. (46. 
ıster Theil.) [Denn P,,Q, R enthalten sämmtlich 
keine Constanten mehr, sondern nur x, NY <E 


und Er Die von = o=Q er = 





> 


een no. . ’ r i B..ö 
x BER > i G 
EZ . 
5 “ 


a DE 667 ,. 


- 


geleiteten Gleichungen o= = - Fer o= 19, Ä o= En 


enthalten also sämmtlich Ne PR son- 


d’y 





| d Fe; 7 Fr 
dern nur x,y, Te 7 und Z-und müssen folg- | 


lich mit der Gleichung vo, welche re die, 


Elimination von a,b, c zwischen ii 0, = == 0, 


du : du 


ek rer 1} entsteht, und folglich ac . 


4 r 2 d? ' 
nur x, y, 4, 5 ; ur enthält, nochwendig 


übereinkommen] Es ist also nothwendig 
= Mu No, AR or,. 


da — 





f 


wo M, N und Z, Functionen von 2,9 7 und dey Zu 


dx2 2 
IB 
ohne y sind, so dass man, wenn man die erste Ablei- 


dx? 





tung der Gleichung 9g(PQR)=o richt; welche | 
[wenn man, der Kürze wegen, gPPQR=w setze] 


dP dw dQ dw AR dw _ 
dx dp * dx re Ba meT: 
st, . 4 ; 4 2 
w w 
v(MZE ap + N I IT =o 
‘ erhält, welche Gleichung in Olgnde zwei zerfällt: 


d u 
vo und MER + NE 70 49 


deren erste von der driten'Ordnung, die zweite aber 


nur von der zweiten ist. 


- 


Die Gleichung v==o hat, wie wir sahen, zur 


vollständigen rn. die Gleichung der be- 
rährenden Curve. 


De er re _ dus 


‘ 


y 
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eh, )= s 


.. selbst, in weicher a,b,c willkürliche Conitanten sind, 
‘ Aber, da .die Bedingungs.- Gleichung. der Aufgabe; 
 #==9(P, Q, R) = 0 nur von der zweiten Ordnung 
"ist, so muss irgend «eine Abhängigkeit zwischen den 
drei Constanten Statt finden, welche nur zwei dersel- 
ben unabhängig! lässt. Diese Abhängigkeit ist durch _ 
‚die Gleichung $ (a, d, c)=o0 gegeben, welche aus 


der vorigen [w ==] entsteht, wenn man darin die 


Werthe von ?, Q, R, als P= a, 0-5. R=e 


seizt, 
Die. andere Gleichung [ u 5% 702 + N 70 Q 


ds 
+17 = 


kann .also, NEBEN derselben, aus der Gleichung 





g (P,Q, B=  — ö die Grösse I ‘eliminiren. Die 


| entstehende Gleichung wird erster Ordnung und Fa | 


Stammgleichung von der ee [m Ip + Nr 


dw 


+L IR =o] sein, die aber keine BANRLEDENS Con- 


o] ist von der zweiten Ordnung. Man e 


70- 


ä 


stante mehr. enthält, [wezZ dergleichen. in den bei- . 


Sn’ 





d?y 
I23 eli- 
minirt, nicht. vorkommt,] die entstehende Gleichung 
ist also das Resultat der Elimination der Grössen a, 


den Gleichungen, zwischen welchen man 








GR n | \ 
ir zwischen den Gleichungen 


dx’ 
Rn a 
"u==o0 DZ Kr und 
’ dx ‚dx? ; 
| ge NG ma 


da 


Ez 


| Nuri aben ist, wenn man a, b, ec als Fechetionter von 
z und y betrachtet, die erste. in von u— 


F(zy abc), 


du du da du de , du de 
de” da de" ab de ‚de d=' 


’ 


‘ Die beiden Gleichungen u=o und tu) _ = 0 ge 
ben also zugleich folgende: 


du da du db du _. de 
Da det 7 uhr "ar emhis 


Ferner giebt die erste ne von du —— 0;: un ' 


dc 
dem nemlichen Grunde, | 


d’(u)__ du d’u da 5 d?u a, du de. 
dx? —dz® T oda ds ‘de dx dz " dedz' dx’ 


und da hier a, 5, c noch als unabhängig von x und PR: 
y, betrachtet werden, so ist leicht zu sehen, dass, ver _ 


du. du 
da dx’ db dx’ 


dau =), 2Ca 


= de nichts anders sind, als u 


7) F 
du 


m. (74 ı ster Theil) die Grössen LE 








eu _ =o geben also zugleich noch folgende Gleichung: 


du da z d2u KR du de 
dadz ' dx‘ dbdax' dx + Tode‘ «T 





2 
[weil nemlich an und für sich schon Null ist]. 
Verbindet man nun diese beiden Gleichungen, 
die [nachdem mit — = dividirt worden] 


Lo. 124] 


.. ‚20. U. | : 369 


. Die ‚beiden Oleichungen ar und 





il 


no. 80. 


5 
du ‚du: db. da , du de de _ . 
zig ae =owmd 


den deu db ‚da _ an de ‚da _, 
dadz " ab de“ dx de de dx’ dx dx FR 
sind, mit der Gleichung E 
dw „de db da dw de da, 
tut 
‘die man aus w=9 (abe) =—o erhält, wenn man 


davon die erste Ableitung nimmt [und mit eg divi- 


- dire), so | erhält man, wenn man 1 die Grössen En: : ee 


‘de da 
und er eliminirt, eine e Gleichung zwischen a, , 


b,.e und, yı u 54 und 





, , welche mit derjenigen 


’ 


übereinkommen muss, die aus den beiden Gleichungen 


Ge md MG #ng + en, 


da? | de 
. x  d?y | 
folgt, wenn man zwischen denselben „ eliminirt. 
dx 
Man darf also: daraus nur noch a,b, ;e, mittelst der 
‚Gleichungen - 





u==o0, == in In=yt@bo=o 


eliminiren, so findet man zum Endresultat die Ablei- 

tyngs- -Gleichung. erster Ordnung: 

| p(P QH= == 0, R 

Ä welche, weil sie, ihrer Natur nach, keine Constanten 
"enthält, mur eine singulaire Stammgleichung sein kann. 
Denn, wenn man, um die Auflösung zu verein- 
_fachen, damit anfängt, den Werth von c aus. der 
Gleichung # = P(abe)—=o zu nehmen, und ihn 


1. u \ 2 -37FY 


dureh #(a » bezeichnet, so- reducirt sich die Auflö- 


sung därauf, a, 5 und Se: : 2 zwischen den beiden 
Gleichungen , ; 


Flayab Wlab))—u=o, du _, e 


und den beiden, von diesen nach a und 5 abgeleite- 


“ten und durch z dividirten, Gleichungen zu elimi- 


‚man, wenn man die beiden Constanten, mit Hülfe der. 


beiden abgeleiteten Gleichungen Ze ==o und cn | 


niren, welches Verfahren demjenigen von (18.) ganz 
ähnlich [und daher auch ohne besondere Erläu- 
terung klar] ist. | 


% 
21; 


Allgemein, wenn man eine Gleichung zwischen 
xz und y und zwei willkürlichen Constanten a und 5 
hat, welche f(xy ab) =u==o sein mag, so erhält 


=o0, wegschafft, eine Ableitungs - Gleichung Zweiter 


Ordnung © =.o, welche allen möglichen Curven zu- 


kommt, die durch die Gleichung fzyab=u =o 


ausgedrückt werden, je nachdem man den Grössen 


a und 5 beliebige Werthe anweiset, so, dass u 0 
die vollständige Urgleichung von v = o ist. 

° Die,Gleichung » = 0 entspricht also’ auch der, 
von allen diesen Curven, gebildeten Curve, oder den 
Curven, die sie auf die Weise umfangen, dass sie sie 


x 


alle, in der . Be Rn barkhren, das heisst, dass 


‚dy 
Ys dc 








e ben. Die Kr a und 5b sind constant für jede 


EP 95 ı 5, 


umfangene; und verinder lich für jede unfıngende = 








d? 
Curve. Damit nun y, =: und Zr 


die aan Werthe müssen auch die Glei- 

chungen, von welchen diese Werthe abhängen, die 

‘ nemlichen sein. Nimmt man a und 5 veränderlich 

_ an, so giebt die Gleichung u = fer ab) —o fol- 

gende abgeleitete: . | 
du „du da , du de 

er dr da da d x‘ 

Damit diese Gleichung mit derjenigen 


für . den Fall, wo « und b constant nz, überein- 
j komme, mus 


FE 
da  dz Ds de 
sein. - Eben so giebt die Gleichung „Z* =o, wenn 


‘man a und 5 veränderlich annimmt, die abgeleitete 
| deu du da zu db __ 
are * dadz' de * dbde din” 





. welche nur dann mit u _ =o, im u a und b con- 


stant sind, EEE wenn 
” 

Fu BR m = B 

da da da‘ dx 7 bdz' dz ee 

Da man also nun die vier TREO 

.. du _' du du db da 
PEN eN DEdre 

‚ deu du db da 
ati nn 
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hat, so darf man nur die Grössen a, d und E22 . da 
’ dz dx 


“ zwischen denselben eliminiren, um eine Ableitungs- 
\ Gleichnng erster Ordnung, zwischen x, y und =, zu 


haben, welche diejenige der umfangenden Curven und 
zugleich die singulaire erste Stammgleichung Br Glei- 
chung v = o ist. 

Man sieht hieraus, wie die Theorie der singu- 
lairen Stammgleichungen auf die zweite und auf höhere 
Ordnungen ausgedehnt werden kann. Auch sieht man, 
dass diese Gleichungen immer die umfangenden Cur- 
ven ausdrücken, welche die, durch die vollständigen 
. Stamimgleichungen bezeichneten, und durch die Va- 
riation der willkürlichen Constanten sich verandern- 
den, umfangenen Curven, in einer gegebenen Ordnung 
berühren. Dieses dient zur Vervollständigung der 

Theorie der Stammgleichungen im ersten Theil. (60.)' 
Uebrigens lässt sich aus den \ vier obigen Gkei- 


chungen 
du - du. du db da 
u = 0, en Fre ie dx ' a und 
du Br d’u db ga er 
dadz" dbdxz dx de“ = 
‘eben wie durch die’ Elimination der Grössen a,b 
und — : = ——, eine Ableitungs - _. der er- 


sten Ordnung zwischen x, y und Y. gefunden 
—. en auch durch die ER von %, Y 

da. 
und I- ı eine Gleichung zwischen a, 4 und a i —z Ä 


aufstellen, welche die Verhältiisse schen den beiden | 
x. ? 


ii 


2 


“ » \ 
“ 


| chungen und Curyen höherer Ordnung. 


"veränderlichen Grössen a und ; ausdrückt, ‚ woraus 
folgt, dass diese Grössen, die für alle umfangenen 
" Curven von einander unabhängig sind, es nicht mehr 
sind, wenn man sie auf die umfangende Curve be- 
zieht. Man findet ähnliche Resultate für die Glei- 


- 


22. 


_ Mau seize, es werde die Curve verlangt, welche 

in allen ihren Puncten einen, durch die Glachung | 
ga? + (Dr El 

bezeichneten, Kreis, zwischen dessen Parametern a, 


| » c. die Bedingungs - Gleichung 


a 


pl(abce) = o 

gegeben ist, in der zweiten Ordnung berührt. | 
Die nächste Auflösung würde sein, dass man’ in 

diese Gleichung die, ‘oben in (11.) gefundenen W erthe 

der.Elemente a, 5, e Edie der Berührung wegen, 

nöthig sind] substituirte, welches eine Ableitungs- 


’ ‚Gleichung der zweiten Ordnung geben würde, aus 
_ „welcher man dann die Stammgleichung suchen müsste. 


‚Aber, ohne diese Gleichung zweiter Ordnung zu 


‚ entwickeln, lässt sich, dem Obigen zufolge, im Voraus 


einsehen, dass man.ihre vollständige Stammgleichung 


_ findet, wenn ‚man a, db, c unveränderlich annimmt, 


welches “ wieder. die ‚nemliche Gleichung des Krei- 


ses giebt. Es folgt ferner, dass diese nemliche 
Gleichung auch eine singulaire Stammgleichung der 


ersten: Orduung haben wird, die man findet, wenn 


man die Grössen a, 5b, c auf die Weise sich verän- 
dern lisst, dass die erste und ke von der Glei- 


’h 


+ . 
ı N s 


gr 
u" u, 
s 
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chung. des Kreises abgeleitete Gleichung, die .nem- 
lichen bleiben, als wenn a, b,c constant wären, und- 
dass “diese singulaire Stammgleichung alsdann die 
‘Curve, oder die Curyen ausdrückt, welche durch die 
Aufeinanderfolge: aller, durch die ziemliche Gleichung 

ausgedrückten Kreise antstehen, oder welche alle diese | 


‘Kreise umfangen, 


Diese Gleichung, ist alas; dem Obigeh zufolge, das 


'd 
Resultat der Elimination der Grössen a, d, c, —— : = 


und de nn zwischen den drei Gleichungen 
‚de dx 


20): + nn c? [nemlich u=ol 


- Ba) DL Iaemlich Ze = el 


plabe)—=w=o 


und den drei, von ihrten nach a,b, c abgeleiteten, Glei- 


chungen = I 
204 y-)T Ze ds et dx 
dy db da _ 
rer ae ee 


dw: dw db da . dw de, da 
Zt ander de‘ de de 
Da aber die aus dieser Wegschaffung entstehende 
“Gleichung zwischen x und y verwickelt sein, könnte, , 
„so ist es besser, dass man die Werthe von x und Y: 
mit Hülfe einer dritten veränderlichen Grösse zu be- e 


| stummhen. sucht. 


- 


Man eliminire also zunächst I; zwischen den j 
beiden Gleichungen L; 
dyı db da DE g 


lt e ns 14 "de Pre, “ 


\ 576 | ir Be: ' Top | Fa 
:SO eihile dan | u 
( DE Ks 

”—d— IT ds 7° ’ 


'\ welche mit der ‚ersten der obigen sechs Gleichungen 
(22) + (y—5)?==e? verbunden, sogleich [wenz FR. 
. man die Werthe von. (c—0)?, aus beiden Glei- 


chungen, gleich setzt, ey): — SL yb)? (Z) = 


() =, alo 03 Z rl 2). 
er), und, wenn man die Werthe von . 
(y— 2 aus beiden. BEE gleich setzt, 


(20)? = (0-0)? Br Re alio c (2 2) | 
—= ea: (( 22) + 2239) ) also] | 
u; oe * 


ray E).@ 27.) 


| giebt. Substituirt: inan diese Werthe von = und Y 
[oder x—a und y—b] in die Re " obigen 
‚da Fi 
sechs Gleichungen , z—&a + ER yes z: > 
2 
ee, sa Sn / 


RT ER; & 5 
vw +@))" vez =) ) 
j 5 , — oder 


EI. 


pP . 
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welche Gleichung, mit der durch. die Natur der Auf- 
gabe gegebenen Bedingüngs- ‚Gleichung Pl(ab dm o 
verbunden, dient, zwei von den drei veränderlichen 
Grössen a, 5, c durch die dritte zu. ‚bestimmen, wo- 

' durch dahn die Werthe von x und y auch durch 
diese eine [arisee) Grösse gefunden werden. 


235. gues 

Da die Grössen a und 5_ die Coordinaten dr | 
Curve sind, welche der geometrische Ort der Mit- 
tel-Puncte aller Krümmungs-Kreise ist (g.), [denn a 
und b waren die Coordinaten des Mittel- Puncts 
eines Krümmungs-Kreises,] so hat man, wenn man 
diese Curve als gegeben annimmt, eine Gleichung 
zwischen 2 und 5, durch welche 2 in @ bestimmt - 
werden kann. Es > also, für diesen Fal, b= ?% 
 sois 


ds da ' da’ 


zer) 


Bezeichnet man also die Siermmgiünse von Br >; 


ve 3 durch A, so ist 


e=A+h 
wo % eine willkürliche Constante ist. Diese Aus- 
drücke von b und ce, in die Ausdrücke von & ünd' Y 
[22.] gesetzt, geben die gesuchte Curve, | 
Es ist zu bemerken, dass, welche auch die Curve, 
_ worin die Mittelpuncte der Kreise liegen, sein mag, 


. mithin oben: 


' gente mit der Axe macht, ist => 


. PR Ri PER; 


u onscung Ey (de) 1 Yu | 


zeigt, dass der Halbmesser ce‘ immer dem Bogen die- 


‚ser Curve gleich ist. (Man sehe weiter unten 29.) 
2 Bezeichnet man also diesen Bogen durch s, so ist 


| t=s+h 
Es ist ferner zu bemerken, dass der Halbmesser 


“  e nothwendig die Curve berührt; denn die trigonome- 


trische Tangente des Winkels, welehen diese ihrer Tan- 
= da = (0 ) BEN 


der Halbmesser des Klang - nn auf der . 
Curve, deren Coordinaten x und y sind, senk- 
recht steht (8.), so ist die trigonometrische Tangente 


des Winkels, felchen er r mit der; Axe macht, —ı: 7 


dt 
: 07) welches, vermöge der IR ı + Z. = 
Ze Zu [der fünften in 02] gleich Br ist, Der 


Aa zwischen dem Keimringe:Hibmener und 


der Axe ist also der nemliche, welchen die Tangente 


der Curve der Mittelhungte mit der nemlichen 


Axe ‚macht. 
Aber obgleich diese Eigenschaft auf diese Art 


_ bewiesen wird, ist es’doch gut, zu zeigen, dass sie 


eine nothwendige Folge der Rechnung ist, die zur 


_ Auflösung der Aufgabe diente. Zu dem Ende, wol- 
‚len wir zu den beiden ersten Gleichungen 


"(@0)% + G-r= c2 nd 2a tr) =v 


- zurückkehren, welche 


F= ie — (yo): Ca und . 
Ft, 2 2] 
B7Tc> Tre) 
geben. = = 
Diese Ausdrücke von a und 5 bezeichnen. die 


Coordinaten der Normalen der Curve, deren Coor- 
dinaten = und y sind, wenn man x und y "als con- 


;$tant betrachtet '(8.), hingegen die Coordinaten der 
Curve der Mittel-Puncte, wenn man x und y als 
veränderlich und c, als durch x und y gegeben, be- 
trachtet. (9: ) 


Die Normalen sind also dann zugleich Tangenten 
der Curve der Mittel- Puncte, wenn die erste Ab- | 


leitung von b, als Function von a betrachtet, für die 
grade Einie und die Curve den nemlichen Werth 


hat. (10) [Denn nn oder die erste Ableitung 


von b nach a, ist in dem ersten der beiden vor- 
kin genannten Fälle, die trigonometrische Tan- 
gente. des Winkels, welchen die Normale, in dem 
anderen, die Tangente des Winkels, welchen die 
Tangente der Curve der Mittelpuncte, deren 
. Coordinaten a und b sind, mit der Axe macht.] 


Allgemein also findet Ass Statt, wenn E und - A 


ur Zu En I. vn 379 


als Functionen einer dritten a Grösse _ 


[z. 3. =] betrachtet, in beiden Fällen das Nemliche 
da de , db d.. 


schen, folglich auch wenn var es ur? 


n 


380° en 25. IL 
[welche beide Grössen, eine durch die andre ai 
vidirt, — geben,] die nemlichen sind, x und ymö- . 


gen veränderlich sein, oder nicht; also, wenn in die- 
sen Werthen das, was von der Veränderung von x 


" - . und y herrührt, Null ist. Dieses ist nun wirklich der 


Fall, wie man aus den Gleichungen des vorigen Pa- 
- ragraphs | 


(da R 
aa) Zz + ie el er 2 _ de und. 

Se + =, zZ == 0 [die 4te und Pr in 22.] 
sieht, welche, zur Bestimmung von en : er und 
dz dx 

‚db de 


Fer dienen, und welche die ersten Ableitungen 
| von j j ö | . | , z 
(aa)? +(y—5)? = c? und z—a+ Ca =o 


. sind, wenn man darin = und y constant, und @ und 
5 allein veränderlich sein lässt. | 

Da nun auf diese Weise die Krümmungs-Halb- 
messer einer Curve, die Curve _der Mittel-Puncte 
überall berühren und zugleich den Bogen dieser Curve 
gleich sind [22.], so folgt, dass sie als diese Bogen selbst 
ji betrachtet werden können, die in grade Linien aus- 
_ gedehnt worden und dass also jede Curve, als durch 
Abwickelung derjenigen entstanden, angesehen wer- 
den‘kann, welche der geometrische Ort der Mittel- 
Puncte ihrer Krümmungs -Kreise ist. Dieses ist die 
Huyghensche Theorie der Evolution, die bisher nur 
.geometrisch bewiesen wurde. Die obige Analyse er- 
klart zugleich das Paradoxon, auf welches man stösst, 


> i , ION 
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wenn man, nach.den ‚gewöhnlichen Formeln, ‚die, aus | u 
der Abwickelung einer Igegebenen , Curve entstehende 
Curve sucht. 


Wenn man nemlich in die Gleichung Miasee 
Curve die ihrer Coordinaten & und 5 in 


a Zr T und: Er substituirt, so erhält ınan offen= u 


bar eine ll: Gleichung zweiter Ordnung, wo- 
raus zu folgen scheint, dass die, Gleichung der ge- 
suchten Curve zwischen z und y zwei willkürliche . 
‚Constanten enthalten müsse, während doch, nach der 
Entstehung dieser Curve durch die Abwickelung der 
gegebenen ‚nur eine willkürliche Constante vorkom- 
men kann, die vom ce ae der ee | 
abhängt. | 

. Die Ursach dieses he Widesracs 
liegt, wie wir oben gezeigt haben, darin, dass die 
Gleichung der durch die Abwickelung. entstehenden 
Curve, die vollständige Stammgleichung einer Ablei- _ 
tungs - Gleichung erster Ordnung ist,. die wiederum 
nichts weiter ist, als die singulaire Stammgleichung 
der, durch die Bedingungen der Aufgabe gegebenen, 
Gleichung zweiter Ordnung, und die, ihrer Natur nach, 
keine willkürliche Constante haben kann, so, dass in “ 
der ersten Stammgleichung nur eine willkürliche Con- 
stante vorkommen kann, 

[Die Theorie der Evolution gehet hier, wie 
man sieht, sehr einfach aus der allgemeinen Theo- 
rie der umfangenden Curven und der singu- 
lairen Stammgleichungen hervor. Das Ganze mag 
noch etwas dunkel scheinen und auch vielleicht 
noch elementarerundeinfacher abgehandelt werden 
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können, aber nicht wohl‘durch' Zusätze und An- 
_merkungen, sondern nur durch einen veränderten 
Vortrag; daher die Erläuterungen hier nicht ge- 
hänft wordensind. Die, die gegebene Curve, umfan- 
genden Curven, welche singulairen Stammgleichun- 
gen entsprechen, kann man sich als die gegebenen, 
mit veränderlichen Constanten, welche auch unter 
- sich noch Bedingungs - Gleichungen unterworfen 
» sein können, vorstellen. Lassen die Bedingungs- 
Gleichungen nur eine Constante willkürlich, so ist 
' nur eine Berührung erster Ordnung möglich, wie 
oben bei der graden Linie, deren umfangende 
Curve. ein Kegelschnitt war. Bleiben zwei Con- 
stanten willkürlich, so kann eine Berührung zwei- 
ter Ordnung Statt finden, wie bei Krümmungs- 
Kreisen u. s. w. Im ersten Fall haben die gege- 
bienen Curven und die umfangenden, gemeinschaft- 
lıche gradelinige Tangenten, im zweiten, ge 
‘ mieinschaftliche Krümmungs - Kreise u. s.w. In 
.. Jıedem Fall ist die umfangende Curve der geome- 
terische Ort der Durchschnitte aller Curven, die 
cdlie Gleichung der gegebenen ausdrückt, wenn man 
elarin die unabhängig bleibenden Constanten will- 

kürlich und stetig sich verändern lässt.] 


Fünfter Abschnitt. 


“ 


Yon den grössten und kleinsten Werden: der 
Funcuonen einer. veränderlichen Grösse. 


\ 


% 
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Es giebt eine gewisse Art vonAtfgaben, die, ob- 
gleich unabhängig von der Methode der Tangenten, 
darauf bezogen werden können. Dies sind: die Auf- 
gaben von..den Maximis und Minimis, ‚welche darin 
bestehen, für eine gegebene Function einer veränder- 
-lichen Grösse, diejenigen Werthe dieser veränderli- 
chen Grösse zu finden, welche, die Function ‚so gross 


oder so klein machen, als.möglich: [Eigentlich ist 


dieBenennung „Grösste und Kleinste“ nicht genauz 
denn diejenigen Werthe einer, abhängigen Grösse, 
welche unter der Benennung „Maximum und Mini- 
mum‘‘ verstandenworden,sind keinesweges diegröss- _ 
ten oder kleinsten unterallenmöglichen, sondern nur _ 
die grössten. und kleinsten. unter den nächst vor 
‚hergehenden und den Zunächst darauf folgenden. 
Da aber. zunächst Vorhergehendes und zunächst ' 
Folgendes etwas sehr unbestimmtes ist, und wirk- 
lich, sehr nahe. bei. sogenannten ‚grössten und 
kleinsten WW erthen, noch grössere und noch kleinere 
W erthe liegen können, so kann man die genann- 
ten Werthe nicht eigentlich grösste und kleinste 


nennen, Genauer genommen. sind die Werthe 


solche, bei. welchen das Zunehmen der abhängigen 
Grösse in Abnehmen, oder das Abnehmen in Zu=. \ 
> 2 


5 BE 9 


nehmen übergeht, während die veränderliöhen 
Grössen, von welchen die abhängige Grösse ab- 


_ hängt, ohne Unterbrechung immer fort zu oder 
abnehmen. Ich habe in dem Aufsatz über einige 





z u *, 
- Kim ae ie <- 


Lehrsätze der Elementar - Geometrie, im zweiten 


‘Bande meiner Sammlung mathematischer Abhand- 


lungen, Grössen verschiedener Art, welche die | 


Eigenschaft haben, dass die eine immer fort 
zu oder ‚abnimmt, während die andere immer fort 


ab.oder zunimmt, oder dass beide immer fort, zu- 


gleich, zu oder abnehmen, zusammengehörige 


grössten und kleinsten Werthe einer abhängigen 
Grösse diejenigen, bei welchen die Arc der Zu- 
he sammengehörigkeit der abhängigen Grössen 


_. 


‚genannt. _ Will man 'diesen Begriff und seine 


Benennung anwenden, so sind die sogenannten 


und ihrer Elementewechselti. Verlangt man den- 


zoöh einen bildlichen "Ausdruck, so kann man die 
sogenannten grössten. und kleinsten Werthe ‚einer 


abhängigen ‘Grösse, ihre Culmina, und den 
Durchgang durch ein solches Culmen, das Culmi 
niren.der Grösse nennen, analog mit dem "bekann- 


_ ten astronomischen Ausdruck für einen ähnlichen 


Gegenstand.] Da die Curve nichts anders, als ein 
sinnliches Bild aller Werthe der, durch die Ordinaten 
vorgestellten, Functiön der Abstissen ist, so kommt 
die Aufgabe: die grössten oder kleinsten Werthe ei- 


ner gegebenen F unetion einer veränderlichen Grösse, 
zu finden, darauf hinaus: die ‚grössten oder kleinsten 
Ordinaten der Curve zu finden, deren Abscisse die 


unabhängig veränderliche Grösse und deren Ordinate 


die ce Function’ ist: 
Nun 


\ 


ii ‚ j x 
i I. N 
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Nun folgt aus dem blossen Auiblicke der ‘Curve, 


; dass die grössten und kleinsten Ordinaten nur dieje- | 


nigen sein können, welche den Puncten entsprechen, 


“für welche die Tangenten mit der Abscissen- Axepa- 


rallel laufen. Ist die Curve gegen. die Axa con- 


vex, so ist die Ordinate offenbar ein Minimum, ist 


# 


sie CONCaY, so ist die Ordinate ein Maximum. 
Wir haben in (7.) gesehen, dass die trigononie- 


trische Tangente -des Winkels, welchen die Tängente ; 


einer Uurve mit. der Axe macht, im Allgemeinen, durch 


nA ausgedrückt wjrd, wenn y die Ordinate ist, wel- 


che man als Function der Abscisse x annimmt, ‚Da. 


mit also diese Tangente mit der Axe parallel "ey, 


muss 2 = o sein. Mächt man nun in den Aus. 


. dx 
drücken der Coordinaten a und. (9.), welche den 


geometrischen Ort des Mittelpuncts des Krüummungs-" 


Kreises bezeichnen, er —= 0, so erhält man. 
de | ie? 


dey 


—=_n,b=y+tı: 770 a 3 





woraus folgt, dass wenn Y eine positive Grösse ist, 


der Mittelpunet des Krümmungs - Kreises über die 


Curve hinaus fallt, [weil dann b, um ı: we grös- 


ser, als y ist] und dass also die Curve gegen die Axe 





2 
convex ist. Ist hingegen = negativ, so fallt der 


Mittelpunct zwischen die Cnrve und die Axe, so dass 

die Curve gegen die Axe concav ist. Die Eunc-. 

tion y ist also ein Grösstes oder Kleinstes, wenn ihre 
E: — [25] 


ee 


# 


‘oz 


erste Ableitung Tr Nüll ist, und zwar ein Rleinstes, RR 


wenn ihre zweite Ableitung I positiv, und ein 
d’y 

| dx? 
bekannte Gesetz für die Grössten und Kleinsten. | 


DD | 
Es ist aber nicht unnütz zu zeigen, wie dieses 
Gesetz auch unmittelhar aus der Functionen-‚Rech- 
nung/ ohne Hülfe’ der Curven, gefunden werden kann: 
‚ [Ällerdings; weil das figürliche ne, nicht 
nothwendig ist] 





Grösstes, wenn negativ ist. Darin besteht das 


Es sey ft eme von & abhängige Grösse, von 


welcher man den grössten oder kleinsten Werth ver- 
langt. Derjenige Werth von x, ‚welcher diesem grös- 
sten oder kleinsten Werthe entspricht, sey a, so muss 


‘der Werth von fa immer grösser oder kleiner sein, » 


als der Werth von f(a +%), was. auch k sein mag, 
positiv: oder negativ, und so klein als man will [aber 
nicht so gross als man will]. Ich sage: so klein, 
als man will; denn man betrachtet eine Grösse als 
die ‚grösste oder kleinste ihrer Art, wenn sie bis zur 
Grenze ihres Wachsthums oder ihrer Abnahme ge- 


Ir langt ist, ‘so, dass sie über diese Grenze hinaus, im 


Falle des Maximi, kleiner, im Falle des Minimi, grösser 
ist, als auf. der Grenze, [Dieses kommt mit dem 
Sinne der. obigen Bemerkungen überein, Eine 
solche Grösse ist indessen. nur die grösste oder 
as kleinste unter den, sie zunächst umgebenden. } 
Man setze x statt a, so ist die Bedingung des Maximi, 
dass 

ä 


a 


ur Ewa s En ee 
.B. ui ‚387 


 f+ <fx, oder Fashfe <o, 
‘und die Bedingung des-Minimi, dass’ | u 
| S®@+% > fe; ‚oder Kerd-fe>0, 
was auch k sein 'mag, eine. positive ‚oder a) 
Grösse. 2 


Man entwickele die Function f (2 +), nach den 
Formeln von (40. ıster Theil} in, eine. Reihe, und 
bleibe bei den ersten beiden ndern stehen, so er- 
hält man Sn 
2 2 1 \ + 
f@+B ferner R w afarh P 
‚wo A eine Grösse zwischen o und A ist. Hier muss 
nun, für das Maximum, k ER — e 2 | 
‚kleiner und für das ER grösser "als Null sein. 


Nun haben wir oben in (3.) gesehen, - dass man 


‚. k immer so klein annehmen kann, dass der absolute 


= Werth von k<— T- grösser ist, als der von I 5 Er au, 


ana dass a wenn es für irgend einen beliebi- . 
gen Werth von k Statt findet, um so mehr für ein . 


noch kleineres k der Fall ist. Die Grösse, k IE 2 


ka dd? f(x +4) 
a or er 7 u, di; immer > positiv oder nega- 


tiv, wenn die Grösse k JE es ist, Aber die Grösse 


dk Et ändert ihr es ‘mit A, also ist es [weil 











. k willkürlich ist] unmöglich , dass die Bedingung, BE 


des Maximi und Minimi anders als dadurch kill 
d £ x 


= 0. 


werde, dass 





u 


4 


x 


\ 


! 
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i Man nehme ferner, yon BR Eintwickelung von. 
er; (er), ‚ein. Se mehr, so erhält man 
dfxz  k* af® k3 fa 42) 
ern a 
k2d?fx #° d?f(x+%) 
Da Seo ist, so muss, — E55 + 23 da a 
ir das Maximum), kleiner, a das Minimum, grös- 


ser als Null sein. Man kann wiederum immer k so 





2 ’ 
Hein annehmen, dass der absolute Werth von = — ®d eE = | 


\ 


| ; d3 ei 
| grösser ist, An a4 Werth von aan, 


dx’ 


Also ist die Grösse 


= k3 dfz 5 


, 9 dx? 2. 


een, 
3 | 


u .d?fz 
posidv. oder negativ, je nachdem Bf es ist.” 
Da nun der. Werth von k2 immer positiv ist, so muss, 


für das Maximum, EZ <o, und für das Minimum, 





x - 
ja > 0 sein. 


2 s . s e] j ’ F} 
Setzt man = ==o und nimmt von der Ent- 





| wickelung von f(z+k) noch ein Glied mehr, so er- 


n 


hält man 


En dfx 2 dfz RR fr | 

Sarn fer + dr 

k* d*f(z+ÄA) 
BE da*: 








Dieses giebt, weil 2 = o und ei ist, für 
das Maximum, die Se 


Bi 23. u R = 389 


| 
| 23 d? f# RR, Ar de Pix #0 T 
er 2.3 das 2. 3-4 4: da* , 


und für‘ das Minimum, die entgegengesetzte. Nun aber _ 


kanı man wieder Ak so klein annehmen, dass der ab- 


solute Werth der Grösse Br . 





‚grösser ist, 


A ‚ M deftern, 


BB 0 fa k*. rer, 
der Werth vn 2.5 dx? "234 da* 


sitiv oder a. je.nachdem es 2.5 ist. Die 


Grösse - — +3 ändert aber ihr Zeichen mit k zu- 


| gleich, Ir ist es unmöglich, dass die Bedingung des 
Maximi und Minimi anders erfüllt werden kann, 


d’fz 


als wenn det —oist. 





. Man nehme noch ein Glied der Entwickelung | 


von f(x + k), so erhält man 


d k2 d? 23 d? 
farb ferkl + 2 ar ae 


IE ap  k5 AEHD, 
2.3.4 da*r rer 








Alsdann sife.’ ae sa ir ‚des Minimi uni | 


Maximi; 
DM de 8 dsfe@42) | Fe 
Er: Een 


.d 2 3 Eu ‚ 
wel ZI =o, SE=o und moin Wie 


oben lässt sich wieder zeigen, dass k immer klein 
genug angenommen werden kann, däss das Glied mit 


Li 


| 


k*, abgesehen vom Zeichen, grösser ist, als das Glied 


I 


590 SE 6. IL 
mit A° und dass, folglich die en der beiden Glie- _ 
der nothwendig positiv ‘oder negatir ist, je nachdem 


8 ds Glied ae ist Woraus folgt, dafs, 
d’fx | 


weil A* immer positiv ist, für das Maximum —/ I 
< o, und für das Minimum > o sein muss. 


ns 6 

Wenn also, allgemein, y irgend eine Function 
von x ist, so ist die erste Bedingung für das Maxi- 
mum oder Minimum, dass r EM); welche Glei- 


chung den Werth von x RT Sodann ist 
d?y 
de 
. kommt, was wir in (24.) fanden, "Nun sahen wir \ 


oder >o, _ welches mit Dem älierein- | 














” d? . ; 
weiter, dass, >= == 0, zugleich = = ound 
| dann 2X <o für das Maximum und >o0 für das 


ee sein muss u. s. w. [Dieses und die Re- 
gel für die höheren Ordnungen erhellet aus der bild- 
“ lichen‘ Vorstellung durch Curven nicht. Derglei- _ 
. chen bildliche Hülfsmittel sind gewöhnlich unvoll- 
kommen.] Allgemein muss allemal, wenn eine :Ab- 
leitung irgend einer, Ordnung wit graden Expo- 
nenten verschwände, auch die Ableitung von der fol- 
genden ungraden Ordnung Null, die hierauf weiter. 
folgende grade Ordnung aber, für das Maximum, ne- 
. gativ, und für das Minimum, positiv sein. 
Wäre die Function y durch eine Gleichung Fxy . 


".=umo gegeben, so ‚ dürfe.ı man nur die abgeleitete 


—— 





De 2: ee ‚39ı 


m du ,„ du:W _... 


du _ . ne 
dy 


x # 


‘.. reducirt! und woraus, mit u= Fazy =o verbun- 


den, die, dem Maximo oder Minimo entsprechenden, 


Werthe von x undy folgen. Sodann kann man die 








nehmen und 4 —o setzen, welches die Gleichung 
aut. | | Er 


zweite abgeleitete. Gleichung u; en 
dzdy "dz ' dx ed cn | 


du - d?y 


dp —— %' das 4 =o ic, | so erhält man, wenn mau 


d Pu 5 du dey _ 
= o setzt, [5 er Zn — 0 und afele 


2 2 | 
lich - 5 = — u : Gr für ] den Wert von 








d dx?" 


2 en R 
nn. ‚in welchen man n gefundenen Werihe von 


x und y substituiren und daraus sehen, kann, ob ein 


Maximum oder Minimum Statt finde u.s.w. [Zs 
ist also nicht nöthig, etwa erst den Werth von. 


; y.aus einer, zwischen x und y gegebenen Gleichung, 
zu) entwickeln, sondern man kann den Werih von 
%, für welchen y seine Veränderungsart ändert, 
unmittelbar finden, : Wäre z. B. die Gleichung 


y2 Hmay+nx22 +0? —=uy — 0 gegeben, und 


man verlangte. den Herth: von x, für welchen y 
seine Feränderungsart ändert, so braucht man nicht 


erst. y zu entwickeln, sondern kann. unmittelbar - 
' die Ableitungs- Gleichung nach x nehmen, weiche 


® 


,s 


598° 0000. 26. IL 
ge: —=my +e2nxz==ogiebt, Setzt man den 'hier- 
“aus folgenden Werth von a. = in die 
e- 


ai ww 





gegebene Gleichung, so ‚erhält man za—anz? 
+22 +02 = 0 oder (4n2 —m?n) E + a: ma — 0, 


woraus der verlangte MW: arah, von & folgt, nem- 











ge ai am 2 deu - 

lich = Vomen—G 72)" ” Ferner ist I23 =ın 

und SU ayynz, ale ie DS Bu, du 
dy yrmz, dx? der" dy 





en rn 
= ——, oder, w wenn man. die.gefundenen Wer- 
Syrmz' | - 
am | 
V (m’n—An?) 
DER ae en oenm 
"de*” 


m 7 "(ar +md)z 


army (man——4n?) | 2nV m!n—4n2) 
 Gntmjam — 7 Tgntm)a" 

Je nachdem a. Grösse negativ oder positiv ist, 

am 

geht y, für ei Vman— an) vom : Zunehmen 


zum Abnehmen, oder vom Abnehmen : zum Zuneh- 


on 
the von y= From? und FE — 





Fe men über.] 





2 u‘ 
Fi ra oder gr unendlich gross, a. h.: 


1: r-7 == 0, so wäre dies ein Zeichen, dass die Ent- 


wickelung von-f(x + k), für den gefundenen Werth 
‘von x, ein Glied von der Form 4 k” enthält, wo m 

zwischen ı und 2 liegt. (30. ıster Theil.) Betrachtet 
“ man die Curve, deren Gleichung yz=fxist, so kann 
man-aus der Gestalt ihres Laufs in dem gegebenen 


[ 


. A # f} i - j 
i 2 


| ED See 395: 
Pancte erkengich, ob: y ein Maximum oder Minimum. 


“äst. '(24.) - Auch lassen sich für diesen Fall allgemeine’ 


Regeln geben, welche. uns: aber zu. weit von’ unserem 


Ziele .abführen würden. ° ..- rt 


Wir. wollen uns nicht mit Beispielen: zü diesen 
Regeln für' die Maxima und Minima aufhalten, da sie 
völlig mit‘den aus der Differential-Rechnung. be» 


‚kannten Regeln übereinstimmen ‘und auch die ;An«: : 


wendungen die nemlichen sind. BER BEN a 





Sechster Abschnitt. 
Von der (Juadratur und Rectification der Cur- 
ven in der Ebene. Von dem Volumen und der 


_ Oberfläche der Conoiden, | Allgemeine Regel 


für die analytische Auflösung dieser Art‘ von. 
Aufgaben. | 


Ich komme jetzt zu der Berechnung der Fläche 
der Cürven unter den Coordinaten, welche Be- 
rechnung man ‚gewöhnlich: Quadratur der Curven 


riennt. Man betrachte, im Allgemeinen, die von der i 


Gleichung y == fx bezeichnete Curve, wo‘y, die, zu 


‚der Abscisse & gehörige, rechiwinklige Ordinate und: 
‘eine Function von & ist: Der, von der Curve, der 


Abscissen- Axe und einer beliebigen Ordinate y be- 


‚grenzte Raum wird ‚also ebenfalls eine Function der 


Abscisse © sein, welche wir durch 7x bezeichnen | 


e 


mi 


wollen, [Denn die Chros wird einzig und allein 
durch die Ordinate und Abscisse bestimmt; erstere 
‚aber. hängt von letzierer ab, also wird eigentlich 


“ -die Curve von der Abscisse allein bestimmt, und 


folglich kann. auch‘ die Fläche unter den Coor- 


. dinaten nur von der Abseisse allein abhängen, 


” 


das heisst, nur dann sich 'ändern, wenn’ sich die 


 Abscisse ändert und nur unverändert bleiben, so 


lange es die Abscisse ist,] . Man setze, x gehe in 
x + k über, so wird F(x+k) aus Fx und es ist klar, 


dass alsdann Z(z+%) — Fx derjenige Theil des Flä- 
- chen-Raums ist, welcher dem Theile k der Axe ent- 
, spricht und von den beiden, zu x und x + k gehöri- 


gen, Ördinaten begrenzt wird, [MNemlich der Raum 
APM,Fig.6. ist Fx, also, wenn PQ—k ist, der Raums 
AQN —=F(xz+k) und folglich der Rum PMQN 
= Fe+kh)—Fx.] Nun ist leicht zu. ‚sehen, selbst 
ohne Figur, dass für jede beliebige Curve, wenn die 


Ordinaten, von fx bis zu f(& + k), immer fort zu- oder 


abnehmen, der Raum [PMQN] im ersten Fall grös- 
ser als das Rechteck [PM NQ = PQ.PM=] kfz 


und kleiner als das Rechteck [PM NQ—=PQ.QN. 


==] kf(x+k), im letzten Fall aber ‚grösser als das 


letzte. und kleiner als das erste is. Der Raum. 


[PMNQ] ist also nothwendig zwischen den Grenzen 


kfx und kf(x+k) eingeschlossen, welche folglich 


die Grenzen der Grösse F(x +.) — Fx sn, die 


| Jauen Raum ausdrückt, 


-Man entwickele F(&+%) und. f(&+%) nach ee: 


asien Theilf und bleibe, mit F(x+%), bei dem zwei- 
eh, REN bei dem ersten Gliede sieben, so 


erhalt‘ man | 





"TR: r 
“ 


| =, 7. | a 395. 
% Farmer . | 


Pi 


Be dFx k2 d2 F | 
Re+h=ra4 Te - BER: 
wo % eine nubektiiomte ER ist, die für die) bei= 
den F unetionen. verschieden sein kann, aber immer 
zwischen o und k liegen inuss. ‚Die Function Fx 


muss also von der Art sein, dass die Grösse = 


k2? d2F(x+4) ; En . 
+ — FEEr 7 Zu [welche Fa+h—Fx ist], im- 
. mer zwischen den Grenzen Kfz und kfx * eIe+R ehe 


liegt, [denn Bis Grenzen sind nichts ande "ale | 
kfz und kf(x+k)] was auch k, und folglich, so klein 
auch k sein mag. Nun ist der Unterschied zwischen 


den beiden Grenzen [Afx und Mer De er 


also nes die ea zwischen der gesuchten C Grösse 
' FERR k?2 d?2F(x+4) 
‚einer ‚der Grenzen [A fz) welche gleich 
dEn ua era 
Te -f2) +7 nd ., ein 


ist, ohne Rücksicht auf die Ei der Grössen, notlis . 
| df(z+M) 
2 
"wendig kleiner sein, als k Fr PT Es lässt sich .; 


“ aber leicht zeigen, ‚dass diese Bedingung nicht, für 
jeden, noch so kleinen Werth von Ak, anders erfüllt 
werden kann, als wenn das Glied, welches & enthält, 
verschwindet; denn sonst könnte man k so annehmen, 
dass [umgekehrt] die erste Grösse grösser ist, als, die 


zweite. Man dürfte neinlich, zu diesem Zwecke Be 


596: ‚27. 1 


+ 








en a dr : 
nur Be gr d EN, erst) ic: 1) seizen. | 
2 22 
[emlich, damit Hi Fe AR »)+& B = Arern 2 
>. and a L 
F a dFx = 
=+ dx * 
—; Je ). 0 nur k<z af == =+ Er) ı d* F(x-4-4) 


an?» 


sein. Es ist also nothmendig Tut das Glied mie 
k verschwinden und Au k Ca -— fe) —=o 


sein sol) pP 
x 


und diese un ni zur Bestimmung von Fx 
hin; denn 7x ist, ihr zu Folge, nichts hai, als die‘ 
"Stamihgrösse von fe  : 

Die erste Ableitung des Ausdrucks der Fläche‘ 
einer: ‚Curve unter den Coordinaten, durch die Ab- 
‚ scisse x, ist also, gahz allgemein, der Ordinate dieser 
Curve gleich und, umgekehrt, der Ausdruck der Fläche 
‚der Curve unter den Coordinaten kann nichts an- 
ders sein, ‚als die Stammgrösse von. demjenigen, wel- 
cher die Ordinate ausdrückt. _ Wenn also die. Glei- 
chung einer Curve gegeben ist, so darf ‚man nur, um 
"den Ausdruck ihrer Fläche unter den Coordinaten zu 
finden, das heisst, um die Curve zu quadriren, die 
| Stammgrösse zu. dem Ausdrucke ‘der (Ordinate su-- 
chen, zu welcher dann noch eine willkürliche Con- 
stante: hinzu gefügt werden kann (49. ıster Theil), 
"welche durch die Bedingung bestimmt wird, dass die 


u 7 ‚597 
Fläche für den, Purfet, von welchem man sie aufan. 
gen lässt, Null ist. © 
“ Wirhaben voransgesetzt, dass die Ordinaten, v von 
S% bis f(a+h), ununterbrochen ab- oder zunehmen. ' 
Diese Bedingung würde nicht Statt finden, wenn zwi- . 
schen den beiden Ordinaten ein Maximum oder Mini- 
mum läge. Da man aber den Zwischenraum so klein 
annehmen kann, als. man will, so ist klar, dass man 
immer die zweite Ordinate f(x + k) diesseits des Maximi 
oder Minimi setzen kann und dass folglich der 
Schluss, den wir darauf gebaut haben, unverändert 
derselbe bleibt. 
[Die Quadratur der SE ist die einfach- 
ste aller Anwendungen der Rechnung mit verän- 
‚derlichen Grössen auf einen bestimmten: Gegen- 
stand. : Sie ist vielleicht eben deswegen derjenige | 
Fall, wo. die Blösse der Infinitesimal - Methode 
_ am deutlichsten sichtbar ist. Man nimmt, dieser 
Methode zufolge, an, die Fläche der Curve sey 
us unendlich kleinen Flächen, wie PMNQ 
(Fig. 6.) zusammengesetzt und drückt nun den In- 
halt einer solchen kleinen Fläche PMNQ durch 
PM mal PR aus, Man lässt also das Stück MNN’ 
gradezu weg. - Die Weglassung. entschuldigt man 
damit, dass das Stück. unendlich klein sey; aber, 
da zu der Fläche der Curve unendlich viele so» 
' che unendlich kleine Streifen, wie PUNQ, gehö- 
ren, so bürgt nichts weiter als die. /Wahrschein- 
lichkeit dafür, dass unendliche mal die unend- 
lich. kleine Fläche MNN! nicht etwas, nicht, 
unendlich kleines, sondern etwas Bedeutendes aus- 
mache. Zwar sagt man: das Stück MNN’ sey 


a 


_ En 
0. , 7. M 
schon gegen den unendlich kleinen Streifen PMNQ 
selbst unendlich‘ klein und also ein Unendlich- klei- 
nes ‚zweiter ‚Ordnung, mithin können unendlich 
viele solche Stücke MNN’ etwa‘ nur ein Unend- 
: lich-kleines erster Ordnung ausmachen, was niche 
 inBetracht komme. Allein da man eigentlich niche 
bestimmt weiss, was.man sich unter Unendlich-klei- 
nem denken soll, ob Etwas, oder Nichts, so redu= 
cirt sich das Ganze fast nur auf Worte, ‘Soll 
man sich unter Unendlich-klein etwas Sehr- klei— 
nes denken, so ist das Verfahren offenbar falsch 
und man lässt wirklich etwas weg, was nicht weg- 

elassen werden darf:_ Soll. man sich ‚unter Un- 
endlich- kleings eine absolite Null denken, so fin- 
det gar keine Fläche, wie PMNQ, statt, sonderr 
blos-eine Linie MP und dürch Summirung vor. 
Linien kann man nie eine Fläche AMP erhalten. 
Ein drittes zu Sehr-klein und Nichts ist aber 


ni 


. nicht denkbar, denn etwas, was zugleich existire 


und nicht existirt, findet nicht Statt. 

Da der Fall so sehr einfach ist und schon in 
. den ersten Elementen vorkommt, so hat es niche 
an Versuchen gefehlt, fast wie bei der Quadratur 
des Kreises und der Parallelen- Theorie, jene Fer- 
wirrung von Begriffen und Worten, gegen welche 
sich der einfache natürliche Sinn durchaus sträubt, 
aufzuklären,und wirklich zu beweisen, dass das 
„Resultat, dessen Richtigkeit unzweifelhaft ist, wirk- 
lich das wahre sey. Allein die Versuche sind im- 
mer. um so mehr gescheitert, je weniger man j 
‚das Uebel an der Quelle hob und den Fehler 
‚blos in. der Ausübung der Methode suchte, wäh- 

\ 





rend vielmehr die Prinvipien derselben eben so !- 


.Yy 


unrichtig sind, als die Anwendung, so, dass e3 mög- 
lich war, dass sich die beiden Irrthümer aüfhoben. 
Lagrange ‚hat nicht alleın die Prineipien 
der Rechnungs - Methode in’s Reine und Klare 
gebracht, sondern seine A nwendung derselben ist 
auch unstreitig hier so strenge, wie sie nur ver- 
langt werden kann, Hier jedoch, bei dem so un-. 
gemein einfachen Fall der Quadratur, ist sie viel» _ 
leicht weniger glücklich, wie bei der Theorie der - 
Tangenten, denn sie ist nicht so einfach, wie ihr’ 
Gegenstand. Sie bedarf sogar der Formel für 
die Grenzen der Reste der Entwickelung,, deren 
Aufstellung im ersten Theile auf weitläuftigen 
Rechungen und feinen Kunstgriffen und Schlüs- 
sen beruhet. Bei der Gewohnheit das Unbe- 
greifliche begreiflich zu finden, was dann auch 


wohl „Höheres“ heisst und der nicht 'geringe- 


ren Vorliebe für das Bequeme, die beide zu . 


der alten Methode hinziehen, dürfte also_ die 
Lagrangische "Theorie der Quadratur nur mit 
Schwierigkeit allgemein die Stelle der alten einneh- 
men, Da es indessen zu wichtig ist, die Täu- 
schung, wenigstens aus der Mathematik, überall, so 
viel als möglich zu ‚entfernen und das Einfache, 
Natürliche und Jedem Begreifliche an die, Stelle | 
.des Uebersinnlichen und Formlosen zu setzen, so 
ist eine andere einfachere Methode, auch für 
die Quadratur, zu wünschen. Eine solche. Me- 
thode ist vielleicht noch möglich, Ich habe 
einen F' ersuch dazu in der kleinen Schrift „über 
die ‚Anwendung der Rechnung mit veränder- 


s n PB 
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lichen Grössen ee Geometrie und Mechanik, ‚Berls — 


‚1816, bei Maurer,“ mitgetheilt.und will:die der- 


tige Bemerkung, weil sie nur kurz a hier hersetzen. 
Es sey Alles, wie oben, so ist klar, dass die 


' Fläche PMNQ (Fie: 6.). kleiner ist, als das Recht- 


eck PM'NQ und grösser, als das Rechteck PMN’Q, 
also kleiner als kf(x+R). und ‚grösser als kfx. Nur 


wächst, angenommenermaassen, die Ordinate PM, : 
won: P bis Q, ununterbrochen, und hat, also alle | 
‚mögliche, Längen zwischen PM=fx und QMN 


=f(a+b), Es muss also nothwendig .zwischerz 


PM und QN irgend eine Ordinate RS geben, 


die genau die Länge hat, dass das Rechteck 


PM"N"Q, dessen. Höhe RS ist, der Fläche PMNR 


an Grösse gleich kommt. Es sey PR=mk, so, 
das AR=x+mk, eine Grösse ist, die nothwen- 


: dig zwischen AP=x und AQ=x+k liegt, folg- 


lich m eine Grösse, die nothwendig zwischen o und 
ı liegt. Nun wurde die gesuchte Fläche APM 


-, durch Fx bezeichnet, also ist die Fläche PMNQ 
— F(x+k)—Fx. Da.nun das. Rechteck PM'N"Q_ 
 mekf(c+mk) dieser Flache gleich sein soll, so ise 


kftarmk) = Karl) — Ex | 
Er k2 d?2Fx 


ET den 


dFx pr d2Fx . , 


... 


a ar" 


— Fxz+k 





= k 


folglich = 
- = kdFze I: BFe:__ 
PELMNZ7 — 2 da? + oO 3 de" 


% 


Nun liegt, EEE. A R= =x+k immer 


zwischen AP und AQ, was auch PQ sein mag. 
Es 


& 


/ ; 


a 2. a 2 ? Gr. 
Es. ist also pecinanidig ARz= AP, wenn man PQ 
oder k Null setzt, Folglich ist mk==o für k=o. . '. 
Man erhält salso, wenn man in die gefundene . 
! Gleichung kz=o setzt, . 
en der Satz ist. Ä 
Bier ist von keiner W eglassung und von keinem 
Unendlich- kleinen die Rede, auch nicht etwa von _ 
einer Fläche PMNQ, die Null ist, weil, man Kisug j 


eidg hat, sondern überall von endlichen Grös- 


sen. Denn BB EEE f Ca + k) — dF 2° 


dz 
- se .... beziehet er nicht mehr auf Flä- 
ehen, sondern auf Linien, und Sae+h is der 
Ausdruck einer Linie, nemlich derjenigen unbe- 
kannten Ordinate, die, mit k multiplieirt, die Flä- 
ch PMN Q giebt, und der Uebergang von der 


Fläche zur Linie geschieht durch die vorh erge- 


dFxz | Zr iR 
dx” ze: 








gangene Division mit k. 
Auch erhält man das Resultat, Be ohne 
ko zu setzen, Denn es ist | 
dFx k dEx | 
\ f(x + mk) = [ ng a, oder | 
fe, m? La d? fx 
| fa + mil er a Fr a 
dFx k Fe ka d3 Fz _ / 
Y dx 1,723 ar de3 oder 
 dFx ‘ d2Fxz . 2) 
fe dx m 3.728 Tg 
ve (a, 22 _ m ee), 
| 2.3 dad 2a d«? 
Die Grösse m kann von x abhängig sein, k aber 
| N | 
L- [26] 














” 


1X FE \ 
soll es nicht‘ sein. Da nun, .der Gleichung Zi6e 


| folge, k von fs — abhängig Warn und Die- 





ses der F' oraussetzung entgegen ist,so muss noth- 





dFx dFx 
u wendig fe —- ER 12 — fx sein, 


"So inder man das Resultat auch, ohne k— o zu 
setzen. Also scheint diese v orstellungs- Art die 
nöthige Strenge und Klarheit zu haben. UÜebri- 
gens sieht man auch an diesem Beispiel, dass die 
' Schwierigkeit der Rechnung mit veränderlicher 
Grössen, nicht so wohl in der a Fe selbse, 
als in ihren Anwendungen liegt. ] 


Bezeichnete fx die Fläche eines, auf der Abscisse 
x serikrechten Schnitts eines Körpers, so liesse sich, 
_ auf die nemliche Art, zeigen, dass der Inhalt des 
Körpers durch die Stammgrösse von fx ausgedrückt 
wird. Denn, bezeichnet man diesen Inhalt durch Fx, 
“so drückt die’ Differenz I(z+k)—Fx den, zwischen 
den beiden Schnitten f(x +) und fx, liegenden Theil 
des Körpers aus, und dieser Theil ist nothwendig 
kleiner als der prismatische Körper k f(x +k) und 
grösser als der prismatische Körper Afx, k sey so 
klein, als man will; woraus, wie oben, folgt 


[Der Beweiss auf: die Art, wie oben in dr An- 
merkung, ist jenem ganz ähınlich.] 

-WYenn man also eine Curve sich um die Axe 
‘der = drehen lässt, so entsteht ein Conöid, dessen, 
zur Abscisse x gehöriger, auf der Axe senkrechte 
Sehnitt, ein Kreis ist, dessen ‚Halbmesser y' und 


® 
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dessen Fläche any? ist, wenn r den Umfang des - 


Kreises bedeutet, dessen Halbmesser — ı ist. ‚Nun ist 
durch die Natur. der Curve y== fx gegeben; also 
ist der Inhalt des Schnitts — (fx)? und mithin 
der Inhalt Fx des Conöids der Stammgrösse von 


Trank 
gleich. | An E. 

Die Aufgabe von der Quadratur der Curven ist, 
wie man sieht, die einfachste für die umgekehrte Fünc- 
tionen-Rechnung, weil\es blos darauf ankommt, die | 
Stammgrösse einer gegebenen Function zu finden. ; 
Wir haben im $ten Abschnitte des ersten Theils die 
Mittel zur Erleichterung dieser Untersuchung ange-. . 
deutet. Wir wollen hier noch eine wesentliche Be- * 
merkung hinzufügen. 

Da es nemlich öfters vortheilhaft ist, eine andere - 
veränderliche Grösse an die Stelle der, in der Func- 
tion vorkommenden, zu setzen, um die Function/in an- 
dere einfachere zu zerlegen, oder sonst ihren Aus- 
druck zu vereinfachen, so muss man nicht vergessen, 
in solchem Falle, die Function mit der ersten Ablei- _ 
tung der neuen veränderlichen Grösse zu multipli- 
ciren. Nennt man z. B. u die Fläche der Curve, de» 
ren Ordinate y ist, und betrachtet v und y als Func- 





‚tionen von x, 50 ist, wie wir x sahen, ge =y. "Soll 


nun, aber x selbst noch von einer anderen veränderli- 


,  d 
a Sa w, n hhängen, nz 5 


ı = 


\ 


404 TB | 
un 40 setzen, (go. inter The) [denn er ist ats 
statt 2 setzen, ee eil) | denn es ist a s- 
j x i 


\ du du. 


u | ‚dann a oa de" 


= weiches — = =, — giebt, 


[ei & du m zz y war] u: sw. nn wird: auch ° 
eine ke Function von = gleich einer 2 
ren Grösse, 2. B. = w, gesetzt. Dann ist Ei —_ 


du dw du du dw dw 
. eg, also ei er: 

In.der Differential- und Integral-Rechnung be- 
zeichnet man die Ableitung (das Differential) der Flä- 
che der Curven durch ydx und die Stammgrösse " 


| davon (das Integral) ._ y— f ydı. 


20. 
' Nach der Aufgabe von der Quadratur ist: die 
nächste, diejenige von der Rectification, das heisst, die 
Aufgabe von der Berechnung der Länge der Curven. 
| Wir wollen bei der Auflösung dieser Aufgabe, 
von dem, bei allen alten und neuen Geometern ange- 





| nonımenen, Grundsatze ausgehen, dass von zwei krum- 
men, oder aus graden und krummen zusa immengesetzten 
Linien, wenn sie nach der nemlichen Seite hin hohl 
sind, und die nemlichen End-Puncte haben, die ein- 
schliessende die längere ist. [Dieser Satz kann auck 
bewiesen werden. Man sehe: Legendäre, el&mens de 
geometrie, oder, in der Uebersetzung dieses nemli- 
‚chen Buchs vom Herausgeber, den gten Satz im ten. 
Buch, desgl. die oben erwähnte kleine Schrift über 
die Anwendung der Rechnung mit veränderlichen | 
‚ Grössen auf Geometrie und Mechanik S, 50 4.5: „1 


1 - 
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Büren ‚folgt, däss ein, ganz nach einer ‘Seite . ‚con- 


caver Bogen länger ist, ‘als seine Sehne, aber : zu 


gleich kürzer als die: Stimme »der‘ 'beiden‘ Tangenten. 


an den Enden, zwischen den Enden und ihrem Durch- 


schnitts-Puncte, [also in Fig. 7. der Bogen MN, 
Zänger als die Sehne MN und kürzer als die Summe 
der beiden Tangenten-Stücke MT und TN], Es 
Ä folgt ferner, dass die Länge dieses Bogens grösser ist, 
als der zwischen den beiden Ordinaten liegende Theil 
der ‘Tangente an dem ‘einen Ende und kleiner als 
eben ein solcher Theil der Tangente an dem ande-. 


ren Ende [ also etwa. „grösser als MN und kleiner Ä 


als M N]. 


Denn es ist klar, dass die eine Fansue die Or- 


dinate unter einem kleineren Winkel, die andere un- 


ter einem grösseren Winkel schneidet als die- Sehne, 


[das heisst, dass z. B. MNQ < MNQ und NM'’P 
>.NMP] und dass folglich die Sehne kürzer, als 
die erste und länger als die zweite ’ist, Die letzte 


[7 N] ist also um so mehr kürzer als der Bogen 


[MN, weil schon die Sehne kürzer ist]. Betrachtet 
'man, weiter, ‚die im Scheitel zusammenstossenden, und 
"you dem Durchschnitt der beiden Tangenten gebildeten, 
Dreiecke [MM'T und NN’ 7], so ist leicht zu ‚se-” 
hen, dass die beiden Theile der ersten Tangente [M? v 


und N’T] beide länger sind, als die Theile der zwei- 


ten [M’T und NT] weil diese Theile, als Seitew 


der beiden Dreiecke. betrachtet, grösseren Winkeln 


_ gegemüber liegen, Folglich ist die erste ganze Tan- 
gente [M’N]] länger, als die Summe der. Theile der 
beiden Tangenten, von den Ordinaten, bis zum Durch- 


schniitd -#’nmct RER denn Nr NT, also - 
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NM>NT+MT], Mithin ist auch die erste Tan-. 
_  gente [M.N’] länger, als der Bogen [MN]. 


Nun sey fa die zur Abscine = gehörige Ondi- | 
'nate, so ist, nach (7): 2 die trigonometrische Tan- 
gente des Winkels, unter welchem die Tangente der 
Curve die ‚Abscissen-Axe schneidet [remlich — = = 
= Lang N’ MD, wenn MD mit AQ parallel Fu 
"Folglich ist kJ der, zwischen dem Durchschnitts- 


Puncte [IV] der N und e Ordinate f (+ k), 
| und einer, durch das Ende der Ordinate fx, mit der 
..  Axe parallel gezogenen Linie [MD] liegende Theil 


der Ordinate Kx-+ A). [Also k -E 2 —N'D; dena 
es it ND—= MD tang wuD—ide , Folglich 


= IEN?N __ AFEN?N. 
. it vr £ (% dx ) )arvCe+( dx ) ) der 
von den beiden, um k von einander entfernten, Or- 
dinaten abgeschnittene Theil der Tangente [M.N’]. 
Eben so ist. ern Et R - die trigonometrische Tan- 
_gente des. Winkels [GNF== M'NM] unter wel- 
‚chem die Tangente am andern Ende des Curven-Bo- 
gens, oder bei der Ordinate f(x + A), die Abscissen - 


 Axe schneidet und folglich ry(i + (ED nr ) 
der, zwischen den Ordinaten fx und f(z-+A) be- 


‚ gende, Theil dieser Tangente [M’N]. 
. Man setze, der Kürze wegen, 


vr 2) )= 92 | | 


. 
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so sind-kps und kp(x +) die zwischen den 5 , 
dinaten fx und f(=+k) liegenden Theile [MN’ und 


M "N ] der Tangenten an dem End-Puneten des Cur- _° 


ven-Bogens LHN] Folglich liegt die Länge dieses 
Curven-Bogens zwischen .den beiden Grössen Apxz 
und kp(x+Xk), wo man A so klein annehmen kann, - 
als man will. Wird also die Länge des Curven-Bo- 

“ gens [AM] durch Wx bezeichnet, so muss die Grösse - 
Yec+h— Wx, welche der Ausdruck des zwischen 
den Ordinaten fx und f(z+%) liegenden, Curven- : 
Bogens [MIN] ist, nothwendig zwischen Apx und 
kp(x+k)liegen, so klein auch k sein mag. Daraus folgt, 
vermöge eines ähnlichen Raisonnements, wie in (27.) 


dPx 
u 





Um also die unbestimmte Länge der Curve zu fin- 
den, Muss man die Stammgrösse von x, oder von 


v(i + (2-)) suchen, zu welcher dann eine 


willkürliche Constante hinzugethan werden kann, die 
so bestimmt werden muss, dass der Ausdruck des 
Bogens, für diejenige Abscisse, bei welcher man den j 
Bogen. anfangen lässt, verschwindet. ı | 
Bezeichnet man also die Länge des Bogens, für 
die Coordingten x und y, [vom Anfangs- Punet 
derselben angerechnet; also des Bogens AM] durch 
s; so ist, wenn man s und y als Ya von » 
betrachtet, wegen fe=y ud = 


dx DS 


AR ds ge dy N? 
A FERN | 
Wären x und y durch eiye dritte veränderliche Grösse 


I: x 


KZ B. c gegeben, so se man 7:5 ; | Ber 
ds: d d > 

77° ‚ga statt Zn und 7, setzen (8 J, welchen, 
zwischen dem Bogen der Cure und ihren Coording- 


! ten, die ze 
-v(@ + 2). 
giebt. re 


In der Differentiol-Rechnung wird Dieses Jarch 
| d= Y (dx? + dy?) 

bezeichnet. Ä 
[Hierbei ist dieselbe Erinnerung ZU nahe; 
wie oben, bei der Quadratur. Kürzer lässt sich 
die Grundformel der Rectification auf eine ähn- 
_ liche Art beweisen, wie die der Quadratur, Man 
'beweiset, dass es, wenn die Ordinate, von PM bis 
QN, stetig zu- oder abnimmt, zwischen M und N 
nothwendig einen Punot geben. muss, in welchem 
die Tangente, wenn: man den, zwischen den Or- 
dinaten PM und QN liegenden, Theil derselben 
nimmt, genau, an Länge, dem Bogen MN gleich 
üst. Man sehe.deshalb, und wegen des Beweises 
des archimedischen Satzes, von welchem man aus- 
geht, die vorhererwähnte kleine Schrift über die 
“Anwendung etc. S, 49 bis 60.] 


30. 


Lässt man die gegebene Curve sich um die Ab- 
_ seissen-Axe drehen, so entsteht ein Conöid und die 
beiden Ordinaten fx und f(x+k) beschreiben zwei 
‚ Kreise, deren Halbmesser fx und f (= +k) sind; der 


A 
.. 
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Garven -Boögen beschreibt eine condidische Zone und P 
die beiden Tangenten an den Enden des’ Curven- 
Bogens beschreiben conische Zonen, 

Aber, obgleich die eine von diesen Taangenten, 
wie sich oben zeigte, immer grösser, die andere im- 
mer kleiner ist, als der Bogen, so können dennoch, 
, weil sie beide auf der nemlichen Seite des Bogens 
liegen, die conischen Zonen, welche sie beschreiben, i 
beide zugleich grösser oder kleiner sein, als die co- 
nöidische Zone, welche der Bogen beschreibt. Um 
_ dieser Schwierigkeit auszuweichen, darf man nur die 
zweite Tangente [M’N: Fig. 7.] au der Ordinate. 
fe+b, parallel mit sich selbst,-so weit verlegen, dass . 
der Punct [M’], wo sie die Ordinäte fx schneidet, 
in den Endpunct dieser Ordinate [M} fällt ‚und also 
die Tangente der Ewrve zur Secante wird [folglich 
in die Lage ML kommt, wenn ML parallel mit 
MN’ ist). Alsdann fallen die Secante [MZ} und 
die Tangente an den nemlichen! Punct [MN], noth- 
wendig auf verschiedene Seiten des Bogens, und 
selbst die längste [MN’] fallt immer ausserhalb, und | 
die kürzste [ML] innerhalb. des Bogens,, wie man 
sich durch Zeichnung leicht überzeugen kann; so 
dass die conöidische Zone, welche der Bogen be 
schreibt, nothwendig zwischen den, von der Tan- 
gente kpx und der Secante kplz+k) beschelibeni : 
conischen Zonen eingeschlossen ist, 

Nun weiss man aus der Geometrie, dass: die con- 
vexe Oberfläche eines abgekürzten Kegels gleich ist, 
dem Prodact seiner Seite im die halbe Summe des 
Umfanges der beiden Grundflächen. Bezeichnet also 
rs den Umfang eines Kreises, dessen Halbmesser ı 


\ 


Y 
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* jet, 0 ist die Oberfläche. der ‚conischen Zans wei- - 
che die Tangente kpx beschreibt, 


| | apa. (fer 49 a, 


weil die Halbmesser der beiden Grundflächen [PM=] 
fx und [QN’ =] fx + k I— _& sind. Die Oberfläche 


der anderen conischen ._ welche die Tangente 


- oder Secante kp(x+x%). beschreibt, ist 


pn (fe Em 


an es ist leicht zu sehen, dass die Halbmesser der 


 Grundflächen dieses Kegels [PM —] fx und gt ==] 


fx + Aa) eind. 


Bezeichnet also Wx diejenige Function der Äb- 


seisse x, welche die Oberfläche des Conöids aus- 
drückt, so ist klar, dass die conöidische Oberflache 
+ Peak) — Px ist, und nr diese Grösse zwischen 


knga(fz + + + 1 und 


kmp(z+B) (= S k Kdf@rb 


! 


‘liegt, k sey so klein, als man will, Vermöge eines . 
"ähnlichen Raisonnements, wiein (27.) folgt, dass diese 


Bedingung nicht anders erfüllt werden kann, als wenn 


ersefeanfev(r (le =) ) 


ist, Also erhält man. die Oberfläche des ‚gegebenen 
Conöids, wenn man die Stammgrösse von 


Ver FI) ou von 


A 





i | 2 u SH Zu 
mv(arl DD) 


nimmt.‘ . 
& 


Man setze, im Allgemeinen, & es werde die Hass 
tion Fx gesucht, für welche die Differenz F(z+Xk) 
— Fxz immer zwischen den beiden Grössen Kfak) 
und 'kp(x, hy liegt, wo f und @ gegebene Functio- ' 
nen von ‘x und A, von der Art, bezeichnen, dass fx 
== 9x ist, werm man k = o setzt, und für welche 
diese Bedingung erfüllt wird, so klein auch A sein 
mag: [So zst:es in den obigen Beispielen.] 

Wenden wir unsern Lehrsatz au, so ist 

Fa+h= =Fz4 a + E 1.2 > 
"und | = 


fh ER Kun afie 2 
Plz, k) == $px + ‚are, 


wo die Grösse & einen unbestitmhten, her & immer 
zwischen o und k liegenden Werth hat, und für die 
verschiedenen Functionen verschieden sein kann. Da 
nun f= px sein soll für ko], so zn Er 


äe > gegebene Bedingung darauf, dass [Q =] k = 


k? 2 
= Zen zwischen den beiden Grenzen 


IP=]Afz ur FED ua [R=ige „udgieh re] 


up ER Geil ya fe is] liegen 


MN, Su Sr 
’muss, wie klein auch % Ach Also Mauss die Difiereng 
[Q0—-?=] 


(I fe) + 24 orten h + dfle, SH) 
ünmer ae) sein, 'als die Differenz [R—?=] 
Pr Gi, PC, }) da er 4) N 


So lange aber die, in die E. Potenz +on k mult- 

plicirte, Grösse nicht Null ist, kann man k immer 

. so klein annehmen, dass die erste Grösse grösser, 

als die zweite ist. Denn man ;darf. zu dem Ende nın- 

k, ohne Rücksicht auf ‚das Zeichen : ‚kleiner, -als 
d F s__ fx 

EM ARE setzen, [if ak 


We grösser, als als R— P, ER 


Bee far rg FED _ le 3) 
ee ae oder 


fe > Li, d2F( A), oder 


2 Pr _— ns 2 
SG Er) ER ie] 


ar, 


m Die Vereine Bedingung erforden a: noth- 





wendig, | dass > 
m _ =fz 


ist, das heisst, dass die ec Grösse Fx die Samm- | 


_ . grösse von S® ist. Um den vollständigen Werth von 
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Fx zu finden, muss mm eine willkürliche Constante 


hinzufügen, deren Werth nach dem Bedingungen der 5 


Aufgabe 'bestimmt "wird. 


| [Diese F' REN BR in er a 
einzelnen Fällen angewendeten, Rechnung: ist wich- 
tig. Sie würde das, ın ähnlichen Fällen gewöhn- 


liche, Verfahren der Differentia I-Rechnung recht- 
fertigen, allein es scheint dagegen Einiges einzu- 
‘wenden. Es wird z. B. vorausgesetzt, dass all- 
gemein f(x, k), also nicht sowohl Se@+ + A), son- 


dern eine, aufbeliebige Meise, von zund kab- 


hängende Grösse, gleich fx + k ln! gesetzt 


werden. kann, wo A zwischen o und k liegt. Es 
scheint, als wenn Dieses noch erst besonders be- 
wiesen werden müsste. Uebrigens ist Nichts ver- 
loren, wenn auch diese Verallgemeinerung nicht 
haltbar sein sollte. Denn es ist kein besonderer 
Nutzen davon abzusehen, wenn man auch wirklich 


die Beweise und Deductionen der elementaren Fälle 
auf gleichsam mechanische Regeln bringen könnte.] 


me ne ee 
a ne, 


S 


ee 0? 
Siebenter Abschnitt. 


| Theorie ‚der Bertkiung der Curven doppelter 
. Krümmung. Vom Krümmungs „Halbmesser, von 
den Mittel-Puncten der ‚Krümmung und den 
‘geometrischen Orten derselben. Von den Evo- 
_ Iuten der Curven doppelter Krümmung. Qua- 
| dratur' und Rectification dieser Curven: > 


32. \ | 

Die Curven in der Ebene sind Gegenstände der 
Geometrie mit zwei Abmessungen, und hängen folg- 
_ lich nur von zwei Coordinaten ab. Die Curven dop- _ 
| pelter Krümmung gehören für die Geometrie mit drei 
oo. Abmessımgen, weil sie nur auf Körper- -Oberflächen | 
beschrieben werden können. Sie hängen von drei, 
_ auf'einander senkrechten, Coordinaten ab, deren zwei, 
Functionen der dritten sind, so dass sie also nur durch 
zwei Gleichungen zwischen drei veränderlichen Grös- 
sen ausgedrückt werden können. [/enn man eine 
Curve doppelter Krümmung auf zwei beliebige, 
auf einander senkrechte Ebenen projicirt , so 
entstehen zwei, durch die Curve gehende, Cylin- 
‚der-Plächen. die auf den beiden Ebenen senkrecht 
sind, Die Curve kann also als der Durchschnitt 
zweier solcher Cylinder- Flächen betrachtet wer- 
den. Die beiden Gleichungen ‚welche die Curve 
 ausdrücken,- kann man sich als die Gleichüngen 
ihrer Projectionen auf die beiden Ebenen vor- 
‚stellen, welche Curven in der Ebene sind.] 


8 
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Es sey- de ir ng habe Curve doppeör 
a 
- y= fx und z = px, , 
wo x, y, z drei auf einander rechtwinklige Coorli- | 


naten bedeuten [y = fx ist dann die Gleichung der | 
Projection der gegebenen Curve doppelter Krüm- 


mung auf die Ebene der x, y; z=gpx ist die Glei- 
chung der Projection !der Curve auf; die Ebeng 
der x, z].: Für irgend eine andere Cufve Auppeler 
Krümmung sey_ | 
qg=Fp wd r—= 2p Pr, & 
wo p; 9, r ebenfalls die drei, auf die nemlichen Axen 
bezogenen, auf einander senkfechten Coordinaten be- 
zeichnen. Sollen die beiden Curven für die Abscisse 

2% einen Punct gemein haben, so miss, wenn man: 
| p=® setzt, auch . 
==y und r=z, alo , 
” ymfcı, zu V: 
sein. Pe | Sr 
. Für irgend einen anderen, zu der Abscisse z+k 
gehörigen Punet, sind die Ordinaten y und z gleich 
ft&+k) und p(x+A), und die Ordinäten g und r 


‚gleich F(xz+k) und WP(x+k) Setzt Ian, der 


Kürze wegen, 
je) ne und par Pa, 
so fst leicht zu sehen, dass die Entfernung D der, 


zu der ‚Abscisse x + k gehörigen, Puncte der beiden 


Curven 

D= Vo + 9) 
ist. [.Vemlich, wenn in Fig. 8. AB und AC die j 
Azen der « und:der y sind, die.libene CAB etwa 
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horizontal Daganemmen wird, und AP =«, 
PM=y und PQ=k ist, und man stellt sich. 
unter M', N’ zwei senkrechte, über M, N lie- 
gende, zu den Abseissen x und x+k gehörende 
Puncte der ersten, unter 5’ den, senkrecht über S 
‚ liegenden, Punet der zweiten Curve vor; so is£ 
offenbar NS = —= f(x+h— Fx +b=bd und der 
‚ Unterschied der Höhen der Puncte N’ und $’ über 
der Ebene der BAC, — = p(e+h) — YWxe+h) 6; 
. also ist die Entfernung der Puncte N’ und $', von 
| einander, — V.(8° + 62)]. Nun lässt sich, auf eine 
ähnliche Weise, wie im Anfange dieses zweiten Theils, 
zeigen, dass - sobald 


dfxz __ drx d dpox. aWx 
dz | Te = de ’ 
unmöglich ist, dass irgend eine andere Curve, die 
nicht die nemlichen Bedingungen erfüllt, zwischen 
den beiden Curven hindurch gehen kann. [.Dieses 
‚folgo auch unmittelbar daraus, dass, sobald sich die 
beiden Curven doppelter Krümmung berühren, auch 
ihre Projectionen einander berühren müssen. Denn, 
berühren sich die Projectionen, so kann zwischen 
denselben keine andere Curve, ohne die nemlichen 
Bedingungen der Berührung, hindurchgehen, folg- 
lich auch keine darüber liegende Curve doppelter 
‚Krümmung zwischen den beiden gegebenen ‚die 
sich berühren. ] 








Wäre ferner | a 
(d2fz _ d2Fx Eu dx 
dx?’ er dx? x = dx? ’ 
so würde sich auf die u Weise zeigen PORORRR 
Bu una: dass 


..\ 


4 Pr 
a ; 
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dass keine andere Carve, für welche‘ diese ‚ Gleichun: 


gen nicht auch Statt finden, zwischen den beiden Ba 


ven ‚hindurchgehen kann u. s.‘w. { 
ni Wendet man also auf die Curve doppelter Krim- 


mung: die nemlichen Ansichten von den verschiedenen, 


Ordnungen der Berührung der Ouryen. in der Ehene 


an, so folgt, dass die beiden ersten Bedingungen. eine ' 


Berührung erster Ordnung, die beiden andern eine Be- 
rührung, zweiter Ordnung bestimmen, u. s. w. 


Sind überhaupt &, y, z die Coordinaten einer 


- gegebenen Curve, und p, g, r die Coordinaten einer 


is 


„andern Curve, für welche die Bedingungen der Be- . 


rührung einer gegebenen Ordnung. mit der gegebe- 
nen Curve gesucht werden, so finden, wenn 'F(pgr) 


=u==o und Y(pgr) =w=o die beiden.Glei- 
chungen der zweiten Curve sind, für‘ die Berührung 


erster Ordnung, die vier Gleichungen 
du) den) 


amon=o, Ze und er =o 
Statt, wenn man p — — x, q=y, r=z setzt. Für 
eine Berührung zweiter Ordnung kommen ‚noch ‚die 
beiden Gleichungen 
d’(u) _ 
dx? Ei 
"hinzu u. sw. : Veberall werden Y and z als Fans 


und 








dan) 
dx“ 


tionen von x betrachtet. [Denn die Gleichungen : 


dy de. day 


geben a die nemlichen dx’ ER, dz® _—— 





zZ ‚ 
etc, welche man erhal we ‚wenn. man 
dx? 


erst y und z aus den Gleichungen entwickelte und 
erst dann die Ableitungen nähme.)] Diesen: Glei- 


nz u: . 
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| chungen kann, durch die willkürlichen. Constanten a, 

b, c.... welche: in den gegebenen Ausdrücken Kipgr) 
= u und Y(pqr) = w vorkommen, und welche man, 
wie oben (ı0.), Elemente der Berührung, oder 
Parnweker nennen kann, weil sie durch x, y, 2» 


dz 


ber A ee er. bestimmt van Genüge geschehen. 
de’ da x 


53. 


Man setze, die gegebene Curve 'sey eine ae 
' Linie, deren Gleichwmgen 

gzurbpwmd r=aerfp 
sind, Damit (diese ‚grade Linie irgend eine gegebene 
Curve, deren Coordinaten x, y, 2 sind, in der ersterı 
Ordaung berühre, d. h. ihre Dangente sey, misserr 
die vier Gleichungen 
| yzarın:=a+ße, I — =, 2 =ß 


Statt finden, woraus folgt 


so, dass die Gleichungen der. Tangente, auf die Coor- : 
dinaten p, q, r bezogen, folgende sind 


dy dy dz _dz 
geyigtr PERF TR 2 


Ei q =y+0- und rzi+ ne] 
Es ist leicht zu sehen, dass diese beiden Gleichungen 


die Tangenten der beiden Curven in der Ebene aus- 
‚ drücken, welche die Projectionen der gegebenen Curve 
auf die Ebenen der x, y und der x, z sind (6% 
so dass man, um ‚eine Tangente an «eine Curye: dop-, 


+ } . * £ 

y° 

0° ä D) 
y s 


En: DE 
peter REN zu. he: nur a Tanganten ih- 
ter. beiden Projectionen ziehen darf. Die grade 
Linie ‚ deren’ Projectionen diese beiden Tangenten 
ind, ist ie gesuchte Tangente. 


. s 
ts 


54 
Es werde ferner der Krümmungs-Kreis einer 
Curve doppelter Krümmung gesucht, | 
Um auf die kürzeste Weise die allgemeine Glei- 


ix, chungen eines Kreises in einer beliebigen Ebene aus- , 


"Zudrücken, wollen wir den Kreis als den Durchschnitt 


der Ebene mit einer Kugelfläche, durch deren Mittel- 


_Punct sie geht, betrachten; der Halbmesser und der. 


Mittel-Punct der Kugel sind alsdann der Halbmesser 
und der Mittel- Punct des Kreises, und die Ebene ist 


| die Ebene des 'Kreises. 


Die allgemeine Gleichung einer Kugel, auf die 
drei Coordinaten p, g, r bezogen, ist / 


P—- er + Dr +rtr— mg, 


‚wo a, b, c die Coordinaten des Mittel-Puncts ‚sind 


und 3 der, Halbmesser ist. , Die Gleichung einer | 


Ebene, durch den Punct, dessen Coordinaten a, b,.c 


sind, ist, mit den nemlichen Coordinaten P9T 


pPrarmag—-b) rat )=m. . 
[Man finder die Herleitung der Gleichungen die- 
ser Art, unter andern, bei Monge, in der Appli- 
cation de lanalyse 4 la geometrie, und in der er» 
sten Abhandlung des ersten Bandes der. Samm- 


‚ lung mathematischer Aufsätze des Herausgebers] 


wo.m und x zwei willkürliche Constanten . bedeuten, 
welche die Neigung der Ebene gegen die festen 


% N 

ko, . 34 ir \ 
 Coordinaten „Ebenen bortimnsen: Das Berka dieser 
_ beiden Gleichungen bestimmt also einen Kreis vom 
Halbmesser g, dessen Mittel -Punct die Coordinaten 
Ei; a, b, c hat und dessen Ebene von den Grössen m 
undız abhängt. 

‚ Setzt man also fin a TER Ciacinsen 
po, yz=y wdr=z [damit der Kreis mit 





der Bu Curve zuerst einen Punct gemein 
habe] und nimmt därauf die ersten und zweiten Ab- 
_ leitungen, so erhält man- folgende sechs Gleichungen: 2 
U a—a)2 + (vd) + @— 0): = 8? a 
“_ za m(y—b) + n(a—c) =0. | 


, d d 
—4+ Gb + (e- 0) 75 =o, 





dy dz ee 
ı + Kar r3 + Z —— > en: 0, | 
(HE) ron = 
“x 4 
a N day d’z _ a Br 


u er ae dx* un 


x 


. Die vier ersten von diesen sechs Gleichungert drücken die 
. Bedingungen aus, welche erfüllt werden müssen, wenn 
- der Kreis die Curve doppelter Krümmung in der er- 
sten Ordnung berühren soll: x, y, z sind die Coor- 
dinaten der Curve, und y und z werden als Func- _ 
tionen von ” betrachtet, Nimmt man die beiden letz- 
ten Gleichungen hinzu, so ‘hat man die Bedingungen 
- für die Berührung zweiter Ordnung, das heisst, die 
Bedingungen, unter welchen der Kreis mit dem Krüm- 
mungs-Kreise der Curye über einkommt. | 

. Da in dieser Gleichung 'sechs unbestimmte Grös- 
sen ® .b, c, 8, m, n vorkommen,-so kann man al- 


Ge’ Be ‚423 
len Bedingungen ein Genüge than und Grösse und ° 
Länge des Krümmungs-Kreises vollständig finden, 
Verlangte. man aber blos einen berührenden Kreis, 


so blieben zwei Grössen unbestimmt, für welche man - 


den Halbmesser g und vine-der beiden Grössen m 
und » annehmen kann. In diesem Fall bestimmt, die 
[zweite] er Te 


ı 2—o&a+ 1-0 + or ='0,.: 


’ die Ebene, in welcher die Mittel - Pansis aller Kreise 
‚liegen, die die gegebene Curve berühren können [weil 
in dieser Gleichung, ausser x, y und 2, welche 
Grässen für jeden Punct der Curve bestimmt und 
gegeben sind, nur noch diese unbestimmten Coor- 
dinaten der Kreis- Mittel- Puncte a, b, e in der 
‚ ersten Ordnung vorkommen, so dass also die Glei- 
chung zwischen den unbestimmten Grössen a,b, c 
Statt findet. Eine solche Gleichung ist die ei- 
ner Ebene, in. welcher alle zu den Coordinaten a, 
'b, e gehörigen Puncte, also alle mögliche Kreis- 
Mittel- Puncte liegen]. ‘ Und da der Halbmesser‘ 

des berührenden Kreises auf der Curve nothwendig 
senkrecht ist, so. ist. die Gleichung die, einer ‚Ebene, 
welche senkrecht auf der Curve steht. a, 22 ce sind 
die Coordinaten dieser Ebene. 


Wir wollen nun die Ber ührung zweiter Ordnung 
untersuchen. Die drei ersten en Be wenn 
man, der. Kürze wegen, 


lea -) Ic el fer 


setzt; 


Be S 
s—c= G=-2 Z)e 
rn 

[Man überzeugt: sich, ohne die‘ etwas weitläuftige 
Entwickelung zu wiederholen, am besten von der 
Richtigkeit dieser Ausdrücke, wenn man diese 
Werche von &—a, y—b und z—e in die erste, 
‚zweite und dritte Gleichung‘ substittirt. Es ist 
leicht und ohne weitere Rechnung zu sehen, dass 
sie diesen drei Gleichungen sämmtlich ein N 
chun.] 

- Setzt man diese Werthe [von y—b und FR 
in die fünfte Gleichung, so erhält man 


BOROa 


also] | ZUR | 
NE | (: ra 2) + (@ Je. 
— } T dz d? . 
| 3-0 
Endlich geben die vierte und sechste Gleichung 


‚day dz dıy d:z dy 
[5% +” dx dx: de: =: und: 








d? l d?z .. de 
rn (EEE = abe] 


f] 


ee Be 


a a 2) 
dz d?y dy d?z’ , de dey .dy d’z’ 
dx "dx? dx" dx: de‘ da= ds ' dx? 


” 


welche Werihe' inan in die obigen Ausdeitke subsli- 
'tuiren kann. Man findet, nach Sinigen Reductionen, 


re HD EI WEH H + ar) 
z d’y dy  d?z 
ca ee a 





und hieraus 


(i + FOR RIe9). m 








DAT d? 2 z d’y dy d2z\a\ 
van () ni = gz 5 a > I 
| diy dz, d?z 
RS 2) + E) IC 2 dx? = ‚dx? .r) 


az=x— diy dz 4?y dy d 


Fi a) 
- =) +) + ee 5) 
d dp dz/de dy d*z 
Bi 6 Gr)" + +5 (Eu) 
Kae: d in / # d?z 
a + Wen. 
dyjl:®y dy de: 
+)’ az se nu) 
d’ (E d’y  drıye ı. 
| (5 mag Gr Pr, — dx? 2}. 
[Da die Berechnung dieser Formeln aus den E0- 
gebenen Vordersätzen, obgleich sie etwas weitläuf- 
tig ist, weiter keine Schwierigkeit hat, so will ich 
derselben keinen Raum aufopfern. is 











Setzt man, der Kürze wegen, und um die Fer- 
hältnisse der Ausdrücke unter einander sichtbar 
zu ae 


w ice +(@ = 


x 


| 484 je a. -34. u. 


Sn weg a)=t ind 
da ey day d?z 
dx ' de? de’ da® u 
so ist 
Een 
I var), 


dy d’y .dz z=) 
PAu- mtr )- 











ee @+R 
- day dz 
.,P@+29 . 
I | dEz 
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Die. Grösse & BE den Krümmungs- Halb- 
messer .der gegebenen Curve und a, d, c sind die 
Coordinaten der Curve, in welcher die Mittel-Puncte 
aller Krümmungs - Kreise liegen. Diese Curve ist 
aber nicht nothwendig die Eyolute der gegebenen, wie 

bei Curyen in der Ehene. [Denn man setze z. B. 

e== 0, so liegt die Curve, in welcher sich die Mit= 
“rei. Punete der Krümmungs-Kreise befinden, irz 
. der Ebene der z,y. Wegen c—o ist aber, wie 
die Formeln. zeigen, nicht nothwendig z==0, also 
liegt deshalb die gegebene. Curve nicht nothwer- 
dig ebenfalls in der Ebene der 2 Y Das letzte 
aber müsste der Fall sein, wenn der geometrische 
Ort der Mittel- Puncte die Evolute der gegebe=. 
nen Curve sein sollte; also ist dieses nicht noth- 


wendig. der Fall] 


i F 


\ 


Dan 2: tz 


Um sich en [noch näher) zu fbersengen, | 
“und zugleich die ‚Bedingungen zu finden, unter wel- 
chen der ‚geometrische Ort der Mittel-Puncte der 
Krümmungs- Kreise die Evolute der gegebenen Curve 
doppelter Krümmung ist, kann man, wie in (23) » yer- 
. fahren. 

Man nehme die aus den drei BR Gleichun- 
gen gezogenen obigen en von a,b, c, sa ist] 


(#5 Emzs 
T 
d De 
(m Z)E | 
a en . 


ae, Do 


€ u 
j T 


az x — 


Betrachtet man in diesen Ausdrücken die Grös- 
# : un, x 
‚sen xY 2 und. nebst » und z, als un- 


veranderlich‘ und die Grösse g allein als veränderlich, 
so sind @, 2, c die Coordinaten der graden Linie, 
in ‘welcher [für jedes einzelne x, y und z] der 
‚Krümmungs- Halbmesser, liegt. Betrachtet man hin- | 
gegen alle jene Grössen als veränderlich, und zwar 
am, n und g als in & gegeben, weil yundzin x ge- 
geben sind, so drücken a, b, ce die Coordinaten der 
Mittel- Puncts - Curve aus. . Damit nun die vorige 
grade Linie diese Curve in der ersten Ordnung be- 
rühre, Lwelohes die Eigenschaft der Evolute ist,]: 


| da 
so.müssen die Werthe von z Fe und = Ze: 


Y 


ME: 55. U. 


wenn man 5 und c als Functionen von a, oder, all- - 
' gemeiner, a, 5, c äls Funclionen einer anderen belie- 

kigen ‚veränderlichen Grösse 'betrachtet ‚zu welcher. 

man, weil sie willkürlich ist, auch x nehmen kahriy, 

die newmlichen in beiden Fällen seien. fZs Ze nem- 

lich Bi ‚2 m — er PTR Ben de, da = de alte 

da da de da ' er de ? 
db db da de de 
nr = ed Tu zu Fun sind 


db. wid A, ir Fall &y 2; Mm ünd x verän- 


. da, 
" derlich sind, die trigonomitrischen Tangenten der 
' Winkel, welche die Tangente der Mittel- Puncts- 
Curve mit den Coordinaten- Ebenen macht, und, 
im Fall x, Y, 2, m und n constant Sind, die tri-- 
 gonometrischen Tangenten der Winkel, welche der 
Krümmungs-Halbmesser mit denCoordinaten-Ebe- 
 ‚ınen macht, Also müssen “> und a in beiden 
= ,.: da da Ä 
Fällen gleich sein, weil, im Fall der Krümmungs- 
| Halbmesser die Mittel - Puncts - Curve berühren 
2 soR, ‚Jene Winkel gleich sein müssen. Folglich 
| da  dg db de 
de de’ da‘ da’ 
Rt E [welche = und I. : = 
--- - ae geben, wenn man sie durch einander di- 
vidire} die nemlichen sein, die Grössen 4b,ogg 
mögen allein, oder die Grössen x, y, 3, m und 
7 zugleich mit veränderlich sein. [‚Dieser letzte 
Schluss scheint einige Schwierigkeit zu haben. Denr 


\ 





_ müssen aus die Wer the von 


x 


’ x 


38. ME, ee 7. 


da de dl dr de. dB, | 
de’ dx dx’dx de 


\ 
wenn die drei Grössen, : 


. die nemlichen in beiden Fällen sind, so sind, es 


zwar allerdings äuch ihre Quorienten 2 22. 2 
db de da __ de 
m, und —— Frhr ar aber miche umge- 


kehrt scheint zu folgen, dass, wein die beiden 


Quotienten. die nemlichen sind, auch Zähler und 


Nenner dieselben sein müssen. Diese Zühler | 


nnd Nenner könnten auch andere Formen haben, 
ohne dass die Quotienten range die  nemli- , 


ei) 


chen zu sein, Es dürften z.B. nur — 7 


db E4 da\ de er 
da’ TE) da + die nemli- 


chen er ur für beide Peg bchelien, so blieben, 
" ebenfalls die Quotienten dieselben. Inden zwei ähn- 


| lichen Fällen (23.) bei Curven in der Ebene, scheint 


dieser Gegenstand genauer ausgedrückt] _Folg- 
lich müssen: die Gleichungen, welche diese Werthe 
' bestimmen, auf beide Fälle passen. [Dieses ist un 
streitig richtig, wie überhaupt das Resultat, Nur 


i 


’ 


‚scheint es. nicht grade nothwendig, dass grade die 


drei Grössen pa; : 2 I. : Se, =; 5 die 


 nemlichen W erthe für Lada Fälle haben müssen. 
Sie haben sie wirklich, wie sich sogleich zeigen 
wird, und es folgt daraus ohne Zweifel, dass.auch 

db da ‚db  ,de da 
die zwei Grössen Frälrahrn und reg 


== Fe die nemlichen Werthe haben, worauf das 
Resultat beruht;, nur folgt nicht, wie es scheint, 


j a. 


’ 


L 


2.7 Be 2 2 ze 
“dass deshalb grade jene drei Grössen und keine 
anderen die mehrerwähnte Eigenschaft haben müs- 
sen. Grade sie kommen blos deshalb vor, weil 
man diese Quotienten unmittelbar aus den Glei- 
chungen findet.) | | 

„ Betrachtet man nun die Gleichungen, echo zur 
ers der Grössen a, b, c, g, mund n, in, 


, d 
a 





“sen zu A Zeit sich verändern,. so ist klar, date 


zu den: beiden Gleichungen TE 3 


Ar 


u) + rn + (2 +.) - und 
(@—a).4 0-5) X +(2+c) = 0, 


zugleich noch die Gleichung 


I da db de __ dg 
Der 
- gehört und diese ist genau die Ableitung der ersten, 
wenn man a, b, c und g allein als veränderlich an- 
nimmt. [Denn, wenn x, y undz allein veränder- 
lich sind, so giebt die Gleichung (<—a)? + (y—b)? 
E (a0)? —g? folgende: (<—.a) + yo) 
+ (z—c) z ==20. Sind hingegen x,y,z,m,n, 
@, b,e, g zugleich veränderlich, so giebt sie: (c—a) 


d d 
HH) 4-0 


-(2—£) — =g =. Eins vom Andern abgezo- 


gen giebt — (x—0) = u es (26) Ze 


. 
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# 


— RrE =, „welches die erste Ableitung von (an)? 


+ re + (z—c)? ug? ist, wenn man a,b,c. 


“allein als verändprlich betrachtet, wie es auch sein. 


muss, weil in (ca)? + (y—b)? + (20)? = g}, 


blos x, y,zund a,b,c; mundn aber nicht vor- 
 kommen.] Eben‘so geben die beiden Gleichungen 


"(32 eyrot FRE u | 


noch RR Gleichung 


By Be De 00 
de * dx. de dx. de :’ . ® 


welche ebenfalls genau die abgeleitete der .ersten.ist, 


wenn man a, b, c allein als veränderlich annimmt 
[und zwar wiederum, weil m und n nicht vor- 


| kommen). Diese beiden re [- aa) 


u G-Da-0-0% =. we 


c2 ni . dz =. 
+ 77° — de 2 erfüllen also die ge- 


gebene en [Denn die Gleichung der Ku- 
gel, von welcher bis jetzt die Rede ist, sey K==o. 
Die erste und zweite Ableitung der Grösse K 


' mögen, wenn nur x, y, 2 sich ai der 


R | 

Kürze ‚wegen, durch — und. Er Sn ; wenn a, b, 
2 

out, Y, 2 sich verändern, durch — «D und er, 


und wenn nur a,b, c sich allein en durch 


[4 


+ n 


430 | . | | 55. 1 en 





2.9 und d2K ‚ bezeichnet werden, so sind die 
da "da dx 


von Br Kugel hergenommenen drei Gleichungen, 
welche zur Bestimmung von % b,.c und & gedient 
haben, folgende: ” . 
dK dK 

K=0ı 77,7° und are 


’ 





Verlangt. man nun - hieraus folgenden Werthe 


da db 
von 7. ds und für die beiden Fälle, 


wenn alle Grössen, und wenn nur a, B, c allein 


‚sich verändern, so können solche nur aus jemen 


drei Bestimmungs-Gleichungen, und zwar nur aus e 


j | | . ak 
‚den ersten’ Ableitungen von K=o und reich, 


die nicht über die zweite Ordnung hinausgehen, 
‚genommen werden, Diese abgeleiteten Gleichungen 


sind, im ersten Fall, wenn Alles sich verändert, 


AK AK @K,_BK 
+ me und 7, + ge 


hingegen im zweiten, wenn nur Q; b, c sich ver- 





ändern, 
dR ==o und IR =o 
"da dad 


Aus diesen Gleichungen müssen die, zu den gefun- 
denen Werthen von a,b,c gehörigen Ableitungen 


| Ri d 
Fe: da db 2 ‚in den beiden Fällen genommen 


dx’ da’ dz : 
2 
werden, Nun sind IK zo und Gr: zur 


Bestimmung von a, b, c selbst ae worden; 


also sind diese Grössen = und © ER 2, für alle 


\ 
ar 


35. U: rt? 


Fäne, Null. Lässt man sie daher weg, sQ ) ging die 
Gleichungen, welche zur Beslimmung der Grössen 
da db de 


GE Te du dienen sollen, im ersten er wenn 


Alles sich verändert, 


d? 
Aa de. 


Im zweiten Fall, wenn nur a, b,c ge verändern, 


wären sie 3 
dK_, aK 
| da be 2 da da dx — zu i | 
Sie sind folglich, in beiden Fällen die nemlichen, | 
da db de 
Mithin haben nothwendig du’ de? 28: in so 


fern sie von der Kugel abhängen, in beiden Fäl. 
‚den den nemlichen VWerth, alle Grössen mögen sich 
verändern, oder nur a, b, c.] Aber die obigen bei= 
den Gleichungen sind zur Bestimmung der drei Grös- 


sen da ’ en iR EM ‚de , ..dE, nicht hinläng- 


‚lich [weil sich aus zwei De drei Grössen \ 


nicht bestimmen lassen]. Man muss also, auf eine 
ähnliche Weise, eine nn Gleichung suchen, nr 
= 

a = enthält, 

Die beiden obigen zwei a sind aus. ER 
Gleichung . der Kugel [(2—a)? + (y--b)? + (42)? 
= 8°] genommen. Man aehme die dritte aug der 
Gleichung der Ebene: (<—a) + m(y—b) + m(z—c)= o, 


che die Ableitungen ni 


welche, wenn man Alles [zack x] sich ‚verändern | 


lisst, [ + wen a de 
er "de N 77 


+ + a) Ze == o,] ‚also, wenn man 


- 


Ze >35. Bro 


| auf die Gleikkhung 1 + em nd =o, (is für 


den Fall Statt findet, wenn x,y.undz allein sich. 
verändern] Rücksicht nimmt, [nemlich, sie von der 
vorigen abzieht:] de ur 2% 

— z mi WEEREENE® =o 

giebt, welche Gleichung, wie man sieht, die erste ab 
geleitete Gleichung zu der vorigen ist, wenn man a, 

b, c, m und n ebenfalls als veränderlich annimmt. 
. [Hierbei finder nun eine ähnliche Bemerkung Statt, 
wie oben bei den Gleichungen zur Bestimmung von 

z — une — die von der Kugel herkom- 
men] Diess- Er erfüllt aber die Bedingung 
[dass der Krümmungs- Halbmesser ‘der gegebenen 
Curve die Mittel - Punets- Curve berühre] nur'dann, 
wenn der von der Veränderung der Grössen m und 
rn abhängende Theil verschwindet, das heisst, nur 
dann, wenn die Grösse m 


’ , 


Ze er a) = =o 


ist. (Denn, erfüllte sie die Balizung: ohne das, 
‚so müsste sie, wie die ersten beiden. obigen Glei- 
chungen, die Ableitung der Gleichung der Ebene \ 
x—a + m(y—b) # n(z—c) = o in der Foraussez- 
zung sein, dass blos a, b, c veränderlich sind. 


da db "de 
Le — T — — u— 
tztere aber ist blos Era de n de ==o, 
"da db & dm 


er (. Dre vr Also müssen = beiden Glieder 
| (y—b) 


a > A ie 
’ 


on 8 ka a 433 


_ 


( y-H32 + de et an und fü r sich Null sein, 


damit diese, in der F oraussetzung dass ‚Alles sich 
verändere, zugleich dem Falle entsprechen, wenn 
blos a,b und.c ver änderlich sind; Der Umstand, | 
dass die von der Ebene,hergenommene Gleichung, 
nicht wie die obigen beiden, von der Kugel her= 
rührenden, den beiden V' oraussetzungen zugleich, | 
dass Alles und dass blos a,b,c veränderlich sind, 
von selbst entsprechen, 'kommi daher, dass in der 
Gleichung der Kugel die Grössen m und n gar 
nicht vorkommen, wohl aber in der Gleichung der 
Ebene, wo sie, wenn x, y und z warlüiren, con- 
stant sind, weil sie erst hernach aus den Verhält- z 
nissen zwischen x, y und z, die erforderlich si 2d, 
‚damit der. Krümmungs- Kreis die gegebene Curve 
in der zweiten Ordnung berühre, bestimmt wer- 
den. Wenn man nemlich den Krümmungs-Kreis 
für ein bestimmtes x, y, z finden will, so sind m 
und n, wie a, b, c, constante und unbekannte 
Grössen, die aus der Bedingung der Berührung 
des Kreises mit der Curve gefunden werden müs- 
sen. Sie sind nicht veränderlich, weil sie sich nur 
auf einen bestimmten Punct der Curve, oder nur 
auf einen und denselben Krümmungs-Kreis, oder 
.aur auf ein bestimmtes x, yundz beziehen, Sucht 
man hingegen die Tangente der Mittel- Puncts= 
‘Curve, welches dadurch geschieht, dass man von 
- einem Puncte derselben zum andern geht und des- 
halb a,b, c sich verändern lässt, so geht man. 
von einem Berührungs\ Kreise zum andern über, 
und alsdann sind m und n veränderlich,] | 


4 Be i 18] 


‘ tungen: 


ER 55 | Due 


Findet die Bedingung rc Pan Dad is (2 9% 





dis 0) Statt, so giebt die. übrig Debende ag 


. da db en 
| ’ 2 amlrn=o, 
verbunden mit den zw beiden ze 
[-= da a ey Ze-=elt und 
da dy dz de __ ] 
dx ! ar aux, de ' de ,J 
| a d db d 
diejenigen Werthe von’ 22 re Ze und 
: : 2, welche die nemlichen bleiben, die Grös- 
de " d& 


sen a, b, c, d mögen allein, oder x, y, z, m und n 
zugleich mit veränderlich sein. Folglich fallt dann, 
in diesem Fall, auch die grade Linie, in welcher der 
Krümmungs - Halbmesser liegt, mit der Tangente der 
Mittel - Puncts - Curve zusammen; [weil, wenn die 
drei Grössen = Sn: 8, SE in bein | 
den Fällen die nemlichen Werthe behalten, auch 


ihre beiden Quotienten 2 - aa ——— ı und 


de da de 
Te de de die nemlichen sind] auch ist der 


Krümmungs - Halbmesser die Tangente selbst, weil 
sein Endpunct in der Mittel-Puncts-Curve liegt. In 
diesem Fall haben die obigen Ausdrücke von a. b, e 
(35. im Be des ge) zu ersten Ablei-. 


| N dz dg 
da BRaR dx dx do 


dx T BZ, 


so dr dg 
db BEL. ( 7, dx dx. s or 
dx az c T \ ’ | FR 
# - d ' .dg ; iz Fr 
de. nr» de I As ’ 


de Et 
[wenn man nelich a,b, e le RE verändern 
lässt] woraus (a 


= area 
8 +)) 


ee die Summe der Quadrate ER Coeffigien- 
de | 2, f 


ten von Te in den drei Ausdrücken, ist = @] | 


Nun zeigt diese Gleichung, wie wir weiter un- 
ten (37.) sehen werden, dass g dem Curven- -Bogen 
gleich ist, dessen Coordinaten :@,.d, e sind.  Mithin 
berührt nicht allein der Krümmungs - -Halbmesser die ' 
Mittelpuncts - Curve, sondern ist ihr zugleich an 
| Länge gleich. Er ist also alsdann nichts anders, als 


die} abgeWickelte Mittelpuncts - Curve, welche folg- = 


lich die Evolute der Curve ist, deren Coordinaten | x 
yundz sind. 


Die oben ne . ’ Be sc, sie 
BN Hu-almo = 


1 lbs Lan 
Has erfüllt werden muss, wenn E gegebene Curve 
"eine Evolute haben soll, findet von selbst Statt,. wenn 


| DERFRRT 7 
mund r Constanten sind [denn alsdann der Fe 


436 - | 36. 1 Be .. 


ua de — cl In dien Falle liegt die Curve‘ ‘ganz 


in = . diese Constanten [m und n] bestimmten 
Ebene. Sind diese Grössen [% und n] nicht‘ unver- “ 
" änderlich, so bestimmen’ sie die, die Curve berüh- 

rende Ebene und wenn die obige Gleichung Statt fin- 
det, so bilden die Krümmungs-Halbmesser: eine .de- 
veloppable Fläche.. Denn,. addirt man zu der obi- 
| gen Gleicheng die Gleichung oe 


- 


In. in rndime, 
j welche eine von- denen in gi u. so erhalt man 


„ mal m EI Se ee eo) Be 


_ welche nichts anders als die erste abgeleitete Glei- 
chung der Gleichung der Ebene 
z—a+m(y—b) + n(z—c) = o - 
ist, wenn man die Coordinaten a, b, c der Ebene 
- ‘als constant und die Grösse x, welche hier zum Pa- 
rameter dient, und’ von welcher die andern Grössen 
Yypmn ‚abhängen, allein als veränderlich betrach- - 
tet. Hierin besteht die Eigenschaft ie ug | 
Flächen, wie man weiter unten sehen wird. - 
Uebrigens giebt es eine allgemeine Art, die Evo- 
_ Iuten der Curven zu behandeln, welche darin besteht, 
“ dass man den Halbmesser der Evolute in einer ge- 
gen die berührende Ebene geneigten Lage annimmt, 
woraus‘ sich mehrere merkwürdige EEE der 
Eurven und Flächen finden lassen. 
| Da die Grenzen dieses Buchs ein mehreres De- 
tail nicht erlauben, so können ‚wir den Leser nur .er- 
J . 


5 MM 47 
‚suchen, diese neue Theotie in dem zehnten Bande 

der Memoiren der: Academie der Wissenschaften weis 
er nachzulesen. SER | a HR ie 


97. ur 
Wenn man eine Curve, doppelter Krümmung 
auf die Ebene der x, Y projicirt, so kann man die. 
Projection als die krummlinige Axe der Ciuve dop- 
pelter Krümmung ansehen, so, dass wenn s-der Bo- 
gen der Projecion ist, deren Coordinaten x und Y- 
sind und man sich s in eine grade Linie gelegt 
vorstellt, s und 2 die rechtwinkligen Coordinaten der 
nunmehr auf eine Ebene lee Curve ppels 
' Krümmung sind. | 
Diese Ansicht giebt das Mittel an die Hand, die, 


' Ausdrücke für Quadratur und Reclification ‚der ebe- | 


nen Curven (27 und 29.) unmittelbar auf Curven dop- 
pelter Krümmung anzuwenden. Man Pa zu dem . 


du 
Ende nur in die Ausdrücke en == [28.] und | 


4 m y((de 3% (x 7) " s statt &, und z stait 


y setzen, so erhält: man 2 z und V (= er 
+ (2) Dr und da der Bogen s durch die ee 


day 2)'+ (GE) verimme wird, so 


erhält man, wenn man dieses substituirt: 


EICHE ap 
vG “) iC9] (a 2) 


u 2 \* u 
Der erste‘ dieser Assdrückb bedeutet die e erste-Ablei- 
tung der. eylindrischen Oberfläche, senkrecht auf 
der Ebene der x, y, welche die Projection der Curve . 
doppelter Krümmung auf. diese Ebene zur Grundli- 
linie und die Curve selbst zur Grenze hat. Der- 
zweite Ausdruck bedeutet die erste Ableitung der 
' Länge der Curve doppelter Kriimmung. 





EEE Abschnitt, 


Von En krumfnen Flächen and ihren berüh- 

renden Ebenen. Theorie der Berührung der krum- 

men Flächen. Von der Berührung der verschie- 
denen, IR: 


he 
Die krummen Flächen werden ebenfalls durch 
‚ drei rechtwinklige Coordinaten bestimmt, wie die Li- 
nien doppelter Krümmung, aber mit dem Unterschiede, 
dass bei den Flächen. zwei Coordinaten von einan- 
- der’ unabhängig sind, und die dritte eine’ Function der 
n beiden ist, so dass eine Fläche durch eine einzige 
Gleichung _ zwischen drei Coordinaten ausgedrückt 
wird. So bezeichnen die beiden Gleichungen, welche 


‘'. eine krumme Linie doppelter Krümmung bestimmen, 


jede einzeln, ‚eine krumme Fläche und der Durch- 
schnitt dieser beiden Flächen: ist die Curve, welche 
das System j jener beiden Gleichungen bezeichnet, Die 
Theorie der Flächen Fa also von der Rechnung 


En ‚ze. HL 2489 
mit. Functionen von zwei anabhinpig ver änderlichen 
. Grössen ab, kann indessen, wie die Theorie der Cur- 

ven, und nach den nemlichen Principien behandelt 
werden. Also, so wie eine grade Linie Tangente ei- 
ner Curve sein kann, kann eine Ebene eine Fläche‘ 
‚berühren und die berührende Ebene lässt“sich durch 
die Bedingung finden, dass durch den Berührungs- 
Punct keine zweite Ebene zwischen jener und der 
krummen Fläche darf gezogen werden können. 
Die drei Coerdinaten einer gegebenen krummen 
| Fläche, sollen x, y, z sein, p, 9, r die Coordinaten 
der‘ berührenden £bene, auf die nemlichen Axen\ | 
bezogen, so ist für die Fläche 


2 = /fzy 


- 


und fur die Ebene 
= a+bpreg Bis | 
we a,b, c drei Constanten sind, welche die Li ve 
_ der Ebene bestimmen. [Diese letzte Gleichung ist 
nemlich die allgemeine Gleichung. der Ebene. Man 
sehe deshalb die oben angeführten es von 
Monge, Lacroix, ete.] | 
Damit nun die Ebene zunächst einen Pünct mit 
der Fläche gemein habe, ımüss ihre Gleichung Stait 
finden, wonp=2,g=y, r=z ist, welches die 
erste Gleichung | | 
z=arbe + c % 

‚ giebt. ze | 

Nun betrachte mar einen zweiten, zu den Co- 
ordinaten x + k, y + A gehörigen Punct der Fläche, ' 
so ist die zugehörige senkrechte Ordinate z=flx+k, 
y+A) [Man stellt sich nemlich gewöhnlich die 


# 


pm " 


Fi 


| 440 = 58. AL. = zen = 


yo 


_ Ebene der x, y wägrecht vor; deshalb wird 2 ‚hier : 
‚senkreohte Ordinate genannt.] :Man setze auch 
in die Gleichung der Ebene: p=x+%k und q = 
Y + A, so ist die senkrechte Ordinate r, | j 
j =a+bkaıhreyeh 

und die Entfernung der correspondirenden [zu der 
nemlichen Abscissen und Ordinaten x+k und 
"y+a gehörenden] Puncte der Fläche Ban der Ebene 


ist, 


farhysy—a-b@rhmegrh. 


4 Die Function fe +A,y+4) kann, wie in (73. ıster 


Theil) entwickelt werden und giebt [wenn man, der 
Kürze wegen, statt fxy seinen Werth z setzt] 


- a 
dx dy 
2 Ä rs 
k?2 d’z 4-2 d?z re d?z a 


"Q da? de dy 2 9-dy2 y? 
"Alis ist die Entfernung der correspondirenden Puncte, - 
welche D heissen “oh wel fa, mzmarbr 





» ey War, 
oma len: 
k? d? 64 d?z A? d2z =. 
ar Paar 77772 ya 


like Grösse D, weil k und A unbestimmt sind, wie 


man sieht, nur dann so klein ist, als möglich, ‚wenn 


man ‚die. Grössen 5 undc so annimmt, dass die Ogef- 


ficjenten . zu k und 4 verschwinden [aus denselber 
Gründen, wie oben in EN u "Dieses 


_ giebt 


dz | | ; 
| dx b, = ce (77: ıster Theil.) j 


“ [2 Pr . z 


. Zn ich 6 4 be pe tea ale 
Bere der. BEINE May Bene. 


; er | dz 


dh, ar 22 smezufeiyte = 


folglich ist nunmehr: die Lage der Ebene [melche die 
'Fläche in dem, zu den Coordinaten ‘x, y, z ge- 
hörenden‘, Puncte berührt] vollstandig bestimmt. 


x 


Da die Glieder, welche die Grössen Ak und} 


enthalten, verschwunden sind, so enthält der Aus- - 
druck für D nur noch Glieder mit Potenzen und 


| nn von k und A. Legte man nun durch den 

erührungs- Punct noch eine andere Ebene, so würde 
man für die Entfernung der, zu den nemlichen Co- 
ordinaten x + k. und y + A gehörenden, Puncte der 
‚Fläche und der neuen Ebene, die A heissen soll, ei- 
ner Ausdruck finden, der zwar dem Ausdrucke für D 
ähnlich ist, in welchem aber die Glieder mit Aund A 
nicht weggefallen sind. Nun aber kann man die Grös- 
sen k und A allemal so klein annehmen, dass. die 
Glieder, welche die ersten Potenzen. derselben ent- 
halten, grösser sind, als die übrigen Glieder mit hö- 
‚ heren Potenzen oder Producten dieser Grössen. ' "Also 
', lassen sich k und A immer so klein annehmen, dass 
A grösser ist als D, so dass es also unmöglich. ist, 


, 


eine, zweite Ebene, durch den Berührungs-Pungt, zwi» 


| schen die ai Brot die Fläche zu .. 
59. 


"Dieser Schluss, welcher völlig gerechtfertigt ist, 
so lange die Ausdrücke von D und A'nur eine b6- 


stimmte Zahl von Gliedern haben, könnte einigeSchwie- _ 


Da? Ge © 52 9 
rigkeit finden, weim: die- Zahl. der Glieder: BE HER 
ist. Diese «-Schwierigkeit..lässt sich heben ,.'wemm wir 
die Entwickelung des, dreizehnten Abschnitts. im er- 
sten Theile anwenden, und bei: den Gliedern der er- 
sten Ordnung stehen bleiben, Man erhält alsdann 

d - 
ferner + IH +4 y 


k? 2 + . yruk) 


. ! 


®. . da“ 
2 
| + ka d f(z + uk, y+uA) 
RS dx dy 
„a defc+ukytud 
8% ..dy? 


und der Werth von D reducirt, sich [wer die Coef- 
 fieienten zu k nnd 4 verschwinden] auf die drei 
letzten Glieder rechterhand, : 
Fur jede andere. Ebene, deren Gleichung 
| r=e+ßp+79 | 

ist Kahl die den nemlichen Punct mit der Fläche ge- 
. mein hat, würde. .der Ausdruck der Entfernung D, 
die jetzt A, ist, ausser jenen drei Gliedern, auch noch ° 
| die beiden erster Ordnung 


er). -,) 


a woraus folgt, dass man immer k und 4 so 
xklein annehmen kann, dass A grösser ist als D. Al- 
so ist es unmöglich, dass die zweite Ebene, durch den 
Berührungs-Punct, zwischen die Fläche und die er- 
ste ERERS deren Gleichung 

r=arbp+cg 
war, Einänich gehen kann; mithin berührt NER 


- die Ebene allein, wenn man 


Fe 445° 


BT 3% de. dx. " 


‘ er de 
e=:—27-- = und c= Forint 


I dy’ dx, ., dy 
setzt, woraus. s folgt, dass die Lage ‚der Ebene von den " 


beiden ersten Ableitungen . und z abhängt, 


In der That ist es leicht, aus 2 Oieichung 
En: r—=arbpreg. 
zu sehen, dass, wenn der Winkel der Neigung der . 
durch diese Gleichung ausgedrückten Ebene ‚gegen 
die Ebene der P 9, = und der Neigungs- Winkel ‚des 
Durchschnitts der beiden Ebenen gegen die Axe der 
pP heisst Ä \ 

PR BEER PER 
ist, woraus folgt 
tanga=Y(b?+ +c?) und tan =. B 

[Denn, B.AC Fig. 9., sey die Ebene der p, q, AB 
die Axe der p, AC die Axe der q, die senkrechte 
Linie AA’ über A die Axe der r, BC der Durch- 
schnitt der Ebene, welche von der Gleichung :r == 
a+bp+cq ausgedrückt wird, mit: der Ebene der 
p; 95 so erhält man, wenn man pundg ==o setzt, 
rz=0= AA, wenn man p und r Null e = 


— — —=A c, ii wenn man q und r Null etz 
p=-;= AB; also schneidet die ri Ebene 


die Axen in / den Entfernungen ,—7 e ind — =. 


om Anfangs-Puncte 4 der WESEN Nun 


sollte der Winkel CBA, ß heissen. Es ist also. 


„AC.; a a b_ . 
tang a AB === as va 


- 


Mn Mm 
der Wi nkel #DA, a heissen, wenn AD ein, nPer- 
AA' 


r Se auf BC is; also ist ange = =7p” 
DS Abm’ =4:— u m = bsinß 
Fi cseß—bYCı vumesy(: + =) 
= =V (b? + c?), folglich ie 
ang a = V(b*+c®) und ungß=— J 
f Da nun die Axen, für die Cocsislen x, yı z 


und p, 9% r, die nemlichen sind, so werden auch die, 
auf die berührende Ebene sich beziehenden, lie | 


Br; und ß ebenfalls durch die Ausdrücke 


se=v((z 2) + (Z DL 


- 40, 
wein en 
| zu fxy 
die ne der gegebenen Fläche und 
r=Fpm- | 
die Gleichung einer anderen Fläche ist, so muss erst- 
lich, wenn die beiden Flächen einen Punct gemein 
- haben sollen, die Gleichung r = Fp, g auch für 
fr " g=y, r=z Statt finden, welches 
== Fxy ; 
giebt. Nimmt man darauf die Puncte der beiden Flä- 
chen, welche zu den Coordinaten + k und y+ A 
gehören und nennt D ihre Entfernung, das’ heisst, . 
den Theil‘ der uxrk und y+% gehörigen Ordi- 
_ nate, welcher zwischen den! beiden Flächen liegt, 


| Der GE 77 2 
soil. es Be 
D = fa+ky+9— Fasky4h), 
Entwickelt man diesen Ausdruch nach: (78. ı. Theil) 
' und bleibt bei den Gliedern erster Ordnung stehen, 


so erhalt man, wenn man, der Ki ‚wegen, 2; Sn 


: satt fay, ZI und LE schreit, 


2 dz 


— 1(SE ser), (de 7) . 


re ehesnlzui Sferrayred +eA) un y+ E?) 








ha after rau) Bra u ORneph ya) 


dy 
zn fen Z fer uk y rd) eResh 7248) 
a2\ © | 3 


Angenommen, = Glieder mit kund A verschwin- 


den, welches geschieht, wenn inan E= = are 
nd = FL win, 0 anhält D mr noch 


Glieder mit höheren: Potenzen und Producten von 
küund A, und es ist leicht zu sehen, dass man immer 
k und A so klein annehmen kann, dass der Werth 
von D kleiner ist, als der Werth einer ähnlichen 
Grösse für eine andere gegebene Fläche, für’ welche 
die Glieder mit k und A nicht verschwinden. » Ent- 
hält also die Gleichung r = Fpg der. berührenden 
Fläche drei willkürliche Constanten a, 5, c, und man 
giebt diesen Constanten solche Werthe, dass 
er gauth=L, 

so-ist es unmöglich, dass eine andere Fläche, welche 


' 


ME. de 
nicht den nemlichen Bedingungen genugthut, durch 
‘den gemeinschaftlichen Punct der beiden Flächen und 
zugleich zwischen diese beiden ‚Flächen hindurchge- 
hen kann. . 
| Diese drei lichuigen sind nichts anders, als 
die Gleichung der gegebenen Curve selbst, wenn man 
p=x, g=y, r=z setzt und die beiden ersten 
Ableitungen davon nach x und y nimmt, Daraus 
folgt noch allgemeiner, dass, wenn Fpgr=u=o 
die Gleichung der berührenden Fläche ist, die drei 
PR Gleichungen in folgenden: 
; Um=0, An. =o un. 
enthalten sind. [Dern, in so fern die unentwickelt 
gegebene Gleichung u==o das nemliche Ferhäl:t- 
niss zwischen », y und z giebt, als die worige 
entwickelte Gleichung z=/xy, müssen auch noth- 





d du) _ 
day 


wendig die daraus folgenden W. erthe von Zi nad 


er die ‚nemliohen sein. ] 
, dy 
Betrachtet man nun z als F mon von zund 7 
so gehen die Gleichungen in folgende über: 
du ‘ du dz du du dz j 
u=m0, a dr Pr Fa Y 
Ist also die Gleichung der gegebenen [berührten] Fläche 
fzyz=w == o, während die Gleichung der berüh- 
renden Fläche, die mit jener einen Punct gemein ha- 
ben soll, Fzyz=u = o ist, so giebt die erste, wenn 
man die Ableitungen nach x. und y nimmt, 


— dw — dw . dw dz 





Schafft man zwischen diesen age den vorigen Glei- » 
‚chungen‘ die- Grössen. G8 und Fr ‚weg, so" erhäle 


dx 
man du de. de A und ‚du dw 
z de . dz dr ; dz- - : dr ds 


dw du __ \ u 


% — POL ln — — 


ER er 


woraus folgt, ‚dass die drei Ableitungen”, Fr 
= sich verhalten, wie = Z z [ oder, dass‘ 


Entwickelt man von dem allgemeinen Ausdrucke 
der Entfernung D [40.] die beiden darin vorkom- 
menden Functionen bis zu den Gliedern mit zwei 
Abmessungen von k und 4, und erwägt, dass die drei 
obigen Gleichungen = == = Fay, E— = I , 5 | 

-177] schon Statt finden, so erhält man \ 

& 


| k2 f d?z d2 Fx 
24-72) 

d?z d?Fx 

u ka, dy Er 
_ d’z _@Fxy 
| dr  dy2 

fr BA Ki dA ur BA 2 d’.Ad 
BY: 3 des * 2 da® dx: dy 2 dx.dy: "23 3 Ca : 





folgenden er 


"448 s = I 


wenn, der Kürze wegen, - eg 


Bfaruhr sul) | 'd Kaah ve 


EEE erh er — 
x» dy dx? 


u. s. w. gesetzt, wird. 


Ist also die berührende Fläche == Epgn von der 


: Art, dass den drei Gleichungen 


es _ .deF. a _d’Fay dez__deFay . 
- = Ay? Ay Ay 

a BEER Fi so verschwinden. in dem 
Ausdruck von: D-auch die Glieder zweiter, Ordnung 
und die Grössen k und A können, wie leicht zu 'sehen, 
so klein angenommen werden; dass die Entfernung 





.  D kleiner als die ähnliche’ A, für jede andere berüh- 
Ä rende Fläche ist, die nicht ebenfalls den nemlichen - 
£ Bedingungen ein Genüge thut; woraus ‘folgt, dass der 


Durchgang dieser dritten Fläche zwischen der Fläche, 
deren Gleichung r F pg, ünd der anderen, deren 


' Gleichung z = =/fıy, unmöglich. ist u, s. w. 


Drückt allgemein Fpgr = o die Gleichung der 
berührenden Fläche ‚aus, die einen Punct mit der an-. 
dern Fläche, deren Coordinaten x, y, z sind, gemein 
haben soll, so sind die drei obigen m in 


d? en E% 

en > ans un en 

wenn man z als Function von x und y betrachtet u.s. w. 
Die obige Theorie der Berührung « der Curven in 


u _ den verschiedenen Ordnungen lässt sich also auch 


auf ausdehnen "und man erhält ähnliche Re- 


Me sultate. 





42. m = | 449 
sultate.. Für die Berührung erster Ordnung. müssen, 
die Gleichung. 
\  Feyz=u= o, 
und ihre Ableitungen nach & und y erster > Ondinmg, | 
erfüllt werden, für .die Ber ührung zweiler Ordnung, 
ausser ‘diesen drei Gleichungen, noch die drei Ablei- 
tungs- Gleichungen. vVonu— 0, zweiter Ordnung, nach 
x und yüs. w | 


4 


- 


| 2 re | - 
Die (RR IRE F löche sey, eine Kugelfüche, de. 
‚ren allgemeinste Gleichung L 
Pa rd rege 
ist, wenn p, g, r die Coordinaten eines beliebigen 
Puncts der Fläche, a, b, c die Eoordinaten des Mit- 
tel- Puncts der PUeR- und g den ne: be- 
deuten. ,® E 
Setzt man in diese hang : —— ”“ g=y, 
r =z und nimmt die beiden nach &'und y .abgelei-. 
teten Gleichungen, so erhält man die drei Gleic 'hungen, 
ma)? + (y—5)2 4 (20)? = g? 


j dz- i 
xw—Aa bi; a — u 


r ii z—C a 
y C r= : 


woraus sich 7 drei Constauten “ IR c finden las- 
sen, nemlich Fa 
s 





az c+ "ya (ey, (Ey 
u + (7) En. 

b=y Ä e — | 
we NF@ Id) 
I | Ei 


450 ie Ein 


ch2— — bi, 

vet) 
in welchen aber der Halbmesser g _ willkürlich 
. [Man kann sich, anstatt die Entwickelung der 
drei Grössen a, b, c zu wiederholen, von der Richtig- 


. keit der Ausdrücke derselben leichter dadurch über- 


zeugen, dass man die aus denselben folgenden 
Werthevon <—a, y—b, z2—c indie drei Gleichun- 


ie gen.setzt, aus welchen sie gefunden werden. Diesen 


drei. Gleichungen wird dadurch, wie leicht zu se- 
hen, ein Genüge gethan.] 

‚Die hierdurch bestimmte Kugel berührt also die 
gegebene krumme Fläche. Ihr Halbmesser steht folg-; 
lich auf der Kugelfläche senkrecht. Betrachtet man 


‚daher den Halbmesser als die unbestimmte- Grösse, 


“ so sind a, db, c- die Coordinaten eines Perpendikels 


ee - 


auf die Fläche,-g ist. veränderlich, und , yund z 
sind Constanten. 


43. 
Soll die Kugel die gegebene krumme Fläche in 
der zweiten Ordnung berühren, so hat man noch 
andere; drei Gleichimgen, nemlich die zweiten Ablei- 


tungen der obigen Gleichungen [ (= — a)? + (y + 5)? 
+(z—c)? == g?]. Da aber nur noch eine willkür- 


. liche Grösse g übrig ist, so lässt sich allen diesen Glei- 


chungen nicht Genüge thun. Mithin ist nicht für jeden 
beliebigen Punct einer krummen Fläche eine Beruh- 
rungs-Kugel möglich, auf die Weise, wie: überall ein 
Berührungs-Kreis für eine Curve möglich ist. 
Wollte man statt einer Kugel, eine durch die 


# = 


| entstehende Fläche nehmen; so würden sich , ‚weil in 
der Gleichung dieser Fläche sechs. EEE vor- 
kommen, diese sämmtlichen Elemente so bestimmen 


‚lassen, dass überall eine Berührung zweiter Ordnung . 
zmit der gegebenen Fläche Statt findet. Eben so würde : 
es sich mit jeder anderen Fläche verhalten, deren 


Gleichung mindestens sechs Constanten enthält. 


\ 





Neunter Abschnitt. 


Von den Berührungs - Kugeln. Von den, Linien 
der grössten und kleinsten Krümmung. Eigen- 
schaften dieser Litien. 


44- 


Wie wir oben sahen, giebt es ‚unter allen be- 
rührenden- Kugeln keine, welche eine wahre Berüh- 
rungs-Kuügel ist [das heisst: eine Kugel, die die 


: Fläche in der zweiten Ordnung berührt]. Dage- | 
gen lasst sich allemal eine Kügel’angeben, welche’eine _ 


beliebige auf die F läche gezogene Curve im'der zwei- 
‚ten Ordnung berührt. Zu dem Ende darf man nur 
y als Function von & betrachten, wie bei den Curven 


doppelter Krümmung, und hiernach die erste und 
.. zweite Ableitung der Gleichung der Kugel (e—a)? 
+ W—5)? + (2—0)? = o nehmen, [Denn, isevon 
einer auf die gegebene Fläche gezogenen Curve‘ 
die Rede, so muss, ausser der Gleichung der Flä- 


ee 7 ee Tr 
Umdrehung eines Kreis -Bogens ‘um seine ER 5 


_ 


452 e ot 44 I 


cheumf ey2=0, nothwendig noch eine zweite 
Gleichung zwischen x, y und z ‚gegeben sein, da- 


“mit beide, verbunden, die.Curve bestimmen. ‘Da- 
durch aber werden y und z, jedes einzeln, von & 
. e N 


= abhängig]. Die erste Ableitung giebt [wel jest y 
von x und Folglich auen “ dureh y, von x ab- 


hanst | 5 
dz er 
z—a+(W Dr r ”. dy ' DE SRH 


dz Y 


dt) dz ER 
[nemien 42 —— SL gleich + dy ’ en ‚wo im 


- 
mer z als Function von x und y betrachtet wird, wel- 


ches die Ableitungen Ze und - giebt, darauf aber. 


y als. Function von x,‘ "weiches er Ableitung dr 


giebt, ” Auf dieselbe Weise findet man durch md 


zweite Ableitung 

dz. 2 
Zuc>] +0-04 da? [de de | 4) 
! d? Z rs Me = 
+2- (+2 FR de * dys 2) 


+ Z)=° 





Die, erste Gleichung wird erfüllt durch die beiden er- * 


sten Gleichungen in a) 


. 


z—a+ un =a und y—b + 97 =o 


[wie es auch sein muss, weil ‚eine Berührung ir 
der ersten Ordnung immer Statt finder.] 
Also darf nur noch der zweiten Gleichung Ge- 


nJige geschehen, welche sich, wegen 2) + Gr | 


‚ge er folgende reducirt: | iR 


ee 
dx Bf " dx 


er Ben d?z , es 2er Yun | 
de?  "dedy de («e)=0 


[werl das dritte und letzte er zusammen Null 
sind}. Substituirt man in diese Gleichung den obi- 


Vs) + Sl % 


(42.), so lässt sich darans der Wertli von 6 finden, 


gen Werth von z—c E au 


nemlich: 
E— + +(e+3 (+2: = v(: NN (2) ) 
5 1 SE Lauer "Ye d:z Ka Eger d2z s a 
dos® =, dxdy' dx = HD 


Nachdem auf diese Weise ar Kr e & der 
Krümmungs-Kugel gefunden worden, erhältıman durch 
den Ausdruck (42.) die Werthe der Coordinaten a, 
&, e des Mittel-Puncts. [Es wird hier eine Kugel 
gefunden, welche die gegebene Fläche selbst, in 
der ersten Ordnung, und zugleich die auf die- 
selbe gezogene Curve in der zweiten Ordnung be- 
rührt... Für die Fläche giebt es, zu ihrer Gleichung, 
zwei Gleichungen erster, und drei Gleichungea 
‚zweiter Ordnung. Zur Bestimmung der Kugel 
aber gehören nur vier Grössen, nemlich die drei 
Coordinaten des Mittel- Puncis a, b, c und der . 
Halbmesser g; also ist nicht für Jeden Punect der 
Fläche eine Kugel möglich, welche. sie in der zwei- 
ten Ordnung berührt, Hingegen, wenn man die 
beiden Gleichungen. der. auf: die gegebene Fla- 
che gezogenen Curve combinirt, so entsteht eine 
einzelne Gleichung, in: welcher y und z von & ab- 


Pr 


u 75 


hangen und die also in jeder Ordnung nur eine 
abgeleitete Gleichung hat. Nachdem: also alle die 


Kugeln bestimmt worden, welche die gegebene Flä- 


che in der ersten Ordnung berühren, kann man 


' unter denselben diejenige, welche die Curve in der 
zweiten Ordnung berührt, dadurch finden, dass 
man sie jener einen abgeleiteten Gleichung zwei- 


ter Ordnung entsprechen lässt.) 


\ 3 


‘Da die, in dem obigen Ausdrucke vorkommende, 


# 


Grösse er von der Projection der in der Fläche 


dx 


Ä gezogenen Curve auf die Ebene der x, y, abhz 


. 


Ende darf man nur die Ableitung. von g, nach 2r 


so kann man, weil die Fläche in der Curve willkür- 


lich ist, diejenige suchen, deren Krümmungs-Halb- 


messer g ein Maximum oder Minimum ist. Zu dem 


dx 


' genommen, Null setzen (26.) Um aber die Rech- 
‚ wung dbzukürzen, erwäge ae dass, weil 


= e-ovl+ +) 


= ee ha 3 das Maximum oder Minimum von g, nach 
=. von dem Maximo oder Minimo von e ab- 


hängt [weil in dem Ausdrucke von g die Grösse 
d 
nicht anders als inc vorkommt und also die 


übrigen Grössen als Constanten betrachtet wer- 
den können]. Man darf daher nur die erste Ablei- 


tung der obigen Gleichung zwischen c und Te 


oe 
1 

- 4 u 
’ 

Ei 


Sa #20 LE „455 
T: dry a bed dz 4) HERE: 2: „ge 
+ da de 7 dx das * 
d2z 
Te enmn “ 


auf die Weise nehmen, dass man allein als ver- 
änderlich betrachtet. Dieses bt  — ——  ., 1° 
d 2.4 dz de d2z d?z dy 

de '\a2 + 25° 25 tr eo 
. mit der vorigen [ihrer MP 
‚verbunden werden müs. 


Multiplicirt man die gefundene Gleichung mit 


dy 
a — und zieht sie von der vorigen [der Stammgkei- 


chung] ab, so erhält man Kun rd 


 ydyn®, (dzı® _didıd - „de d 
Hort Dies _ ei 


+ 








a or 
dyx® dz dıd dy 
ae (Z) is dy at ES wo. 
| + (2) N)e—d=s 
also | die einfachere Gleichung 
dz 2 dz dz dy | d?z A %) BR ’ 
” +(z vn dy da * 023 Ya da TO 
welche mit der vorigen [der olgeleisgten] zu ver- 
binden ist, 


en man z— c, so erhält man 


4 Ren | din dee 


dy 
Y. dxdy dy” dx 
E ı+ = ge dz dz dy 7 13 - 


du" Ay’ dx da: + dy' 


5 oder 


y . 


de dy da3* 


rs DBERE: = 


es 


. j j % j 
' dz dz de2 ‚9 des de de\abs dy 
(Ce Ya: "dx dy dedy 'dz 


) - 
(+ ” 2) Dr *( r (2) 


dz dz d2z \ „de dz d’z 
rz: dy de dy * ud Ay 


ato wenn 


2). 


| ( (2) )E- d2z _ dz dz d?z ud 
= dzdy dady day: 


EEE 


24 Be -- 
de" dy' Den | dx dy 


aaa! wird, eine Gleichung von der, Form 


alE)-s&-0=. 


| = we d 
N welche, wenn man sie auflöset, r = — 


Beet, : [:7, 
re 7): oder] ° 


ee 1. SORE B+Y(B* + 440) 
dx , _ 2.4 


u 


B 
37 


n gibt, Diese Gleichung ist Yon der ersten Ordnung 


dy 
in x, y und. —— ze weil z, nach der N atur der Fläche, 


” 


eine gegebene Function von z und y. ist. Die Grössen 
A, B und C sind also auch „gegebene Functionen von 


x und 5. Folglich wird die Stammgleichung 


_ 


der ge- 


4 m GE 


fundenen Gleichung Fir z ein willküfliche Con- 


stante enthalten; mithin drückt sie “unendlich viele 


‚Curven aus, welche von den Linien ‚der grössten und 


_ kleinsten Krümmung in ae gegebenen Fläche, die Pro-, 


jecionen sind. 
Verbindet man. die beiden obigen Chir | 





z dz . dz dy dz *( d2z d2z dy 2 
de" dy dx: dy r dady "ap? de, (ae =0 Ä 
2 | 
(den? dadzdy dez , der .dy 
td: Yazdyda” ‚doc? + dr de @o=0,] 
’ 
auf die Weise, dass man die Glieder [5 2.dy . ri 6) 


_—.,.d%z dy ] dy 
und PEPIRE (z 2) s älche TE und 20 zu- 
gleich enthalten, wegschafft, so erhält man 


= dr _ dz dz dr .,d 
s +(Z =) dy: Br 77 dy rar er Tebahe - 








am 2 d2z d?z 

(31 a dee? dy® 

Substituirt man hierin den obigen Werth’ von z 
x 


nd setzt 
dee Del, eye (ur 2 
"dx dydady \  \de/ J/dy?2 \ dx?” 
‘so erhält man 
Ä E+YIB: 42440 
a—c 9) 
* dx? * = 1% 1245) I 


und hieraus [in 42.) | 
E+Y (B* en E =) 2, 
5 — a bez 


dx? " Fr en) > 


\ 


458. Bez 4 


| [Da alle zu diesen Resultaten nötigen Zwischen- 


rechnungen weiter keine Schwierigkeit als die 
‚Weitläuftigkeit haben, so scheint es billig, den 
‚Raum derselben zu ersparen.) 


Die beiden Werthe des Wirselsächens geben, 
. der eine das. EN der m. Minimum 
"vn | | 

Für jeden Punct der Krumımaen Fläche giebt es 
also zwei Curven- Zweige, welche sich schneiden und 
von welchen der eine zu einer Curve grösster, der 
andere zu einer Gurve kleinster Krümmung gehört. 
Der ‚Wake, unter ‚welchem sie sich schneiden, hängt 
von dem zwiefachen Werthe der Grösse - ab, wel- 
che die trigonometrische Tangente des Winkels aus- 
drückt, den die Tangente der Pr ojection der Curve 
auf die Ebene der x, y, mit der Axe der x macht. 
‘ Da diese Ebene willkürlich ist, so kann man sie so 
annehmen, dass sie in die Ebene fällt, welche die 
‚krumme Fläche berührt. Dann ist die Projection der 
Curve die Curve selbst und die beiden Werthe von 


-. sind die trigonometrischen Tangenten der Win- . 


 kel, welche die Tangenten der beiden Curven-Zweige 


‚der grössten und kleinsten Krümmung mit einer und _ 
‚derselben graden Länie machen. Der Unterschied . 


dieser Winkel also ist dann der gesuchte Winkel, 
unter welchem die Curven- Zweige sich schneiden. 
Heissen also die beiden Werthe von y, @ und ß, so 
ist die Tangente dieses Winkels, nach bekannten tri- 
- gonometrischen Formeln, 


Yy \ 
n 


\ 


4. ee re 


e—ß VB: x440) 
nn m TA=c 


[Nemlich, wenn die beiden Winkel, welche die Cur- 


ven- Zweige mit einer festen Linie machen, $ und 
W heissen, so ist der Winkel der Curven unter sich 


9—%, Nun ist tang (p—WP) = ee, 
und die beiden W' .. von = , nemlich 


B+ VB? +440) = B—YV (B?+44C) 
a 7 Fr ae 7 


2 
tang Y und tang W; also ise tang (P— y)— 
gp—ig® _ 02V De: 2A __ VCB?+4AC) 


“resp WW u Bin Bin 44C —B?— 440 4—C 


44° 
Nun ist aus (38-) leicht zu sehen, dass, wenn die, 


eine krumme Fläche berührende Ebene, mit der Ebene 


dz 


‚der %, y zusammenfallen soll, EA und — Null 


_ sein müssen. Setzt er in die er. Ausdrücke: 


von A, Bund C, = zen 
hält man 





A a \dız der 9: 
| = Br N: — dedy’ 
edles ee, 
A—C=o 


giebt, Also ist die Tangente des "Winkels, unter wel- 
chem sich dieCarven schneiden, unendlich gross, folglich. 

ist dieser Winkel ein rechter. Woraus ganz allge- 
mein folgt: dass sich dig Curven der grössten 


und kleinstenKrümmung, auf jeder beliebi- 


gen krummen Fläche, immer unter pachten : 


Winkeln SPRUELAGN, 


460 46, IE _ 
N, 46. - 
"Die Eigenschaft des Maximi "und ' Mihimi ist 
nicht die einzige, die diesen Linien zukommt. Auch 
ihre Evoluten haben besondere Eigenschaften.‘ Denn, 
' sucht man die Bedingungen, unter welchen der Krüm- 
_mungs-Halbmesser überall die Mittel-Puncts-Curve 
berührt, ‘so sieht man, auf. eine ähnliche Weise ,. wie 
in (35,), ‚wenn ınan die dortigen Betrachtungen auf 
- die "Ausdrücke der hiesigen Coordinaten der Mittel- 
Puncts-Curve a, 4, c (42,) anwendet, leicht, dass jene 
Bedingungen darin bestehen, dass die Werthe der 
ersten Ableitung von a, 5 und c die nemlichen sein 
müssen, die Grösse g mag allein veränderlich sein, 
[das heisst, .a, b, c mögen: die Coordinaten des 
Krümmungs-Halbmessers bezeichnen], oder: x, 92 
‚mögen sich mit g_ zugleich verändern [in welchem 
Falle a, b, c die Coordinaten der Mitiel-Puncts- 
Curve sind]. Nimmt man: also die ersten Ableitun- 
gen .der .drei Gleichungen (42.) 
| (2— a)? + (y—b)? + (a0)? = eg? 


d | 
tar @—-9.=0 und 


br) =o (de) 


aus. welchen a, 5, c gefunden wurden, so müss, der, 
von der Veränderung: von x, y und z allein .her- 
rüuhrende Theil, Null sein. -Nun machen aber die 
zweite und dritte Gleichung zusammen diesen Theil 
‘in der ersten Ableitung der ersten Gleiehung. aus; al- 
so-ist- dieser "Theil von: selbst :Null. Es ist daher ge- 
nug, wenn man nur von den Gleichungen 


F 
» “ ! 





[4 


an a N 
ArE-9 7=° und I Te 0). 


die ersten Ableitungen für dem Fall nimmt, ‚dass a; 


b, c Constanten sind. Dieses giebt, wenn man,.wie 
oben (44) Y als Function von x, und‘ z als Function 


von © und y, betrachtet, . 


Bo) „de dz dy.., da; d’z d2z äy\ | | 
14 + dy.dx da dxdy. da @9 a 

ir. En de; Gy: N *.z „de ) en, 
dx".dedy * de * \dxdy\ dy: de | 


Vergleicht man diese Gleichungen mit denen im vo< 


rigen Artikel, welche das Maximum und Minimum ° 


für & bestimmen, so findet sich, ‘dass sie identisch 


BE ET Se 


die nemlichen sind, woraus folgt, dass die Curven; 


deren Krümmungs - Halbmesser die Mittel-Punets-. - : 


Curve berühren, keine anderen sind, als die Curven 


der grössten und kleinsten Krümmung selbst. ° 


Nun geben ferner die Ausdrücke von a, b, c, 
in (42.), wenn man blos 8 sich verändern lässt, 


dz ‚dB 

BR da a | 2 ds 
= Gr v( + =) CE 

| ds: d 

db __ Ä Fr = 
VYar+(2yrCEy) ’ 
Tara 

j EI e 


de 


== ve+@ 7, +@ a2) 
woraus folgt: 


\ 

f 

“ 
a. 


4 


‘ 





7 46. ul. 


«@ ya >: .& y- -w 
Fre) 


Die Grösse & ist also w (37.), dem Bogen 
‘ der Curve gleich, dessen Coordinaten a, b, c sind. 
- Die [Mittels- Puncts-] Curve ist also die 
‚wahre Evolute der Curve grösster oder klein- 
‚ster Krümmung i inderkrummenFläche, und 
umgekehrt sind auf einer beliebigen krum- 
men Fläche diese Curven grösster und klein- 
ster Krümmung die einzigen, welche eine, 
“durch die Krummungs-Halbmesser entste- 
hende Evolute haben. 
+ Diese Eigenschaften der krummen Flächen, sind 
‚sehr merkwürdig und verdienen die Aufmerksamkeit 
der Geometer. Sie eignen sich besonders zu Anwen- . 
' dungen in der Technik. Man sehe die Berliner M&- 
-  moiren vom Jahre 1760, und den gten und ıoten Band 
-_ derM&moiren der Academie der Wissenschaften zu Pa- 
ris, desgleichen die Anwendung der Analysis auf die 
Geometrie von Monge. 


’ 
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‚Zehnter Abschnitt 


Auflösung einiger Aufgaben ‚ bei welchen . be- 
stimmte Verhältnisse zwischen den Elementen der 


MM. I. u. BL 


Berührung krummer Flächen in der ersten Ord- 


. mung gegeben sind. Zeichnung der Auflösungen. 
"Gleichung developpabler Flächen. | 


i 47° | 

‚Es lassen sich über die verschiedenen Berührun- 
gen der krummen Flächen ähnliche Aufgaben ma- . 
chen, wie diejenigen von den krummen Linien in 
der Ebene (im zten Abschnitt), Die Auflösung ist 
der, jener Aufgaben ähnlich. Wir wollen bei der Be- 
rührung erster Ordnung stehen bleiben, 

Damit die, durch die Gleichung F(pgqr) =o 
ausgedrückte, Fläche eine andere Fläche, deren Coor- 
dinaten x, y, z sind, in der ersten Ordnung berühre, 
müssen, nach (4ı.), wenn die Gleichung # —o° 
drei Constanten a, b, ce enthält, diese Constanten aus 
den drei Gleichungen , | 


Fy)z=o en ==oun na A) > 





von welchen die beiden letzten 
dw dw dz 
dx * dr zZ de 
sind, entwickelt werden. 
Soll also z. B. die Fläche gefunden Sn. für 
welche die drei Elemente der Berührung «, b, 
unter einander in einem gegebenen Verhaltniss bir 


N 


dw ds _. 
nt 


/ a ee; 


hen, so mtss malı in die Gleichung, welche dieses 
Verhältniss ausdrückt, die [aus den obigen drei Glei- 
‚chungen genommenen] Werthe von a, b, e seizen. 
2% . die [ Bedingungs-] Gleichung [zwischen a, 
 b,. ce] die Grössen a, d, ce und’x, y, z, so bekommt 
' man eine Ableitungs-Gleichung ‚erster Ordnung zwi- 


| dz dz 
schen x, Yy, 2, 42 und — ee, welche, nach der all- 
gemeinen Methode von (92. im ısten Theil) behan- 
delt werden kann. 


x Enthält man — die [Bedingungs-] Glei- 


‘ chung [zwischen a, b, c] nur die drei Grössen a, 


 b, e [allein, ohne x, y, z ete.] so ist die Auflösung 
viel einfacher. Denn man kann alsdann a,b, ec als, 
constant betrachten [weil sie durch die Here 
Gleichung weiter nicht von x, y, 2 etc. abhän- 


gen). In diesem Fall ist 
F(x,y,; z) = = 0° 


- 


die Stammgleichung zu der, durch die Bedingnrigen 
der Aufgabe gegebenen, Ableitungs- Gleichung erster 
Ordnung, wenn man. darin den Werth der einen 
‚. von den drei Constanten a, 5, c, aus der" gegebenen 

[Bedingungs-] Gleichung setzt. [.Nemlich, wenn. 
man a, ” ‚ce aus den- drei‘ u w==o, 


a m = vo, r- == 0 nimmt und in die Bedingungs- 


Gleichung zwischen. a, b, ec setzt, so entsteht eine 
Ableitungs - Gleichung erster Ordnung zwischen. 
xy a z und er .F > dieser ist, umgekehrt, - 
. wie leicht zu sehen, w=o die Stammgleichung, 
wenn iman darin die durch. die Bedingungs- Glei- 

u | chung 


w 


dere Vergessene Abhängig der. Grössen 
a,b,c dadurch berücksichti gt, dass man denW. erth 
einer derselben aus der zwischen ihnen gekebenen 
| Bedingungs-Gleichung nimmt und-«n w==o setzt.] 


# 


Man erhält also eine Stamimgleichung, die zwar nur _ 


particulair ist, aus: welcher aber, weil sie zwei Con- | 


stariten enthält, nach (83. im ısten Theil), die allge- 


meine Staimmgleichüng, welche die vollständige Auf- - 


lösung der Aufgabe enthält, gefunden. werden kann. 


Nach (83. ıster Theil), kann man nemlich 5 


== 9a setzen, wo‘ a und 5 zwei willkürliche Con- 
stanten sind; und a vermittelst der Gleichung A&,y,z) 


—#w=o und ihrer ersten Ableitung nach a, nemlich 


dw dw db | 
De a ee 
eliminiren. . u iR 


4: 
Um zu sehen, wie das System dieser beiden 
Gleichungen ‘die Aufgabe erfüllt, erwäge man zuerst, 
dass die Gleichung F(z,y, z) =w==o die gegebeiie 


Fläche ausdrückt, welche die zweite Fläche in.der er- 


‚sten Ordnung berührt. Diese Gleichung löset also 
die Aufgabe auf, was auch die willkürlichen’Constau- 


ter 4 und 5 sein mögen. Aber, da die von der Auf- 


gabe vorgeschriebene Berührung erster Ordnung nichts 


weiter verlangt, als, dass die Werthe von z und des- 
sen beiden Ableitungen = und z für, beide 'Flä- 
chen die nemlichen sind, so folgt, dass die Berührung‘ 
atich noch Statt findet, wenn @ und 5. versinderlich 


F1 8: 


sind, ‚i in so fern nur jene Ableitungen E und 4 
L. | [3°] 


a? | 95 


die umelichen bleiben. Dieses aber ist. wirklich, bei 
dem System der beiden Gleichungen der Fall, wie 
man sich. aus (83. ıster ‘Theil)- überzeugen kann., 
Di Man -erwäge ferner, dass die durch das System 
der beiden Gleichungen .ausgedrückte Fläche. keine 
andere ist, als diejenige, welche durch die, auf einan- 
' der folgenden Durchschnitte der verschiedenen Flächen, 
entsteht, die durch die Gleichung F(x, y, 2) = o, 
ausgedrückt werden, wenn man darin den Parameter 


a sich verändern lässt, so dass diese neue Fläche alle 


jene ‚verschiedenen Flächen berührt, oder umfängt.. 


_ Denn, wenn man, ‚was angeht, die Flä- 
che. durch die Gleichung . 


) ee, 
bezeichnet, wo nun a veränderlich ist, und sucht diese 
Grösse dadurch zu bestimmen, dass man die Fläche, 
der Reihe nach, alle die gegebenen Flächen berali- 


# en it, an zum un der Gleichung 


2: dw „dm. db _ we 
‚da ' db " da ee 0. 
dz dz 


j genug thun, damit die Werthe von — und —— die 


dz dy 
nemlichen. sind, wie für die umfangenen Flächen. Die- 
ses entspricht dem, was oben in ‚(19.) für die Cur- 
ven gefunden wurde. 


4 


49. 


Da die Gleichung F(x,y, 2) ae o drei will- 


kürliche Constanten a, 2, e enthält, welche durch 
Verbindung der Gleichung mit den heiden davazz. 


‚nach x und y abgeleiteten Gleichungen so bestimmt 


werden müssen, dass man a, b, c wirklich als Con- 


ig. IL. 0 4 


stanten Daizachter (47- y so ist klar, dass | man, wenn 
man nun a, db, c abhängig von x und y sein “lässt, 
noch zwei Ableitungen der nemlichen Gleichung nach 
x und y [in Hinsicht auf a, b; e] ‚erhält, nemlich 
die beiden Gleichmgen 


dw da: dw db , FR dc 


de a'E = 5% PR 

dw da’ dw db dw de 

‚dad * ME: za dei wo 2 
Es sey ey 

eh 


die Gleichung, welche das zwischen a, 5, € gegebene. 
Verhältniss ausdrückt, so erhält man, wenn man auch 
em die ersten Ableitungen nimmt, / 
de _de. da de db 
de Ma det ab de 
0. de. de da de dh 
| ’ WEM 
Setzt man diese Werthe von 2, und? en in die. 
| dx % 
beiden vorigen Gleichungen, so yL man 


da Eu dw = db, dw , de 2.) 
=0, 


dz za" de’da ur r dx .:r 
da “m. ze deN e- K de‘ 
dy da * 'qda)* + "db /' 


=0, °ı 


_ woraus folgt: [& Fr = "a r ; oder | 


da de; dd 
dz'dy de dy.. 

‚worin die durch f angedeutete Abhängigkeit [oder 2 
nicht mehr vorkommt. ne wa 





468° 2,49. N. | 
. Substituirt man also in diese Gleichung Se : z 
db Da nu o, die Werthe von,a und 5 in =, 
- a ; dz nd ds’ so erhält man eine Ableitungs - 

9 I dx dd’ Bee Ri 
Gleichung der zweiten Ordnung [weil auch die Ab- 
Jeitungen von a, b, also voh —, 5 » folglich 
es .nd?z ..d@z 

Grössen u. m4° dx dy 
| Stammgleichung erster Ordnung 
Bi c — f(a, b) 

‘ist, wo die durch f bezeichnete ‚Abhängigkeits-Form . 
willkürlich ist [weil sie in der Ableitungs- Glei- 
chung gar nieht vorkommt]. Die Stammgleichung 
dieser Ableitungs -Gleichung erster Ordnung [e = 
R fi: (a, b)}, ist das System der Gleichung F(zy2) =# 
‚== o.und ihrer Ableitung nach a, nachdem darin 
fa, b) statt c, oder ya statt 5 gesetzt worden, wo 
fa die zweite willkürliche Function ist. Es lässt sich 
. also auf diese Weise die Stammgleichung_ jeder Ab- 

leitungs - Gleichung zweiter Ordnung finden, die .auf 
die Form 00000000 ä 

| da db db da 
EEE"... 

gebracht werden kanı, wenn die Grössen @, 2 aus 
“irgend einer Gleichung | | 





etc, vorkommen], deren. 


Fa, y; 2, 4, b,c) == ©, 
. zwischen den Grössen 5%, b, ec und aus den | 
beiden davon, in der Voranssetzung dass a, b, ce Con- 
stanten sind, abgeleiteten Gleichungen 'hergenommen 
werden. Dieser Satz ist, für die Zurückleitungs-Rech- 


- 


u A >: 5 | BEE 469 
nung Zweier veränderlichen Grössen [der Integra- - 
tion partieller Differential- Gleichungen mit zwei 
veränderlichen Grössen] wichtig. | 


% fi 
| | 
‚50. | 
- ‚+ ! - . 


„tr 


x 


| "Wir a diese Theorie auf die Tangenten an- 
‘ wenden. ° Wir fanden ‚oben, dass die Elemente. a, 
b, c der: ARCHE einer. durch die Gleichung 


- r=arbp+ceg 
ansgedrückten Ebene [mit einer Fläche, deren Co- ‘ 
ordinaten x, y, z sind] durch ME 

a= =1-2 1 = 5 uud c = z 
bezeichnet, werden. 

Hät man also ir gend eine Gleichung zwischen. 
| diesen drei Grössen, welche z.B. Br 

.e=f (a, b) 
giebt, so ist die Stammgleichung dieser Ableitungs- | 
Gleichung erster Ordnung in dem System der hei- 
den Gleichungen | | 


z=a+2pa+yf(aya) wi | ;“ | 
d | 
4 a Pe ur lern —., 


enthalten. [Die erste dieser Gleichungen ist die 
Gleichung der berührenden Ebene selbst: r=a+bp 
+cg, wenn man darin p=2% g—=yır=2 setzt, 
damit die Ebene mit der gegebenen Fläche einen 
Punct gemein habe; dann aber für b,pa, und für 
c, das gegebene fa, b oder f(aya) schreibt. Die 
zweite Gleichung ist die' Ableitung der ersten \ 
nach a.) Zwischen diesen ‚beiden Gleichungen muss 


# 


- 


- 


i — 
m u ge 
.@& eliminirt: wer den, um’ eine Gleichung BIER x, 
y und’ z zu erhalten. Die F unction ya ist will- 
küurlich. u 
| Die entstehende Gleichung en I die Glei- 


chung der Fläche sein, die-von.den auf einander fol- 

= genden, Dur chschnitten aller, durch. die Gleichung 

| 'zz=a+xpa +yftape) i 
ingeirückten Ebenen 'gebildet wird, wenn man den 

‚Parameter a sich verändern läss, Diese Fläche ist 

folglich eine developpable, weil ‚eine und. dieselbe 
berührende Ebene sich, wie leicht zu sehen, wenn 
"man sie sich als biegsam und unausdehnbar befrach- 
tet, ohne Falten und Bruch, auf die Fläche legt und 
biegt, umgekehrt ‚aber die Fläche sich. auf die Ebene 
legt um ohne Falten und Bruch entwickelt. 


Dias: ei und SE, so 
- erhilt man De | 
i [#= : .dz „g2 _ dez er 
dg 7 " dx? dedy 
da dz oo d2z dz d2z 
57 Zr re ya, oder| 
da d?z 'daz 
dz > dx? Y dx dy ö 
7 a 25 dz 
ay Bey I ar 
db d?z u 
dx da: 
db d2z - | 
4 uf 


u 


/ Sn : j ‚ 


a äh Er 
| d’z daz . h a: Br ‚2 d2z 
re dady ” en ers dady' da? 
.. d? 
*y 73 , Fr y 'oder} j 
| & > de de, 
dx dy Zr: ' y:" BUN 
Dieses : ist: die allgemeine Gleichung dieslagnehies 
Flächen, deren Stammgleichung folglieh in. dem Sy- 
stem der beiden Gleichungen | 
Ex — a+zpäryfa und 
\ 
= 2. dape er re = 0, B 
BEER ist, wo pa und fa zwei willkürlicke Fune- 
tionen von a bedeüten, Man sehe den ıoten Band 
der niovi comment: von Petersburgf und die am 
Einde des vorigen Abschaitts cilirten Schriften. [Mar 
sehe auch die ao. Forlesung im zweiten Bande, 
der BEBRURSCHAEN Ausgabe von Lagrange’s 


Werken.) 


am 1 


Eilfter’ Abschnitt. dh 


Yon deh grössten uhd' nen Werthen der 


Ordinaten krummer Flächen. Allgemeine Auflö- 
sung der Aufgabe de maximis et minimis. Mittel,die 
Maxima und Minima der Functionen mehrerer 
| ‚veräuderlichen Grö ‘Ösen zu unter scheiden, 





n>.* . var £ i . ,., 3 
. = 


:B.. 


Wenn man / die. grössten und kleinsten Ordina- 


. 4: }. 


- ten einer gegebenen krummen Fläche sucht, so ist 


leicht zu: sehen, dass sie nur.da Statt finden können, 
wo die, die Fläche berührende ‚Ebene mit .der Ebene 
der x, y parallel ist, Es tst. also, für. dieselbe zang « “ 


=o (39) [&.war. der Winkel, welchen. die berüh= 


rende Ebene. mit.der Ebene der x,y ar folge 


lich ist, L 


Konore 


ao es ist. zufölge (39.) Fe a Y (zZ 37 
(7) 2 Dieses kann nur Statt ie nenn 


dz dz dz dz 
Fr yheri und Ze [weil Z 7, un 4 von 


einänder, unabhängig sind,] welches also, z Be- 
‚dingungen sind, unter welchen die Ordinate z ein 


Maximum oder Minimum ist, 

‚Da nun 2 jede beliebige Function von x und y 
ausdrücken kann, so folgt allgemein, dass, wenn eine 
Function zweier veränderlichen Grössen ein Maximum 


{ 


f 
\ 


oder: Minimuni sein soll, ihre Ableitiugen 'nach den 


Grössen, von welchen sie ah, einzeln Null sein 


müssen, 


'E 


- Man kann Dieses —; unzsittelbar aus der Be-, 


trachtung der Functionen einer veränderlichen ER 
‚nach (24.) nebst den, für das Maximum oder Mini- 


mum- nothwendigen, Bedingungen. finden. Denn es 
sey z eine Function von = und y, 'so kann man », 
als gegeben. ‚betrachten und das ‘relative Maximum 
oder Minimum I z nach Y suchen, or giebt 





die Gleichung 5= == 0, und ‚sodann - = < % für 


das Bean: un 





| man also in,z den aus der ‚Gleichung —- =. folgenden | 


Werth von y, so ist z.blos Function von f und schon, 
ein Maximum oder Minimum in Beziehung auf y. 
Man- darf also nur noch’ machen, . dass z auch noch 


in Beziehung auf das, bis jetzt unveränderlich ange- - 


nommene x, ein Maximum oder Minimum pe Da 
| aber jetzt y als eine, durch die Gleichung = o 
bestimmte, Fı unction van x betrachtet werden’ muss, 
se ist klar, dass. zu erste Ableitupg von z nach % 


dz _dz dy 
nicht mehr blos GE re sondern —— Be Ay de 


2 
die zweite Ableitung = + #2 PR Y4 7 = n 
dz d ey 


+. — %' Gr ist, Man erhält also) 
dz _ dz dy _ 
Az "h_ Ay“ de = 0, z 


San 


——, und 


7 | SE 

B ESTER: EN SE | dz-'; Be N 
‚welches sich “aber, weil ‚schon = = 0 war, auf 
= =o vedneirt, so 2. ass die beiden zur Bestim- 


fung \ von x ünd ; 2 dienenden Bedingüngem,. 
| dz 
BL mei gere 


ä 


Sind; wie oben. j 


7 22. | „dir Pu nn ie 2 
anna former 3 + dx "dr dy . Ya & 
, = ; ı für das Maximum kleiner und für 
=. Per 





Minimum grösser als Null sein und da der Werth von 


yaus der Gleichung = 0 bestimmt wird, so 


dent zur Bestimmung von —— = die erste [son Fr 
2-7 nach x) «bgejeltenn ns 
5 | Es u. Ex DR 


BER — 2 


ET. 

giebt. ‘Man _- also, [wenn man diesen Werth, 
dy dz dy , dz =, 

won im zer Ye Dr 


’ 2; 
Zu et de 2 .; selEh, in welchem Ausdruck das 
dy " da? 


ze ‚Glied, weil - = 0 ist, wegfällt, 


d?z d’z dz d?z x d2z. N? d2r 
Te et =) 5 er 
dz. d2z dz ; 

dx? dx Y 'y N, u: 


= cr " su 1, . is | ® 475 


\ I} 


a d?z 5 der Be 
de dx dx dy Se: 


fir dns Mesimum un > \ 


.d2z d2z - dag 
dx?" \dz > = 


ye i IR, 


für das Minimum. Da nun, aber auch — im er- 
7 ; Er 


dy* 


' sten Fall < o, im anderen Fall > o sein soll, so muss, _ 


sowohl für das Maximum als ..0 


d’z d’z . 1 .d2z Page Ar Mr 
dx? Say ‚dx er] 
> Pe N 


sen (das heisse? die Grösse — 


() 


soll, sowohl für das Mapinum R; gr das Mini- | 


‚ mum, pösitiv sein. Dies muss in der That der 


Fall sein, denn diese Grösse ist das Product der 





d2z " d’z 2: d’z .dz. 
eiden Grössen — . ee dyE um nd 7” 


Diese beiden Factoren»sind, nach der- Beiiäkuss; 
für das Maximum negativ, und. für das Minimum 


 positiv;.also ist das Product, sowohl für das Maxi. 


mum, als für das Minimum, positiv]. Hieraus folgt, 


+ 
13 


=]: a er 


se dr “dz 
dass der aus den Gleichungen — = o und — =o 


de dy 


. hergenommene Werth von x und y ein Ben 


oder Minimum [ Für 2] giebt, je nachdem  $ 





— 


ner oder grösser als. Null- ist, in 'so fern, zugleich 


‚.d?z az, d’z f. 32 Er 2 
da?" dy: \daay 
ist, welches letzter e, wie leicht zu schen, erfordert, dass. 


Be 





Klein , 


ZZ, un A einerlei Zeichen haben: [Denzn, de. 


P 


476: . N . 51. U. \ . 
in Que (3) ar m 
as Quadra 22% im positiv ist, so muss 
auch das Product von Gr EB — immer positiv 
sein, damit der Rest, wenn man das Quadrat von - 
dem Product abzieht, eine BERKER Grage sein 
kann] Bu 
| 2, 2 
Ist also zu. _ (u '<o, so ist 
‚weder ein Maximum noch ein Minimun m möglich, in 
so fern nicht etwa die dritten Ableitungen ebenfalls 
verschwinden, in welchem Falle die vierten Ableitun- 
ae entscheiden u, Ss. w. 


Is ist also für die Existenz ae! Maximi ind 


" Minimi nicht et dass. jur < 0 und u 
d?z | 
IE —<o, oder S 2> o und 
. "aus ‘dem eilften ai des zweiten Theils der Dif- 
ferential- Rechnung von Euler - schliessen könnte. 
[ Fielmehr muss nicht en für das Maximum _ 


%z 
2 negativ sein und zu: das nemliche Zeichen | 








wie man 





haben, und für das Minimum - 
ig 
_— das nemliche Zeichen haben, sondern es muss 
es: z — d?z N? 
ds dy Zu 
sitiv sein. Dieseshat Eee seit Eule r, Zu- 
erst bemerkt, ] Ä 


positi sein und 


auch nach ausserdem E 





” } R f 52. j x » | 

Die Anwendung dieser Methode auf Funcliöneh 

mit drei veränderlichen Grössen hat keine Schwie- 
rigkeil, Es sey z. B. u eine Function von, x, y, z 


. Man betrachte zuerst x und y als unveränderlich und, 


z allein als veränderlich,, so ist = 
\ 


gung für das Maximutn und Minimum und ET o die 


== 0. die Bedin- 


2 . 
Bedingung für das Maximum, er > 0. diejenige für das 


2 een: Die Gleichung _. == 0 giebt dei gehöri- 


gen Werth von z in x und y, welchen man in z 
substituiren, oder substituirt sich vorstellen kann. Ist \ 


sölches geschehen, so enthält z nur noch die. zwei 


veränderlichen Grössen x und’y und kann u ‚wie 


oben, behandelt werden. . 
Um allgemeine Ausdrücke zu finden, bemerke 


man, dass, wenn u nur von x und y allein ab- 
hinge, die Bedingungen für das Maximum und Mini- 


‚mum ZU _ o,und = =o, hernach für das Maxi-_ 
dx dy | 





mu 





du? du? du? N? 

dz? " dp Ndaay’ 
würden. Enthält dagegen u noch die Grösse 2, wel- 

che - von ® undy abhängt, [rer mo der Glei- 





beide zugleich > 0, sein. 


chung = '=0] so können die .Werthe der “Ablei- 


du du deu 
„gen = mehr blos durch ds’ Hy’ der 


ausgedr uckt werden, sondern es müssen die Glieder 


eLc. 





hinzugefügt werden, die von z herkommen, wenn / 


a 2 2 m 


BEER SOOEREREN VSRERRR NN Ver 


für das Minimum _ > 0 und fig 


48. nn us 


man & als Function: von x und y betrachtet. Nimmt 


N 


man. also hiernach die Ableitungen von u, so er- 


‚hält man 


du) _ du „du ds 
ax — de * de de 


'd(u) -_ .du du .dz: ' 


dy dy dz" dy: 


1 4. 


\ 


- 


.d’(u)__ deu deu d2 du d’z d’u a) j 
Ge "dzdz' dx“ dz ' dx? " dz? \dx. 
du) _ Fu de, du dez „ru .. 
dry: = -_ dzdy dy* dz’dy: ra? dy 
d’(u) __ d’u „Fu d’u ‚ge, 2u: dz du dez 
dx Lg dx.dy.. “dyds "dx ‚dxdz dy ' dz'dzdy 


„ Bu deu: dz dz 
dz2 de dy 


| Man erhält as für er Maxiosen: en Aa 
zuerst die beiden Bedingungen ° 


du du dz_ Fo 
det de 
+ de ds _, 
ee Br CuRr Ze 


weil En =o ist, die drei Gleichungen 


du Ä du 


Ba 


de % dy RN He 
ke: das heisst: die drei Ableitungen von u nach 
x, y und z müssen einzeln Null sein. 


Fer: 


Sodann erhält man, weil — =o ist, [aus der 


| 3 ‚vierten der obigen Fünf Gleichungen, weil darin, 


wegen c das dritre Glied rechter Hand u 5 


falu, ) 1 


} 


Eu i a : | ; 
EM, 479 
‚ du ro deu ds Mr ‚deu 3 
dy®, dzdy dr. d2? "Kdr) 
< oo für das Maximtm, und > 0 für das Minimum, 
und für beide zugleich [vermöge der obigen Bedin- 


d?z- d?z 2 
er ee 207) CS die ‚hier 


d?(u) > > (2) 


da: 











ist, wenn man darin 








a d2(u) du’ dw) 
. die W urihs von Er Li und de dr aus der 
PER vierten und fünften der obigen fünf Glöi- 


chungen setzt und bemerkt, dass, wegen SL: ==o, 


in der dritten «und vierten Gleichung, das dritte, 
in der fünften, das vierte Glied rechterhand, 
| wegfällt) 


( it du dE E ey Yen ‚dei .dz 
V: Tads de dz? "ayde C 


al): 


u dz deu dz _ d2udz AN 


> >(25 * dedy' de = dede d2dx ds + dz? d<dy: b 


De ibee, id Waih von z, iu x und F} ausgedrückt, 





von der Gleichung Z4 = abhängt, so ‚nehme man 
von P =o; die erste. Ableitung nach zundz, um 


die Werthe von = und ig zu finden. Dieses 


giebt ' 
’ d?u du dz ei 
rer A Pr uud, | 
du du dz _ n 
Ey. 


480 - 0: es. - et i 


woraus folgt: ie ®_ a \ hr | FR 
| dz. e deu deu dz KEN deu d?u 
2 dede dee und Br ve dz?® 


d?u 
Bin substituire diesen Werth. von = in a: 


on Bu‘ ds‘: Bu =) < 
R ar + dal) > 0, so erhält man 


du: _ du du du deuN? d’v 


ar? dapy deiy der * \deay) de 


ne 2 2 2u.< 
- Ei) : a s.] und ie man as 


"fand, dass für das Maximum Te<o und für das 
Minimum > 0 sein! muss, so erhält man [wern man 


= 
BU 
ni multiplicire] eine Grösse, dte i immer >o 


dz 
t [s iu Zu deu, deu. Substituire 
is ze a? 7.00% = ] 33 uosti r 
-, man re so die Werthe ‚von oe, und ae in die, 
dx dy 


oben mit v bezeichnete Grösse, welche für das 
Maximum und Minimum die nemliche bleibe, so 


a ts d?u En er 
erhält man Fr -(Z 2 a \= 


-(2)) > (dee re], 


"Die Bedingungen 'für das Maximum-und Minis - 
mum sind also nunmehr folgende: 
son, Zi 5 ‘ Lg: s 
Tr < o für das Maximum und 
au... er 
# >o für das Minimum, und 
d? d? de 
I Fer 7 >. fir.beile, ur“ 
en nebst 
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E ” = du deu u) N Bu au ‚deu, 
| en de (z dx dz®'dy dzdy. | 
Tdu da du du 
? (= dzdy dzde' Eh für beide. 


Man sieht aus dem Ganzen dieser Methode leicht, 
.wie sie sich auf eine grössere Zahl veränderlicher 
Grössen ausdehnen lässt, und es folgt allgemein, dass 
mah die Gleichungen für das Maximum und Mini- 
mum einer. beliebigen Function mehrerer veränderli- 
chen Grössen erhält, wenn man die Ableitungen der 
Function, nach den verschiedenen veränderlichen Grös- 
sen genommen, einzeln gleich Null setzt, welches so 
viele Gleichungen giebt, als veränderliche Grössen vor- . 
handen sind. Die übrigen, für die Existenz des 
Maximi oder Minimi nothwendigen Bedingungen, fin- 
det man, nach einander, den obigen Principien und 
Ausdrücken gemäss. , 


53. | 

Um ein Beispiel der Methode für die, Maxima 
und Minima zu geben, setze man, es werde die klein- 
ste Entfernung zwischen zwei graden Linien im 
Raume, deren Lage gegeben ist, verlangt. Für die 
eine grade Linie sey die Abscisse x, so sind die bei- 
den dazu gehörigen Ordinaten von der Form a+öz 
und 2 + 2x; die Abscisse der anderen Linie, fur die 
nemliche Axe, sey Y, so sind die beiden dazu gehö- 
rigen, ebenfalls auf die nemlichen Axen bezogenen, 


Ordinaten:- 4+By’und M+Ny. Diesenmach ist _ 


das Quadrat der Entfernung der beiden, zu den Ab- 

scissen x und y gehörigen, Puncte: 

a: + (aA +b2—By)? 29 (m—M + na—Ny)?, | 
E [311 


BE 900 6% I. 
.. für welches wir,” der, SEM wegen, möSz setzen 
‘wollen. 
Nimmt man die Ableitungen, so erhält men: 
dız 


= ur) 4 b(a--A+ bx—By) + n(m--M + n2-Ny) 


+ BEORRERNE nx--Ny) 


._ d 
Ti =ırbi4nt, u j . 5 j £ 


= =ı e B:+N®?_ 

des : 

u dr — 1 —bB-—nN. | 
Man findet also, erstlich, zur Bestimmung der beiden- j 
unbekannten Grössen: x und y, die Gleichungen 
xy +bla—A+ bx--By) + n(m—M +n2—Ny) =o; 
| —y + Bla— A+bx—By)+ N (m—M +nc2—Ny)= 0. 
‚Zweitens folgt, dass nur ein Minimum möglich ist, 





weil a noihwendig positiv ist [indem es aus lau- ' 


ter Quadraten, 1, b?2, n? besteht]. Es muss aber 
dann noch die Bedingung i 
2 en, 

ra dx ) >% 
| erfüllt werden, a ht 
(1+5?+n2)(1 +B2+N2) — (1ı+5B+nN)t>o- 
' und dieses ist in der That der Fall, weil sich der 
Ausdruck der Bedingung in 

- &—B)? + (n— N)? + 6N—nB)? > 0, 

verwandeln lässt. [Diese Grösse ist, als eine Summe 
von Quadraten, immer positiv. Die Verwandlung 
‚hat keine Schwierigkeit.] \ 


4 
Ne 


Da die Gleichungen Kür x und y diese Grössen 
Sr in der ersten Potenz ülhalteh, so ist ihre Ent- 
wickelung leicht. _ Wir wollen uns dabei um so we- 
niger aufhalten, als die Aufgabe, Rn leichter 
aufgelöset werden kann: 


54. 

Man kanr auch, bei der Ugtersuchung grösster 
-und kleinster Werthe von Functionen mehrerer ver- 
änderlichen Grössen, alle veranderliche Grössen auf 
einmal sich verändern lassen; welches nöch directer 
und klarer ist. \i 

Es sey f(&, 3,2, u.:)=W die gegebene Fumo- 
tion: Nimmt man an, dass die Grössen &, %, z, u... 
schon diejenigen Werthe haben, welche m zum 
Maximo oder Minimo machen, so muss das, was man 
erhält, wenn man & +p statt ©, y-+g statt y, z+r. 
statt z, w+ s statt u u.s. w. setzt, im Fall das Maximi 
immer kleiner, im Fall das Minimi immer grösser 
sein als w, was auch p, q, 7, 3... sein mögen. Die- 


u 


ses folgt unmittelbar aus der en der Maxima 


und, Minima, 
“ Man entwickele die Grösse ER Y+g,2+7, 

| u+s.. ..) nach Potenzen und Producten der Gr« össen _ 

Pt $...., dem Ausdrucke des allgemeinen. Lehr- 

satzes (78. a Theil) gemäss, und bleibe bei den. 

_ ersten Gliedern der Entwickelüng stehen. Man Bann, 


fe@+pYr+9 z+r, U+S...) = | 


dw dw \dw 7 dw 
vr ara” ae 
u Zum „d”(w) En. bo 


484 55. HM. ee, 


‚wenn (w) den Werth der Grösse Frei yalıg 
z+Är,u+As....) und 4 eine Grösse zwischen © 
und ı bedeutet, weiche in der nemlichen Function 


- 
wo 
Paz 


%”». 
Br en nen . suche u 


_ eine und dieselbe ist, aber in verschiedenen Functio- 


‚ nen verschieden sein kann. [Hier konnten an sechs 
Zeilen Beschreibung‘ der Bedeutung der en 
erspart werden.) 

‘ Die, rechterhand, zu w hinzukommende Grösse, 
müss also immer positiv. sein für das Minimum, und 
immer negativ für das Maximum, welche, und wie 
klein auch die Werthe von, p, 9, 7.... sein mögen. 
Hierapıs folgt, aus ähnlichen Gründen wie in (25.), 
dass die Bedingung nicht anders erfüllt werden kann, 


als wenn die Coeflicienten zu p,yr Null 
sind, welches ie Gleichungen 
dw dw dw w 


giebt, ü für das Maximum und Minimum gemein- 
schaftlich Statt finedn und aus welchen sich, weil ihrer so 
viele sind, als Grössen, 'x, %, 2, U... diese Grössen 
. bestimmen lassen. 


j 


55. 


Aber, damit die gefundenen Werthe ein ı Maximum‘ 


‚oder. Minimum geben, muss noch die übrige Grösse 
2 1% 2 
ESTOET AI 
für a Minimum immer positiv, is das Maximum 
immer negätiv sein, was auch p, 9, 7 ...., und wie klein 
auch diese Grössen sein mögen. 
| _ d2(w) . d?(w) 
dx?’ dxdy 








Da die Coeflicienten 


etc. zu den 


s 2 ; 
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Quadraten. und Producten de Grössen Pro, 
selbst noch diese Grössen p, nr nen enthalten , so 


würde es an sich selbst schwer, ja vielleicht unmög- 


lich sein, die nöthigen Bedingungen allgemein zu be- 
stimmen. Man erwäge indessen, dass die Fe 


d?(w) d?(w 
der Grössen a j Pr ... VOR P,Gy Pins auf- 





hört, sobald man A.== o setzt, und dass dann diese. 


Grössen bestimmte Werthe erhalten. In diesem Fall 
findet man, wie wir sogleich sehen werden, die Be- 


dingungen zwischen den Grössen, die in nichts an- 


deren, als ir Ungleichheiten der aus jenen Functionen 
zusammengesetzten Grössen bestehen. Setzt man, dass 
diese Ungleichheiten für bestimmte Werthe ‚von x, 


Ys 3.... Statt finden, so finden sie auch noch für we-, 


nig Avon verschiedene Werthe z+4p, y+4g, 
z+Är.... Statt, so lange die Grössen Ap, kg, are 
nicht gewisse Grenzen überschreiten, die so enge ange- 
nommen werden können, als man will. Da nun die für 


das Maximum und Minimum nöthigen Bedingungen | 


nur für beliebige Werthe von p, g, r.... erfüllt wer- 
den dürfen, die so klein sein können, als man will, 
so folgt, dass es hinreichend ist, wenn man dieselben 


für 1 = o erfüllt. Folglich kann man sogleich A=6 


setzen, wodurch die ‚in dem obigen Ausdrucke vor- 
2 ı gj2 2 
kommenden Grössen 2. em. a 
dx? ’ dzdy’ dy 
dw dw d’w | 
dx?’ dxdy’ Ay? 
ter als die zweiten Ableitungen der gegebenen Grosse 
w —= f(2, 19 2, U...).nach x allein, nach = und 


Ws w sind. ’ 


BR . übergehen, welche nichts wei- 


N 


#% 
- 
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bs kommt ds nur daravf an, die Bedingungen | 
zu finden, unter welchen’ eine Grösse von der Form 

P= — Ap? + Bpg+ Cq* Be 
in welcher 4, 3, C.. .. gegeben und ?, 9, r.... un- 
‚bestimmte Grössen sind, nothwendig positiv oder ne- 
galiv sein muss, was auch p, 9, T.... sein mögen. 

' Man setze, die Grösse ? solla immer positiv 
sein, so ist klar, dass es, für den ee 
Fall, hinreichend ist, blos die Grössen A, B,C.. 
negativ zıı machen. Da nun die Grösse [7] nie 
negativ soll sein können, so folgt, dass ihr [der Grösse 
P] Minimum positiv sein muss, und umgekehrt 
folgt, dass die Grösse [7], wenn sie nur positive Mi- 
_ nima, hat, nie negativ sein kann. Man darf daher. 
nur die Bedingungen suchen, unter welchen die Grösse 
{?} blos positive Minima hat. ie 

'Man nehme nach (52.) die erste und zweite Ab- 


h leitung der ‚gegebenen Grösse [?] nach einer der 


veränderlichen ‚Grössen z. B. p und setze ihre erste 
Ableitung gleich Null [wie es das Maximum oder 
Minimum erfordert], die zweite Ableitung. aber po- 
sitiv [wie es für das Minimum sein muss], so_er- 


hält man die Gleichung 
[7 =] Apr Bgr Dr. .=0 


und die Bedingung A> 0. [Denn es ist Tr 
d2P e 
—= 0A und die zweite Aneiung pr sollte po- 


sitiv sein. 1 


\ 


vw - 


| ae FR. 
"Man substituire. ai hieran folgenden‘ Werth 
von p in die gegebene Grösse [P], so bekommt 
dieselbe die Form fi 


Lg? +Mar+ Nr? + UFER 


wenn 
B? BD‘. D 
er”. ai Ner-2% etc. 


dP u 
[Aus Zr =aAp # Bg + Dr.. = o nemlich 


"folgt p=— Bryan. Setzt man Dieses in 


P— Ap: ERREHRER: so erhält man 


B?g2 + D?r? +2BDogr.. Bag +2 .r” 


‚r = 2r2 

„Barge FTe. .t or + Bar + Fr. 

=0g? +. Ft + Ear.. En 27 - BR er 
BD | 


m. wenn.man c— 7 al, erw ira | 
F- = — N seızt, Lg? +Mgr+.Nri . giebt.) 


Man nehme, auf dieselbe Weise, die erste und 
zweite Ableitung von dieser verwandelten Grösse nach. 
der einzelnen veränderlichen Grösse g und setze wie- 
derum die erste Ableitung gleich N ul [zufolge der . 
Bedingung für das Maximum oder Minimum] 
und die Zweite Ableitung positiv [zufolge der Be- / 
‚dingung für das Minimtim], so erhält man die neue 
“ Gleichung | | 
u nk u 


und die Fee L>o [mie oben, weil En ” 
nd Tr :>0]. s 


u 


1: >98 | 92 


Man. substituire ‚hierin, wie oben, ‚den hieraus 
genommenen Wertl von g, so erhält a die, abex- 
mals verwandelte Grösse 

Tr + Urs + Xs2:... 


in welcher die Coeflicienten 7, F, X.... eben so von 


“denjenigen Z, M, N.... abhängen, wie diese von A, 
-B,C.... Setzt man das Verfahren fort, so erhält man - 


” ‚aTr+Fs. eh 


und üe Bedingung T>ou sw. 
‘Nun ist leicht zu sehen, dass der letzte dieser 


|  verwandelten Ausdrücke von P, welcher nür noch 


eine der unbestimmten Grössen P, 95 T.... enthält 
und folglich von der Form Zs? ist, das Minimum 
der Grösse P selbst bezeichnet, woraus folgt, dass 
die Bedingungen, unter welchen die Grösse 2 ein 


positives Minimum ist, 


A>o L>o, T>o:.. Z>o 


, sind [nemlich grade ein positives Minimum, weil 
_ ein Quadrat, wie s® in Zs? -immer positiv ist]. 


Da nun diese Gleichungen, welche die, für das Mi- 
nimum nöthigen Werthe von p, g, r.... bestimmen, . 


+ die Grössen p, 9, r.... blos in den ersten Potenzen 


enthalten, so folgt, dass dieses Minimum das einzige 


„ mögliche ist. Also ist auf diese Weise die Aufgabe 


vollständig aufgelöset. 
Uebrigens ist leicht zu sehen, dass die gegebene 


‚. Grösse P durch diese verchiedenen in 


die Form 


ee) . 


gas 


Be 75 er? 5 
er Mr + Os... n Zr | 
nl te 27 -) h 


ur 
/ Ys+ Mr....\? 

Tr a A)" eo. 

+ r+ 27 J etc, 


‚ erhalt, ‚[Denn es 2st 2. B. 


r 2.2 ie 
Ar Par +EZ=)= Apr BoD LED 
=) =_Lq? +9 0sq. „ige a. 


r 09 +2rg4Gg. „aus Se )a 5 














Dr 2 BBDrg. -. 
44 q7 — 2A — nn 
T 74 nr = Tra+Psr+.. Re! - = 
BE > (Ps....)% 
i 777 
M:___ 
Be 


flechnet man diese Gleichungen zusammen, so ist 
leicht zu sehen, dass sich die oe Glieder 


BB? BDr M 

ES ap a + in L(g+ — ze)" mit 
(Bg + Dr....)? | ER 
Ber Dann undlp BE 24 ); 

die negativen Glieder won T(r+ ) mit 

d .„. (Mr +Qs....)? ( rm 2 

em Theile zL von I(g+ SL ) 


u. Ss. m aufheben, so dass, weil die letzte Grösse 











dem Theile 











Foo 
keine Quotienten, wie ST -, mehr enthält, 


sondern blos von der Form (5)? ist, blos 


177 Dr 72) 
Ap? + Bpg+Dpr.. +09’ + EA4 Gs4.. .. + ‚Fr? + übe 
‘ übrig bleibt, welches genau die. Grösse B ist.] 


x 


Dieser Ausdruck ist offenbar positiv oder nega- 
» tiv, je nachdem die Coeflicienten A, Z, T.... sammt- 
lich positiv oder negativ sind. [Denn diese Coef- 
foienten sind sämmtlich in Quadrate multipli- 
cirt, welche immer positiv sind.) Auch sieht man, 
‚ dass die Grössen A, L, T.... auch Null sein kön- 
nen, wenn sie es nur nicht alle zugleich sind! 


Diese Bedingungen sind ulso diejenigen des 
"Maximi und Minimi der Grösse w — we Y 2 U) 
wenn man für das Minimum 


4% dw d’w dw 
A=ıoa 7 ae =i7% dy2 


und für das Maximum. | 

; . dw d? w 

Am — 4 Ir ? Reed u 77 u 
setz. Die Uebereinstimmung dieser Resultate mit 
denen von (52.), ist-leicht zu sehen; aber die gegen- 
wärtige Methode hat den Vormg, dass sie ein ein- 
‚ faches Mittel an. die Hand ‚giebt, die Untersuchung 
auf eine ‚beliebige Zahl veränderlicher Grössen auszu- 
dehnen. [.Nemlich. hier wurde gefunden A Do, 





= 
a ed >ows.w. und es ist für das Mi- 


44 
ww dw 3 daw j d2 w 
nimm Az rn I: ’ wu, Ca a 
| R er d’w ü 
sr Ä ER IEN.. ‚erw dxdyF,. 
etc. Alsosollsein+ 3 >, un Kg 
\ dat 


dw dem dem (dawa: 
> oete. oder +74 > I (25) 


F ® a ’ » 
z . - “ a . S 


87. 1 Be 4 


. welches: Bas: Nemliche ist, was in Su) für ä 


zwei veränderliche Grössen gefunden wurde. ‚Die 
nemliche Uebereinstimmung ‚Findet für mehrere 
‚ veränderliche Grössen, wie in (52.) abe.) 


\ 57.. 
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Ni 


Grössten und Kleinsten geben folgendes Resultat, 
Setzt man in eine beliebige Function von x, y, 2... 
HP, Y+F9 Ztr... statt 2, y, 2... und ent- 
‚wickelt die Function nach Potenzen und Producten 


von pP, 9, F...., so, geben die Glieder, welche p, q, 
FT... nur in der ersten Abmessung enthalten, wenn 
man sie eihzeln gleich Null setzt, die Gleichungen | 


welche erfüllt werden müssen, damit überhaupt die 
Function einen grössten oder kleinsten Werth habe. 
Sodann muss die aus den'Gliedern mit zwei Abmes- 
sungen von p, q, r.... zusammengesetzte Grösse, für 
das Minimum immer positiv, fur das Maximum im- 


_ mer negativ sein, was auch p, 9, r.... sein mögen. 


Verschwinden alle Glieder zugleich, so muss, 
wenn ein Grösstes oder Kleinstes existirt, auch die 


“Grösse mit drei Abmessungen von p, 9. r.... ver- 


schwinden und die Grösse mit vier Abmessungen von 


* 


Diese Untersuchungen über die Theorie des 


Ps 9 ?.... muss für das Minimum immer positiv, . 
für das Maximum immer negaiv sein, was auch p,. 


95 F.... sein mögen. Dieses ann: wie man sieht, 


‚mit (25.) überein, 
Wir haben hier ein einfaches Mittel angegeben, 
_ die Bedingungen zu finden, unter welchen eine Grösse 
von der. Form Ap® + Bpg.... immer positiv oder 
negativ ist. Man könnte auf demselben Ne die 


% 


492 ren 5 | 


Bedingungen suchen, ‚unter welchen Grössen von der 
Form Ap* + Bp?g .... immer positiv oder negativ 
sind; aber die Anwendung der allgemeinen Methode 
auf diesen Fall “würde Rechnungs - Schwierigkeiten 
‘ haben, wegen welcher sie vielleicht unausführbar ist. 
Dieses ist eine algebraische Aufgabe, von welcher 
wohl eine Auflösung zu wünschen wäre. 


Eu 


BB 


Wir haben bisher angenommen, dass die in der 
gegebenen Function vorkommenden veränderlichen 
Grössen von einander unabhängig sind. Wären aber 
zwischen denselben eine oder mehrere Gleichungen 
gegeben, so müsste man zuerst, vermittels dieser Glei- 
chungen, aus der gegebenen Function [ f(x, y, 2----) 
== w], so viele Grössen, als Gleichungen da sind e zu 
eliminiren suchen. Hierauf erst könnte man für die 
übrig gebliebenen veränderlichen Grössen die Bedin- 
_ gungen der Maxima und Minima [nach der obigen 
Methode] finden. Dieses ist das sich zunächst dar- 
bietende Verfahren. Dasselbe lässt sich indessen sehr 
vereinfachen, wenn man die veränderlichen Grössen 
alle beibehält und die Elimination dagegen auf die 
Grössen P» GT... bezieht, 

Man setze z. B, es sey zwischen den veränder- | 


lichen Grössen x, y, z.... die Bedingungs-Gleichung 


| Plz, Yy 2...) =0O 
pc Da diese Gleichung für jeden Werth von 
%, Yy 2... Statt finden soll, so gilt sie auch, wenn man 


c+pP, . 9 z+r.... statt x, Y, z.... setz. Man 
erhält also, wenn man die Grösse nach (78. aster Th.) 


10: rue / 
wer. Piz , i f 


üitwigkelt [und der Kürze wagen, playzn. )=p E 
setzt] . ' 





ad ,, 9 dp 2 | | 
- ar rn | s 
29 d2op d?p ER . 
rg rt gm 


woraus man den Werth von p in einer Reihe finden 5 
kann, die man dann in die Entwickelung. der Fanc- 
tion selbst setzen kann, deren Werth ein Grösstes . 
‚oder Kleinstes sein soll. Oder, man kann auch blos 
zu ‚der Entwickelung der gegebenen Function die 
Grösse addiren, welche das erste Glied der vorigen 
Gleichung ausmacht, nachdem sie mit einer beliebi+ 
gen Grösse multiplieirt worden, die selbst von der 
Form | 
arbp+cgH+..+ Ip: +mpg:» 
sein kann, wo .die Coefheienten a, 5, c.... unbe-. 
‚stimmte Grössen bedeuten. Sodann kann man alle 
‚ Glieder zusammen, welche p enthalten, gleich Null 
setzen, welches zur Bestimmung von a, b, ce... dient.’ 
Da die Gleichungen für das Maximum und Mi- 
-nimum sich nur auf die Glieder mit einer Abmes- 
sung von p, 4,7... beziehen, so ist es hinreichend, 
wenn man nur jedes: dieser Glieder, einzeln, gleich 
Null setzt, welches die Gleichungen 


dw dp ___ dw :dy dw, _dp 
Ta er u Zr 


giebt, die durch die Wegschaffung der unbekannten 
Grösse a auf eine weniger reducirt werden können. 
_ Für. die Glieder mit zwei Abmessungen von p, g, r y 
kann man, durch das obige Verfahren, die edlen, 

_ gen zwischen den Öoefhicienten der Glieder finden, 


Be . 


4, ‚58. 4 
Diesen Bedingungen muss man auf die rn. 
Weise,- vermittelst ‚der Grössen a, b, Ce. ZU sg. 


En 


nügen suchen. 
‚Wir begnügen, uns, dies Verfahren blos anzu- 
deuien, weil die Anwendung desselben leicht ist. Es 

_ kommt im Allgemeinen nur darauf an, dass man, 
. wenn eine Function mehrerer veränderlichen Grössen 
ein Maximum oder Minimum sein soll, und zwischen 
den veränderlichen Grössen eine, oder mehrere Be- 
dingungs - Gleichungen gegeben sind, die Grössen, 
welche [in den Bedingungs-Gleichungen] Null sein 
sollen, jede mit einer, beliebigen unbestimmten Grösse 
multiplicirt, die Producte zu der gegebenen Grösse ad- 
“dirt und von der Summe das ‚Maximüm oder Minimum 
auf die nemliche Weise sucht, als wenn die Grös- 
sen gänzlich von einander unabhängig wären. Die 
Gleichungen, welche man auf diese Weise findet, 
_ verbunden mit den gegebenen Bedingungs-Gleichun: 
.-, dienen zur Bestimmung der unbekannten Grös- 
. [Dieses sinnreiche Mittel, gegebene Bedin- 

| en -Gleichungen dadurch in Rechnung zu brin- 
gen, dass man sie auf Null bringt, die Grössen, 
welche auf diese Weise Null sind, mit beliebigen 
unbestimmten Coefficienten multiplieirt, und die 
Producie zu den gegebenen Grössen, von welchen 
die Aufgabe handelt, addirt, ist das nemliche, 
welches in der Variations- Rechnung in ähnlichen 
Fällen gebraucht wird, Von der hier blos ange- 
deuteten Anwendung auf Untersuchung grösster 
| und kleinster. Werthe von Ausdrücken, die von 
mehreren, wegen gegebener Bedingungs-Gleichun- 
gen, nur \eum Theil von einander unabhängigen. 


“ 
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| Grössen lnzen, kat der Herausgeber, i in seiner 
Sammlung - mathematischer Abhandlungen, eine 
‚ausführliche Entwickelung aufgenommen und die- 
selbe mit mehreren Beispielen begleitet. Man fin 
det sie daselbst im zweiten Bande S. 262. etc.) 


Man kann auf dieselbe Weise die Aufgabe be+- 
handeln: Curven zu finden, welche in allen. ihren 
Puncten diese oder jene Eigenschaften eines Maximi. 
oder Minimi haben. 

Man setze z.B. es solle die Curve gefünden wer 
der, für welche die Grösse X in (15.) [also das Pro- 
duct der Stücke, welche eine beliebige Tangente 
.der Curve, von zwei festen Perpendikeln auf die 
Axe abschneidet] für jeden Punct der Curve ein 
Maximum oder Minimum ist. Die Grösse war 


K= (y+ (m—a) +) (Y+ nn) 
und die Aufgabe besteht darin, diejenigen = erthe | 


* Fr 


von y in x zu finden, welche diesen Ausdruck zu 


einem Grössten ‚oder Kleinsten machen. Wären die 
dy 
beiden Grössen y und rn von einander unabhängig, 


so liesse sich das on oder Minimum nach bei | 
den bestimmen; da sie aber, eine von der andern, ab- - 
hängen und zwar ihre Abhängigkeit unbestimmit ist, 
s6 lange nicht eine von ihnen, auf eine ‘gegebene 
Weise, durch x bestimmt wird, so kann ‘man nur: 
das Maximum oder Minimum nach. einer dieser Grös- 


‚sen suchen, und es ist natürlich, die Grösse z zur 


- 


| 7 U. 


Curve, für welchen die Zeichen dieser Grössen die 


_  veränderlichen zu nehmen, weil dieselbe die Lage 
‚der Tangente bestimmt, indem man die Coordinaten 


x und y für jeden Punct der Curve als gegeben be- 


trachtet. 
Man mehme also die erste und zweite Ableitung 


der gegebenen ion nach X, so, als wenn diese 
Grösse allein veränderlich wäre. [Man kann sich 
nemlich vorstellen, dass 4 seinen Werth verän- 


dert, ohne dass y ein Gleiches thut. Zwar kann 


‚sich Li nicht ändern, ohne dass sich die Al- 


dz 


'hängigkeit der Grösse y von der Grösse x än- 
_ derte, allein diese Abhängigkeit kann sich auch 
ı wirklich ändern, ohne dass sich der Werth von 


y'ändert; also kann y constant sein, während sich 


Y! yerändert.] Setzt man die erste Ableitung von 


dx 


K, nach nd genommen, gleich Null, so erhält man: 


G + (nn) (m+—x) + (7 + m) (n—x)=o, 


welches, wie in (15.) 
dy _ (ex — m—n)y 
dz 2 2(m—z)(n—x)’ 


‚giebt, woraus sich die Gleichung der Curve findät. 


Sodann ist die zweite Ableitung von A,=2(m— x) 
(n—x), woraus folgt, dass das Maximum für denje- 
nigen Theil der Curve Statt findet, für welchen die 
beiden Grössen m— x und z—x verschiedene Zei- 
chen haben, das Minimum für denjenigen Theil der 


nem- 


” 


DE 1. er?) 
'nemlichen sind; so dass also das Mäximum-für alle 
Werthe von x, zwischen m und , und das Minimum ° \ 


- für diejenigen x Statt ‚finden, welche über m und zn 


hinaus liegen, 

Da die für die Curve gefundene Gleichung von 
der ‚ersten Ordnung ist, so hat sie eine Stammglei- 
chung mit einer willkürlichen Constante. man 
sie Pe die Form 

z—m+z—n : ı 
a rn (m—x) (n—x) = m re 
"so ‚ erhält man die Stammgleichung .. | 
 2logy = log(2—m) + log (cn) + log h, 
oder, wenn man von den Logarithmen zu den Zah- 


len übergeht, 


J=h@—m)(e—n), 
wo h eine willkürliche Constante bedeutet. Diese 


* Gleichung hat die nemliche Form, wie die oben in 


(15.), gefundene, wie esauch sein muss, weil ‘die ab- 

geleitete Gleichung, von welcher man ausging, an 
beiden Orten die nemliche war. Denn, die oben für 
Jas Maximum und Minimum gefundene en 


mit I. mulüplicirt, hat 


(y+m-2) 2). (v+@-2) = —=K 


‚zur. Sarnen, wo K eine willkürliche Con- 
stante ist. Diese Stammgleichung, verbunden mit ih- 





rer abgeleiteten, um T zu eliminiren, giebt das oben 
gefundene Resultat. 
Nimmt man das Gegenwärtige mit dem Obigen, 
in (15) zusammen, so sieht man, dass die Kegel- 
I. . Ä . 1352) 





| hob- > = Ri £ 60. 1. 
schnjtte‘ nicht allein die as DIREREN Eigenschaft 
haben, dass die Taygenten von den beiden, auf us. 
Axe in ibren End- Puncien errichteten, Perpendikeln 
‚Stücke abschneiden, deren Product für alle Tuncte 
gieich gross ist, sondern auch, dass die Tangente wenn 
man sie, für einen‘ beliebigen Punct: der Curve, als 
gegeben betrachtet, eine solche Lage hat, ‚dass das ge- 
nannte Product für die Ellipse ein Maximum und 
für die Hyperbel ein Minimum, oder vielmehr ein 





Pu 


‚negatives Maximum ist, 


60. 


A, wenn man die Car ve sucht, in wel- 


| dy day 


‚ein Maximum oder Minimum sein soll, so kann mah 
| ER E am Ay de 
solches rücksichilich aller der Grössen y, —_ı I. 
Pas | | ’ rt de’ dis 
suchen, welches. eben so viele verschiedene Auflösun- 
gen giebt und man erhält, allgemein gesprochen, für 
jede gesuchte Curve eine Gleichung von der nemli- 
'  _ ehen Ordnung, die die gegebene F Bun hat. [Denn, 
BR dr 
wenn man z. B. von f\ x, y; a ee re) die 
\ EM: d? RE u A 
Ableitung nach Fr nimmt, so efhält man eine 


i | 
Grösse, die wieder x, y, 2. I enthalten kann.) 


Wäre diese gegebene Function blos eine Func- 
" tion von den Elementen der Berührung a, b, c.... 
Go.) so würde man, wenn man das Maximum oder 
dr dr 
dz’ d«2" 





# 


ir 


Minimum nach der letzten der Grössen y, 


sucht, nothwendig die ıemliche Gleichung finden 
welche man erhielte, wenn man die gegebene Func- 
tion ‚einer Constante gleich setzte. [In beiden Fäl= 
len ist der Werth der ‚Ableitung Null.) Hiervon _ 
kann man sich leicht aus (10. und 18.) überzeugen. 
Detn, setzt man die erste Ableitung von f(a, b, c...); 


.dy d’y 
nach der höchsten der Ableitungen ‘ Br re 





genommen, gleich Null, so erhält man die nemliche 
Gleichung; welche man findet, wenn män, allgemein, - 
die erste Ableitung der Gleichung | 


fa, b, c....) = Const. er 
dy. i | | : 

nach xy, I, nimmt, Hieraus folgt, dass diese 
beiden Arten von Aufgaben, -obgleich im Grunde 
sehr verschieden, dennoch’ einerlei Resultate haben, 
und folglich abf einerlei Weise. aufgelöset ‚werden 
können. Mithin lässt sich Alles, was oben in [10. 15. 
etc.] gesagt worden ist, auch hier anwenden. Das 
Beispiel des vorigen Artikels ist, wie man sieht, ein 
einzelner Fall dieser Art von Aufgaben. 


500 | 61. | rn: 


Zwölfter euehaite, 

Von den Aufgaben “über Maxima und Minima, 

die sich auf die Variations-Rechnung beziehen. 

Von der für das Maximum und Minimum ge- 

meinschaftlich Statt findenden Gleichung und 

vom Unterscheidungs - Zeichen. der Maxima 
und Minima, 


h 


ER 
"Wenn das Maximum ‘oder aan, anstatt 
ns dy As 
eine gegebene Function von =, y, Zn I er 


zu sein, vielmehr die Stammgrösse einer gegebenen 
Function wäre, so dürfte man die Grössen y, zT, 
ei 2, | | 
I .... nichtmehr als unabhängig von einander 
und isolirt betrachten, weil die Stammgrösse einer 
_ Foanction jener Grössen von. dem Verhältniss der Grös- 
sen unter einander selbst abhängt. Dergleichen Auf- 
gaben gehören in die, unter den Namen „Varia- 
tions-Calcul“ bekannte Rechnung. Sie erfordern 
keine neue Grundsätze, sondern nur eine besondere 
Anwendung der Functionen-Theorie, welche wir hier, 
. wegen. der Wichtigkeit des le I 
zu müssen glauben. 


' Es sey die laesirss fi x, 1.36 ey.) 


[>= v] gegeben, in alas y als Function von.x be- 
trachtet wird, so ist klar, dass sich allgemein die 
Stammgrösse der gegebenen Function nicht finden 
lässt, ohne den Werth von y inx zu kennen, ‚Aber, 


in. uhr a Be ZN 
! ö \ 


ri. 


“man kann suchen, welchen Werth yin x haben 
“ müsse [ das, heisst, in ‚welcher Form.y van x 
ge Kane damit die Stammgrösse von 
ne y n_ r-2 . Jar. Maximum oder 
Minimum zulässt, in ‚der Voraussetzung nemlich, dass 
_ diese Stammgrösse, für irgend einen gegebenen Werth 
a von %, Null ist und für irgend einen anderen ge- 
gebenen Werth 5 von x, einen grössten oder klein- 
sten WVerth hat. Es ist aus den Eigenschaften der 


Maxima und Minima. klar, dass, wenn iy der ge- 


‚suchte Werth ist, die Stammgrösse von 


dy de ET + dw | 
ST Zt a 


welche aus der gegebenen nn v entsteht, wenn‘ 


man darin y+@ statt y setzt, innerhalb der nemli- 


chen Grenzen von x, im: Falle des Maximi immer 
kleiner, iin Falle des Minimi immer grösser, als die - 


dy dry 


Br u. )=v selbst 


Stammgrösse von f\ x, y, 


sein müsse, was auch die Grösse ®, welche man als Ei 
irgend eine Function von x betrachten kann, und wie » 


klein auch dieselbe sein möge. 


Entwickelt man I y+o, z is 
| den dw 


nach Potenzen und Producten von 0, u gan 


gemäss (78. ıster Theil), so erhält man | 
\ dv do dv do dv 


Be oe 
. x% 
A wa (v) AR da _d’(v) dw®?\ . dw) 


6ı. I. Be 501. . 


I) 


ar de dr ara” le 3; =) E 
en “= . 


% 


- 


‘ A \ [3 3 . 
ze Ä 
‘ 


so ...61. DO. 


wo man [damit die Reihe bei den Gliedern, die 
d2w 


. D 5 do ‘ j | ” n 
die Grössen w, Ta? a in zwei Abmessungen 
> RR # 


dx? 
enthalten, abbreche] unter d?(v) die zweite Ablei- 
tung der Grösse | 


| dy do . day Er) 
| Karren re Auer: 723 dx HA \ 


verstehen kann, Die Zahl 4 ist unbestimmt, oder 


"vielmehr unbekannt; sie kann:in verschiedenen Func- 
‚tionen verschieden, aber’ in einer und derselben Func- 
" tion nur immer die nemliche sein und.nur zwischen 


vo und : liegen, [« v» hingegen bedeuteı Ka die 


“Ableitung der Grösse v=/| x, y, Zr rer I -)] 


Die Stammgrösse von 


dv: do dv + Ze d?v 


.d dx i dy.\ BTZEAN 
eu 
„d’Cv) dw Ew, d?(v) 
+3 0 +W —— —— > m. 
ar dx dy 7 ) Fr Yon 
dyd (“2 


muss ale für das Maximum immer negativ, für das 
Minimum immer positiv sein, was, und wie klein auch 
w sein.mag, in so fern man nur die Stanimgrösse 


‚so nimmt, dass sie Null ist für = o, und hernach 


in dieselbe & = 2b setzt. 


- Aber, ohne ®.zu kennen, lüsst sich zeigen, dass | 


man @ immer so klein annelımen kann, dass die Stamm- 
do - do 


Ä grösse desjenigen Theils, welcher Wr 


| dx b) dx? »... 
nur in einer Abmessung enthält, immer einen positiv. 
- - F, - 


4 
“ r 





a ne ia : e . - . 
»»2 - ® [2 


v \ 


- 


ef | ‚61. I e 5085. 


oder negaliv grösschen "Werd hat, als ‚die Stamm z 


grösse des anderen Theils. Deun man setze zi« statt 
w, Wo 7 eine beliebige Grösse und « ein constanter 
Coeflicient ist, ‚so hat der erste Theil überall zZ und 
der zweite | i2 zum Factor; ihre Stammgrössen. 
haben also die nemlichen Factoren und 'es ist leicht 
zu sehen, dass man i immer-so klein annehmen kann, 


dass. die erste Grösse kleiner ist, als die zweite, in 
so fern i nicht verschwindet. Hieraus folgt, dass sich _ 


w. immer so klein. aunehmen lässt, dass der Werth der 
| ganzen Stammgrösse nothwendig posiliv oder negativ 
ist, sobald es ihr erster Theil ist. Nun aber ist klar, 
dass dieser erste Theik- mit & das Zeichen verändert 
[weil er blos w zum Coefjicienten hat]. Also ist 


es tuumöglich, dass die ganze Function, unabhängig von: 
dem Werthe von ®, immer positiv oder negativ sein 


kanir, so lange nicht die Stammgrösse desjenigen 


ey “EB dw dw “ . ’ . i g 
Theils, welcher ®, —, ——..... mur in einer Ab- 
| dz’ dx? 


messung' enthält, verschwindet, was auclı @ sein mag. 
Das Maximum oder Minimum kann also. nur dan 
"Statt finden, wenn die’ Stammgrösse von i 
dv da dv deu dv 
ze elle ‚url shoes wor Suuggeen vera nie 7" Pr 
ur day de „I da? „dy 
u en | dx _ 


dx? | 


..... 


für jeden Werth von w, Null ist. [Alles beruhe. 


auf ähnlichen Gründen, wie bei den gewöhnlichen 
Maximis und Minimis, wo ebenfalis der Coeffi- 
eient zur ersten Potenz der willkürlichen Zunahmen, 


der veränderlichen Grössen Null sein muss.] 


"Wenn diese Grösse Null ist, so muss also dann 


die Stammgrösse des anderen Theits 


a 


ı 8 


4 
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„dew) de a di. . 
de er pr 2 * Te a Br 


| für das Minimum positiv, für das Maximum negativ 
sein, wenn @ einen beliebigen Werth erhält, der so 
klein. sein kann, als u will. 


# 


62. Be 


Um die erste Bedingung auf die allgemeinste 
Weise zu erfüllen, bemerken wir, dass weil die Grösse 
© unbestimmt bleiben soll, die Stammgrösse von 


L; — od „do dv | do _dv 
At au" 2 jr 
7 


tur von ;: Form 
En do _ ao, R 
=le+oeß+—.7+ Ep Be 


sein wo die höchste Ordnung der Ableitungen 
dä 2 | 
Fr ER ... ’um Eins niedriger ist, als in der ge- 





gebenen F unction, wovon man sich durch ein wenig 
Nachdenken über die Form der Ableitungen leicht 
überzeugen kann. [Denn die Ableitung von Q ist, 


Br wenn. z.B. das m+ ıste Glied von Q,7 Tr 





7 v wäre, 
dQ_p_. de, „de do dy RR: d"o du 
Ba a Fr "az an a: au" "de" de 
du du ,, deu d2w RL er det, 


"wo, wie man sieht, die Ordnung der Ableitung 
‚von ain P um Eins höher steigt als in 0 Nimm; 


x : ” ae 62. nl. + I h \ > | 


man also die erste Aljeltung dieser Grösse [01 in- 
‚ dem man a, P,Y:... als Functionen von z, undy 
\ gg als Be von x betrachtet, so, ‚erhält man, 


Ä de, 
2=* Zr )+Z rn 
[wie eben vorhin gezeigt ist.] Vergleicht man die-. | 


sen Ausdruck mit der gegebenen Function, [>= 

e dv = ‚_dv 
Da? 

du do 


die Coefficienten zu », —, —— N auchie setzel: 
die ’ d«e’ dx 8 '2t) 


“ so erhält man [wern man 


da dB. dv dy dv ds dv 
den > de” I’ ru” ax ar aa . 


; Die erste von diesen Gleichungen vice @ = Const. 
die anderen Gleichungen dienen zur Bestimmung von. 
P, % &...., und da leicht zu sehen, dass die Zahl die- 
ser Grössen nothwendig um Eins kleiner ist, als die 
Zahl der Gleichungen, so entsteht daraus eine Be- 
dingungs-Gleichung, welcher für das Maximum ader 
Minimum genuggethan werden muss. 


- ‚Zu dem Ende darf man die Gleichungen nur auf 5 
| folgende Form bringen | 


FED ade 

dy Bi y 
| dR_ dv dß de, 4 de a: © Be) 
dz” Y Fra Fk de’ x° 17 de 
‘indem man nemlich von der zweiten die erste, von 
der dritten die zweite u. s. w. Ableitung [nach =} 
nimmt. Zieht man wechselseitig eine von der anderen 
. ab, so. erhält man 


ra 


. 


und. Minime zugleich, und. dient zur: Bestimmung‘ 
des Werths von y in x. Die Ableitungs- Ordnung - 





a dv "dv do 
a. 
dv 5 ap" — d er (a oo 
% de Kr Fuer 7 Zus 


[werl: 'nemlich, wenn: man. die Glieder der Glei- 


NER yechterhund wechselseitig von ee 


dß SE  d?y „De 
abzichk , IR. at war? “er 
= „er 0 ist] 


de: 7 It | 
Diese: Gleichung entspricht also dem Maximo 


der ‚Gleichung ist,. wie leicht zu- sehen, doppelt 


so "hoch, als die Orduung der gegebenen Function 


Fu 


dy  d?y S 


fi, Y> da’ Fa) [Diese Gleichung ist 


keine‘ andere, als ‘die in der Variations-Rechnung 


bekannte Bedingungs- Gleichung, für die Unab- 
hängigkeit Wer veränderlichen Grössen x und Y 
von einander. Alles Bisherige in diesem Abschnitte 
scheine noch etwas dunkel und muss es auch wohl 


- sein, da -Lagrange' selbst, den Gegenstand in 


den legons: sur le: caleul: des foncrions wieder auf- 
genommen und deutlicher auseinander gesetzt hat. 
Man findet ihn daselbst klar und ausführlich vorge- 
tragen. Uebrigens hat der gegenwärtige Vortrag 
einige Schwierigkeiten und: erfordert in. der I’hat 
noch Modificationen für verwickeltere Fälle. Da 


die hierher gehörigen. Erinnerungen: und Erwei= 


terungen für eine Einschaltung zu weitläuftig sind, 


" ‚so verweiset der. Uebersetzer deshalb auf‘ die zehnte 


Abhandlung im zweiten Bande- seiner Samm- 


651 u BZ 
lung mathematischer Aöbgnäfungen S, 44 etc, wo. 
man einen weitern, und elementareu Vortrag der. 


Variations- Rechnung, ‚durch. mehrere und. zum. 
‚Theil neue Beispiele erläutert. findet.) ' 








63. 
Die nemlichen Gleichungen | s 
Pr dy G dv Er de . dv 
de —" rdy’ de. er" 
di d dx ee 


geben auf dieselbe Weise [wern man die Ableitun- 
geu davon nimmt und sie abwechselnd addirt und 











.substrahirt] 
| d d» R} dv 
PL AL Pi 2 
dv do. dx 
Ri PER dx - m 2 mu 
dx \ 
De 
2, d Pr 
| a. -; 
= a® die “os. 
dx? 
' 
\ ze dv 
— RE ...o 
du « '. 


Es sey, der Kürze wegen, 
’ = | 
ae N, 
so ist die Stammgrösse von ® L77 
— a + R und da diese Grösse, für x = o, Null sein. 


soll, so erhält man, wenn man den Werth von 3%, 
für = % durch A bezeichnet, weil « eine Con- 





+ 
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I 


stante ist, «+ A=o und folglich e = — 4. - Alse 
ist &’— A die ‚Stammgrösse, welche, für = b, ein 
Maximum ‘oder Minimum sein soll. Bezeichnet man 
also den Werth von 2, fur z==b, durch 2, so er- 
hält man die Gleichung 
Bez B—-A=o, 

ae: vermittelst - der Constanten, genuggethan 
werden muss, die in dem Ausdruck von y vor- 
_ kommen, welchen man aus der obigen Gleichung er- 
"hält, bei welcher ausserdem die -besonderen Bedin- 
gungen der Aufgabe berücksichtigt werden müssen. 

So muss z. B. wenn der Werth von y für die 
Werthe a und von x gegeben wäre, der Werth _ 

von ® in den beiden Grössen A und 3 Null sein. 


Wäre auch der Werth von T für den nemlichen 


Werth von x gegeben, so muss auch 5 gr. A und 
B gleich Null sein u, s. w 
2 

Nachdem die Zahl der Grüssen w, £ ; die u 
auf die möglich kleinste gebracht worden, so wohl 
in 4, als in 2, muss 'man die Coefficienten de- 
rer die übrig bleiben, um der Gleichung B— 4 =, 
unabhängig von diesen Grössen, ein Genüge zu thun, 
gleich Null setzen. [Man sehe wegen dieses Alles . 
den zweiten Theil und die oben angeführte Ab-- 
handlung.) e 


64. 
"Nachdem auf diese Weise die erste Bedingung 


erfüllt worden, bleibt nur noch die zweite übrig, wel- 
che darin besteht, dass die Stammgrö össe von 





x R zT % . ) [22 
E 12 - E) r 
4 


1 de do a) Hz =) 70% da). 
.,dy® de .dy ae (2) 


"zwischen den ARE: RE a und b von x,‘ 


» für das Minimum immer positiv, für das Maximnm 
immer BET & sein soll, @ mag sein, was und so Klein 


man will. A 


en 64. M. u € 


Ich bemerke zuförderst, dass sich, obgleich die 


2 
Grössen Cu IE etc. allerdings noch selbst 
Y dyd -. 


die Grössen w, Se MEER ball (61 Se wie in 55) 


zeigen lässt, dass es für das Maximum und Minimum 
hinreichend ist, wenn nur die Bedingung für 4 = o' 


2 

erfüllt wird, wodurch die Grössen ®, ei in Een 
ga 

a u BER . verschwinden und diese letzten Grössen 
dy d-- L | | 

dv dv a 
. b a ® 

blos in I’ dyd da” übergehen, Ge kein o, 

d® „;, mehr en nur & er: enthalten 
1 .... b) y Yy dx .... | “ 


Nun erinnere man sich des Lehrsatzes von (38. 
ı ster Theil) so folgt, dass die hier vorgeschriebene 
Bedingung erfüllt wird, sobald die ER Grösse 
„dv „de d2v 





30° | dy: "de dy dZ? dy' | ‚ 
= z ” do d’o .. . “ ’ 
sie unabhängig von #, — Is’ IE" ..., für jeden Werth 


von x zwischen x == a und x = b,.ohne zu wech- 


seln, positiv und negativ bleibt. [Zr (38. 1. Theil) 


wurde nemlich ‘bewiesen, dass, 'wenn der Werth 


- 


In ° 


sa. 65, 


irgend. einer Ab leitu ne, wie iz, für alle Wer- 


the von x, von a bis. b, wo b> a, immer positiv 
ist, die Differenz der Stammgrössen der 'gege- 
benen. Ableitung, wenn man darin x die nemli- 
‚chen Werthe beilegt, also die Grösse fb—fa, 
nophwendig ebenfalls positiv ist. Die gegenwär- 
tige ‚Bedingung, dass die Stammgrösse von 4w? Zr 


da dv. _ EEE 
3 ——r, Von a bis b, positiv oder negativ 
dx dy u | : | 

x ' 

sein soll, wird also erfüllt, sobald die Ableitung 
do do: d?v 


o — + 0 — 
E . dy? dx dy d® 





os VOR U und b, selbst 


2 Zeichen nicht wechselt.) Da wir nun weiter 
oben in (56.) gauz allgemein die Bedingungen gefun- 
den haben, unter welchen eine Grösse von der Form 
‘der - gegenwärtigen, beständig positiv oder, negativ 
ist, so darf man nur untersuchen, ob diese Bedingun- 
gen bei der gegenwärtigen Grösse zutreflen. Fänden 
sie nicht Statt, oder wurden sie nur für einen Theil 
der Grösse erfüllt, so müsste man die Stammgrösse 
des übrigen Theils suchen und diesen Theil Null 
“setzen, oder wenigstens machen, ‚dass er, unabhängig 


ER do dw 
von a ze u 
| ' dz’ dx? 


., für das Minimum positiv, für 
das Maximum negativ ist. 

u 65. 

Um die Auflösung zu. erleichtern, wollen wir an- 
nehmen, die gegebene Grösse enthielte nur allein die 
Quadrate und Producte. der beiden Grüssen ® und 





. " 0 DE Je 


ER Wie leicht zu sehen, ändert sich die Methode 


- für verwickeltere Fälle nicht, Wir wollen also durch 
doN i 
gu 2 er BERLIER K. 
[R —js M + 0 — N + gE "pP 
denjenigen Theil der u Grösse bezeichnen, 
der, zwischen den Grenzn z==a und x ==, im- 


mer positiv oder negativ ist, so ist der andere ha 
“- Mer d2» —_— N) 


= (2) (Ga aa =). 


- 





[Denn beide zusammen machen die gegebene 
d?v u do d?v Re =) dv 
dy? dx 1.17 dx dy\ 2 
Br | dy rd: (4,5) ” 
aus.] Hiervon muss man also die Stammgrösse neh- 


pr 


men, und es ist leicht, sich im Voraus zu überzeu-, 





Grösse 4w? 


gen, dass die Stammgrösse, wenn ®. unbestimmt: blei- 
“ben soll, nur die Form wu + @?» haben kann. [Denn 
du “dw : 
de + 20-9 


D 
+ w er welche mit der zurückzuleitenden Grösse, 


die erste Ableitung von dieser Grösse Ist 


der Form as in so fern übereinkommt, dass 
do 
keine die Coeffieienten 02 und ® E75 enthal- 


ten.) "Nimmt man aßfo (die eben hergesetzie] erste 
Ableitung von u -- ©@2v und vergleitht sie Glied um. 
Glied mit der zurückzuleitenden ER, so erhält man 
d 
Ä de u 


512 ei 65. I. a 


er 


Die erste dieser Gleichungen’ giebt ı u = Const. die 
dei anderen dienen zur Bestimmung‘ der Werthe 
von M, N und ?, welche 





'd?v dv 
\ E gs 3 dy? dz ’ 
dv _ 2 
ya 
d?» 


sind, nt diese Werthe "müssen nun den Bedin- | 
gungen der ‚Formeln in (56.) genugthun. Setzt 


‚ man die gegenwärgen n Grössen = und ® an die Stelle 


der dortigen p und 9, und folglich = = und M an 
‚die Stelle von A, B, woraus M— > [56.] = 

folgt, so erhält man für das Minimum die beiden Bedin- 
gungen P>e und T>o, und für das Maximum 
die entgegengesetzten P< o und T<o [das dortige 
Ad 2 o und L 2 0], oder auch, sowohl für das 
Maximum, als für das Minimum, eine der beiden 
Grössen P und 7 gleich .Null. Und diese Bedin- 
gungen müssen erfüllt werden für alle x zwischen 


a und 


aa ee I | 
7 Re 66. I. Pa 
5 I = ” e j . \ 

a und b, wenn die ‚Grösse () P + w ud M > 

++ o2 M, zwischen den'nemlichen Grenzen, im. ersten 
Ealle beständig positiv, im zwreiten' BEER u. 


sein soll. Da ? gegeben ist | zemtich N en 


so zeigt sie oh das Maximurs oder ei 
' an, aber man versichert sich von der Existenz des- .- 
selben erst durch die andere Bedingung. T > oder . | 
< 0, oder = o für beide. Fälle, TEN ENGE: 
66. | 
Sodann ist. es auch ’noch eine wesentliche Be 
dingung, dass die Grössen, M, N, P zwischen. den # 
nemlichen Grenzen nicht unendlich gross sind, wenn 
man überzeugt sein will, dass die Stammgrösse der ' 
gegebenen Ableitung, nach (38. ıster Theil) nolhwen- ' 
dig positiv oder negativ ist. Denn da der Lehrsatz .. 
in (38. ıster Theil) auf die Eintwickelung: der Func- 
‘tionen in Reihen nach ‘positiven Potenzen des der : 
‚veränderlichen Grösse beigefügten Wachsthums ge- 
gründet ist, so ist derselbe nothwendig den mit die- 
' serForm der Entwickelung verbundenen- Ausnahmen 
‚unterworfen, welche wir ih (30. ıster Theil) und in 
(15. 2ter Theil) näher untersucht haben. Die An-  “ 
wendung desselben ‚kann also aufhören, wenn .Jie 
Ableitungen der ‚gegebenen Grösse unendlich gross 
sind, vveil alsdann nicht mehr die nemliche Form der 
* Eintwickelung Statt findet. Dieser Fall erfolgt. noth- 
wendig, sobald die Stammgrösse, wie etwa die Tan- 
gente eines Winkels, vom Positiven, durch das Un- 
erilliche hiukkisrch, zum Negativen übergeht. In die- 


. ı | I 


er - f 
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Ian 


sem Falle ist das erste Glied der Entwickelung der . 


- Function von x + A, für denjenigen Werth von x, 
‚der dem Uebergange entspricht, von der Form Ak”, 
wo m eine: ungrade riegative Zahl ist, und die erste 
Ableitung, nebstallenfolgenden, sind unendlich gross. In 
diesem [Ausnahme] Falle kann die Stammgrösse das. 
» Zeichen wechseln, . während die erste Ableitung im- 
mer das nemliche Zeichen behält. | 

Um diesen Umstand an einem’ sehr einfachen 


Beispiele zu zeigen, darf men nur die Function Be BE 
r 1% 
nehmen, welche für = 1 undfür zo, —o 


ist. Gleichwohl ist ihre erste Bas [-- A — 
—z. +) 
2 Saners | =] e Gar immer positiv, für jeden 


beliebigen reellen Werth von ». Hierist die Stammgrösse: - 


mit ‚allen ihren Ableitungen unendlich gross für v==ı. 


Dieses ist eine Modification des obigen Lehr- 


gatzes [38. ıster Theil], die aber auf den. deraus in 
Fu gezogenen Schluss keinen Einfluss hat._ 


67. 


Nachdem die Bedingungen erfüllt worden, erhält 


man die 'Stammgrösse # + w?2v, in welcher # eine 


_ willkürliche Constante ist, die so bestimmt werden 


muss, dass die ‚Stammgrösse Null ist, für z== a. 
Man setze ®» — (82) und den Werth von (2) für 


za, (A), so it pn =— (A); also ist die voll 


rn Stammgrösse [1 + »2v] 
E — (2). aus -(M), 
welche für das Minimum Null oder positiv, fü das 


4 
/ 


67. H. i 515 © 


Maximum negativ ist, wenn man x = 5 setzt. Es 


sey also (B) der ‚Werth von (R) für.x—=b, so | | 


muss (B)— (A) >0 sein für das Minimum und <o 
für das. Maximum, oder —=o für beide Fälle, und. 
zwar unabhängig von. @, welches unbestimmt bleiben 

muss. N 
| Wäre der Werth von y für die Werthe a und 
b von x gegeben, so würde, weil alsdann der zuge- 
hörige Werth von ® Null ist, (A) =o und (B)=o ' 
sein, und die Bedingung wäre sowohl für das Maxi- 
mum als Minimum. erfüllt. -Wäre aber der Werth. 
' von y nicht gegeben, so wäre für das Minimum 9% = 
oder > o für =D, und v= oder < o für za, 

und für, das Maximum 90 oder <o im ersten 
Fall und vo oder >.o im zweiten Fall. 


Was die Grösse » betrifft, so hängt dieselbe blos | 


von der Bedingung 7’ oder M— nr >o für das 


Minimum und £ o für das Maximum ab. 166.] Diese 
Bedingung B wenn man: die being von M 


lege 


! 








- >0 oder <o, 


wo man für v jede beliebige Function Ne kann, 
ne dieser Bedingung genug thut. | 


"16 \ . 67. 1. E £ 
Das Tinfachste wirde sein,, T= o zu setzen (65) 
welches giebt 


.._. N® =, Göre 


. d2v‘ dv nd | 2.0 
de (En 


\dydz 


Gr 


woraus man den Werth von v. bestimmen könnte. 


„Das Maximum oder Minimum ar dann blos von 


ar 


‚ [weil, zufolge 66. die beiden Bedingungen P >» 


den Zeichen der Grösse =} 


"und T2o nöthig wären, jetzt aber T=o ge- = 


< 
"setzt ‘worden ist, also blos noch die Bedingung 


P2o übrig bleibe.] | 
° Auf diese Weise würde man das nemliche Re- 
sultat erhalten, welches die, in den Memoiren der 


Academie der Wissenschaften von 1786, vorgeschla- 


gene Methode zur Unterscheidung der Maxima und 


Minima in der Variations - Rechnung giebt. Aber, 
. der obigen Erinnerung. zufolge, muss man sich noch, 
' wenn das;Resultat zuverlässig sein soll, überzeugen 
köunen, dass ‘der Werth von» für keinen Werth 
von x zwischen a und 5 unendlich gross ist; wel- 
ches zuweilen, wegen ‘der Schwierigkeit, die Stamm- 
‘gleichung mit » und x zu finden, nicht wohl angeht. 
Ohne das ist man, obgleich die Grösse #®M + wZeN 
+ )P die Form P (2° +22) annimmt 
' und folglich immer positiv oder negativ ist, wenn es 
ist, [werl der Coefficient_ von P ein immer posi- 


ı, 





‘ ’ 


| ae “ 


= f - f kn . i _ 
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grösse wirklich ae oder kleiner als Null ist, 


# 


tives Quadrat. zst,] nie Terschait. ds ‚die Stamm- 


u = ; F. 


- 


- Um ein Beispiel zu geben, welches zugleich zur 
‚Erläuterung der‘ hier vor getragenen Methode . 


kann, setze man, die Function [o —] F (2,7, Y. rn ) 


_ deren erste. Stammgrösse eiu Maximum oder Mini- 


mum sein soll, sey | a Be 


j 2 \ 
[v =] rs) + omy SL +.ny3 


Nimmi man- die erste und zweite Ableitung, s so er- 
hält man 


vu6ez de? 7), (2 bi =) 








LEONE > AR 2m den = 9 
EN d- u u ’ dy —— 2. 2.7 en ie 


Setzt man diese Ausdrucke in die allgemeine Gläi- | 


SR (62.), welche für diesen Falt 





= l 2 
dv | cr Ein 
A 7 ee 


ng 0ER a ER 
‚ist, - etc, nicht ı so .erhält man 


—2 ==. 0, a 











x 


% -ny=o, 


W 


ı #& 


für die Gleichung des Maximi oder Minimi. Diese 


Fa . BR. i .# 


$ ne 








Pr w 


Gleichung En nach (55. ıster Theil) arücguee 


werden und giebt 


naeh 


wo g und 4 zwei willkürliche Constanten sind. Wäre 
7 negativ, wie — k?, so erhielte man, wenn man an- _ 
dere Constanten g und h nähme, 


—xyn 
’ 


y= = gsin (kx + h). 

Nun setze man, um den Fall zu vereinfachen, 
die Werthe von y wären für die beiden Grenzwer- 
the a und 5 von & gegeben, so sind die beiden 
Grössen 4 und B von selbst Null und die Gleichung 
B=A ist schon erfüllt. (63.) Man darf also nur 
die Constanten a und 5 so bestimmen, dass y für 


za und x —b gegebene Werthe erhält. 


Nun ist ferner, nach (65) 


nn, N=em—»), P— 1,. 


dx’ 
[wenn man nemlich die, für das jetzige Beispiel, 
d’v ,d* 
7 oben RT Werthe von ar f FT etc. 


substituirt], woraus folgt, dass, well ? >o ist, nur 
allein ein Minimum Statt findet. Dieses Kennzeichen 
ist indessen nicht hinreichend, um von der Existenz 
des Frag versichert zu sein; es muss auch M 


. - IF >0o oder =a sein. _ 





Es sey use M— w, > 0, so giebt die- 
ses [wenn man die MW erche von M, u und P sub- 
stituirt] 


dv 
1} ——— (m nu 2 
rim. n 32: (m „” >o0, 


68. 
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wo für y eine Grösse genommen den muss, die 
’ fur kein x, zwischen a und 5, unendlich ist, Ist n | 
‚positiv, so ist klar, dass die Bedingung durch v = m 
erfüllt werden kann. .[Denz dieses giebt n in, 
i a ., dv 
od weil v=m == Const. und folglich =. | 
ist, N > o wie gehörig.] ‚In diesem Falle also ist 
man von der Existenz des Minimi versichert, weil 
ausserdem die beiden Grössen (A) und (2) vermöge 
der Voraussetzung, dass die Werthe von y für == a 
und x =b gegeben sind (67.) verschwinden. :Isthin- . 
gegen n , wie — k2 so erhält man ‚die Be- 
‚dingung e” 
ö de En 


und es ist nicht leicht, einen entsprechenden Werth 
von v zu finden, oder auch nur zu ss dass er 
‚sich finden lasse, 


Es sey zweitens M-p= = 0, so erhält man 


dv 
a 2 + (m—»)%. 
Man setze 
so ist e ’ 
| ee 140%, E 
Tdenn es ist v=m—ig, also 52 MER RR und 


folglich [1 —%2 + k2o2, also &.nmiegl ; 


welches Be | > 
. Zur )—h 


Bao #F ea Ks ne 


und wenn man auf heiden Seiten die Stammgrössen. 
‘ nimmt: Per e. ! 
; “Arctange = kx +|, oder 
| g = vang (kr +1), | 
wo 2 eine willkürliche Constante bedeutet. Dieser 
. - Werth ist unendlich gross für ka + n;oder 3 7 etc. 
Also ist die Existenz des Minimi nicht sicher, so- 
bald (ba) k grösser ist als zwei rechte Winkel. 
‘Denn nach (64.) muss, wenn das Minimum all- 
es gemein Statt finden soll, die ‚Grösse n 0? +2mo nd 


4 (ee). « positiv‘ sein, "was auch o sey. Man seize 


w—isinz, so geht die eben genannte Grösse in 
folgende über: . 


2? (nsın x? + amsin® c08% + c08 22) 


e i? (cas x? + n(1— cos 22) + amsinx cosz) 


| zn (cosat nen 2 "yameinscoe) 


2 (° r—n)(2 052 —1), 


z + +omsinz en 





af ‚»r+rr 1—n 
Ne Ense z 08502 + msin2x 


wovon die mg össe 





} ı1+7. ı+n ._ 2 . 
‚ie (+22 + - sin 2x — 4m 052%) + ec 
ist, wo c"die willkürliche Constante bedeutet, die so 
- bestimmt werden. muss, dass die Stammgrösse für 
‚zx==a verschwinde. Hernach seizit man 2 ==, 
Setzt. man also. 2a=o und b=z 7, damit » für- 


x©==a und = nach der Voraussetzung Null sey, 


H 


so erhält man e =— und der vollständige Werth 


der Stampmgrösse ist j2 (1+ n).D, wo .D einen rechten 


"Winkel bedeutet. und es ist klar, dass dieser ‚Werth 
fürn — mega sein kann, wenn man k>ı 


# 


nimmt. 


* 


Wir wollen nun ferner annehmen, dass in ‚der 


do 
an welche », I, etc. in zwei Abmessungen ent- 





dv d2w d2» 


2 d?w d?v z d?o ) d2w 
. dz da. dz. d 1% + 7 dx? 


dx? _ 


ist. (61.) Derjenige Theil dieser Grösse, wahs den 
Bedingungen von (56.) nn werden soll, sey 


dw dw d2w 
ww? nr m P+0 Er ae 2 738 
d2w 
dx? 


> 
r 


so muss der Unterschied beider Grössen, ne 


- von ®, eine Stammgrösse haben DICH, Diese Stamm- 


grösse kann also nur die F orm. 


nrorrogtnr a, 


haben [aus einem het Grunde wie | ai 


nimmt und] die Glieder vergleicht, / 


PP} 


A 
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4, 


‚30 dans sie von der Fe orm 


ee ae ar 
€ ya a). ar 


man findet, wenn man.[ davon die erste Ableitung | 


ala. . 





u 





u 0585, 
geben, wo die drei Grössen. y, s, e unbestimmt blei- 
ben. Man muss jedoch dieselben so annehmen, dass 


sie den Bedingungen entspr echen, welchen die Grös- 
"sen M,.N, P etc. unterworfen sind, und welche man: ° 


« 


aus (66.) finden kann, wenn man die Orion ZU 


da 


Ze und o satt py gr setzt. Nennt man also 


Zn ; 


so sind die Bedingungen des Minimi \ 
$>o, T>o und Y>o 
und die Bedingungen des Maximi u 
S<o, T<a und Y<o, 
und diese Bedingungen müssen für alle Werthe ı von 
x, von x==abis 2— b, erfüllt werden. Der Werth 
‚von $ zeigt das Maximum ‘oder Minimum an, aber 
mari wird von dessen Existenz nur durch die beiden 
"anderen Bedingungen zugleich, versichert. Ferner: 
dürfen die Grössen M, N, P, Q, R, $ zwischen den 
nemlichen Grenzen‘ nie unendlich gross . aus den . 
oben (66.} angezeigten Gründen. | 
Endlich muss, wenn man @?v+ er day? 
= (8 setzt und die z zuz—=aundz=b. gehörigen | 
_ Werthe von (2), (A) und (2) nimmt, die Grösse 
(B) — (4) für das Minimum positiv, ‘für das Maxi- 
mum negaliv sein, unabhängig von @ und = (67.) 


Das Verfahren bleibt das Nemliche für noch 
mehr zusammengesetzte Grössen. - 


. 


PO 9 1% 


Wären die Werthe von Yı EZ ‚Kir die Wer- 


the a und 3 von X nicht u sondern es fände | 
blos ein, durch die un en und durch die 
Gleichung 


L =]y un I...) == © 


“ausgedrücktes Verhältniss zwischen‘ diesen Grössen 


Statt, so dürfte man nur, nach (58.) zu der Function, 


welche für das Minimum positiv, für das Maximum 


 iegaliv Sein soll, die- Grösse 


de, do e. dw R® 

| % deu A er 

+ ‘dx dagE 

408 d?t vo do det de 
ET Aye > 08 dy a Cu 

addiren, nachdem sie durch irgend einen RER REED 

ten Coefficienten o multiplicirt worden. Ist dieses 


geschehen, so kann man dieGrössen w, T als un- 


abhängig betrachten. [Dieses ist, hier in der Varia- 
tions- Rechnung, die oben in (58.) erwähnte Me- 
ihode, gegebene Bedingungs-Gleichungen in Rech- 
nung zu bringen.) Soll also die Bedingung für den 


"Werth a von x erfüllt werden, so muss-man zu den 


beiden Grössen 4 und (4A) (65. 67.) die Grössen 


| d N 
| (. 2 + Gen) und. 





\ 70. I s 525 En 
N EREEBER: Teapın one 
MeRET = +0 2) ne 
dx Yez e , | En, 


- & ‘ 


\ . 
‚für den ng Werth von & addien und wenn, 
die Bedingung für & — b erfüllt werden: sollte, so 
müsste man zu- den ‚Werthen von 'B und: (2). die: - 
nemlichen Grössen für den Werth b von x hinzu, 
hm | 
Das Verfahren findet Statt für jede a Be 
dingungs - Gleichung, wenn deren mehrere vorhanden ». 
sein sollten: 

' [Die Entscheidung, ob ein Maximum oder Mi- 
nimum vorhanden sey, erfordert, wie man hier sieht, 
besonders in der Variations- Rechnung, mühsame 
und verwickelte Rechnungen. In vielen Fällen, ' 
kann man aus der Aufgabe selbst leichter erkennen, 
ob‘der vorhandene Wechsel des Zunehmens und 
'Abnehmens der gegebenen Grösse, einem grössten 4 


;  #- 


oder einem kleinsten Werthe entspreche.] 








| Er A Mm 
Dreizehnter Abschnitt. 


FE der obigen Meihode auf Functionen 
einer beliebigen Zahl ver :änderlicher Grössen. Auf- 
gabe von: der Brachystochrone. Kennzeichen an: 
einer gegebenen Grösse, ‘ob’ sie eine Ableitung: 
erster, oder überhaupt beliebiger Ordnung sey. | 


71. 
_ Die gegebene Function, von welcher die Stamm- 
. ‚grösse ein Grösstes oder Kleinstes sein soll, könnte, 
ausser den veränderlichen Grössen x und y, noch 
eine dritte, von jenen beiden unabhängige veränder- 
liche Grösse z enthalten. Man kann in diesem Falle 
mit z eben so verfahren wie mit y. Ist also die ge- 


gebene Function er 
[= =] x =. ® nA Z dz FA 
ha — 2,9% Baer vr dh dr dx? nun. 


so setze' man y ++ ® er z+{& zugleich statt y und 
z. Hat man darauf die Grösse entwickelt, so muss 
die Stammgrösse desjenigen Theils der Entwickelung, 
| 2 2 ' 
welcher w, ze I u , — Hank 
_ einer Abmessung enthält, Null sein, die Stammgrösse 
desjenigen Thheils hingegen, welcher diese Grössen in 
zwei Abmessungen enthält, muss. für das Minimum 


nur in 


‘ positiv, für das Ban BITBUD: negativ sein, unabhängig 


' von ® und {. | 
“Hieraus folgen, aus ähnlichen Gründen, wie in 
- (62.) die beiden Gleichungen 
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er | 
d — d? 
u 2X 
dv a + dx? ver 
dy dz ‘da? ie, 
a - 
»_E, @_,- 
dz, ds Im ee 


‘welche zur Bestimmung der Grössen y und z in Pr | 
dienen.. [Man findet Alles dieses ausführlicher 
im zweiten Theil] Sodann muss man, hinsichtlick: 


-der Grössen z und £, ähnliche Bedingungen erfüllen, 


wie.oben für y und w. Die weitere -Auseinander- 

setzung würde uns zu weit führen: Wir überlassen - 

sie dem Leser. [Man findet sie im zweiten Theil.]; 
“ Man sieht hieraus, dass man, wenn eine vierte 


Grösse u vorhanden wäre, in Hinsicht auf diese Grösse 


eine ähnliche Gleichung erhalten würde, wie oben 


für y und’ z u. 5. W. 


ers 


"Hinge aber, in der Grösse », die Grösse z von 


x und y auf irgend eine dürch, die Gleichung 
‘ \ dy ‚ 
=]% a ne Ze .),= 0 


gegebene Weise: ab, se müsste man, nach',(58.); die 
Function .2, nachdem’ sie mit irgend einem unbestimm- 


ten. Coefficienten A, multiplieirt worden, zu.» addi» 


ren. Alsdann kann man das. Maximum. oder Mini- 


mum der Stammprösse dieser zausammengesetzten. 


‚Function nach der obigen Methode finden, und: da- 


beiy und z als unabhängig. von einander betrachten. 


Di ER Adele zu nl SE 5 BT 


, . 
’ . 


528 , KL au “ 2 B . 
Man findet A. ah für das VAR TRIREN a Mi: _ 
nimum; die beiden Gleichungen 


." 


"ie, er Pi = 














j a‘ ey e 
dv "ds dx? _ * 
\ dy dx, er fi “... 
«(a4 5): 
+A--— mo 
+27 en . R 
k 
; dvi; .: ga _d% 
af: | & Pac 
\ do‘! x : dx? B 


j dt ar 

urn A de, N Ar) R 

| der. = dx sn 
x HAT an dz 3 2 | FFIR u. 











Eliminirt man zwischen diesen Gleichungen die Grösse 

A, so erhält man eine Gleichung, welche, mit der 

egebenen Bedingungs-Gleichung £== o verbunden, 
zur Bestimmung. der Werthe y and z in = dient. 

| Sollte endlich die Stammgrösse von © nur in so_ 

_ fern ein Maximum oder Minimum sein, als die Stamm- 


| grösse einer anderen Function [e==] y( x, y, Ze) 
zwischen den nemlichen  Werthen a imd von 2, ' 
“ einen gegebenen Werth hat, so dürfte man nur das 
‘ Maximum oder Minimum der Summe der beiden 
Stammgrössen suchen, nachdem 'die zweite miteinem 
unbestimmten und von x unabhängigen ( Coeflicienten 
"multiplieirt worden, das heisst, das Maximum oder 
Minimum der Stammgrösse von’ Ä 
i | = |  “ fe. Y; 


j A | R er Mt, R | j | 
F Y de) +Ap (#, “2 de)’ 
wo. A eine Constante ist, ' Dam hat man ' zunächdt 
' die Gleichung ; 














dy d’y 
dv FF + dis Fer 
.dy dx dx? Pen 
da_=_ „de „1! 
# dy ’ ey : E 
en dt A Pr de | 
dy 7 di; + der une 


Die Constante A wird so bestimmt, dass die Siamm- 
grösse von £, von za bis z==b genommen, den - 
gegebenen Werth erhält u. s. w. [Auch über die- 
sen Fall bedinzter oder relativer Maxima und 
Minima findet man ausführlichere Auskunft im 
zweiten Theil, Dors zeigt sich auch, warum, in 
diesem letzten Falle, hier, A eine Constante ist, 


N. 


was nicht unmittelbar folst.) % 


x 


75. | 

“ Die, isoperimetrischen Aufgaben und diejenigen 
von der Brachystochrone, welche die beiden Brüder 
-Bernoulli vorlegten und auflöseten, öffneten der 
Behandlung ‘dieser neuen Art van Aufgaben über die 
Grössten und Kleinsten, den Weg. Man hat seit- 
dem allmälig. allgemeinere und einfachere Methoden’ 
gefunden und ist. endlich auf die Variations- Rech- ; 
_ mung gekommen, - welche für diesen Gegenstand nichts | 


zu wünschen übrig zw lassen scheint. Da die oben . 


(62. und 70.) gefundenen Gleichungen, bis auf die Be- 
zeichnung, die nemlichen sind, welche der Variations- 


= > +34] 


De: . 200 || 


Calcul giebt, so sind hier keine besondere Beispiele 
 nöthig; »ber es scheint nicht unnütz, den Gebrauch 


der Regeln für die Unterscheidung der Maxima ‚und 
Minima und den Beweis der Existenz derselben noch 
- an einem bekarmten Beispiele -zu zeigen. 

Wir wollen dazu, wegen, ihrer Berühmtheit, die 


Aufgabe von der Brachystochr one, oder von der Linie . 


des ‚schnellsteri Falles nehmen; sie besteht, wie be- 
kannt, darin; die Curve zu finden, nach welcher ein 
schwerer Körper in der kürzesten Zeit von einem 
gegebenen Puncte nach, einem, in einer anderen Ver- 
‚ ticale liegenden, anderen gegebenen Puncte gelanget. 
Da, nach den Grundsätzen der Mechanik, die erste 
- Ableitung der Zeit gleich ist der ersten Ableitung 
des ‚durchlaufenen Raumes, ‘dividirt durch die Ge- 
schwindigkeit, und die Geschwindigkeit fallender schwe- 
rer Körper sich wie die Quadratwurzel der Höhen ver- 
hält, von welchen die Körper herabgefallen sind, so 


ist die Geschwindigkeit, wenn maf’die von dem Kör- 


per "beschriebene Curve auf drei rechtwinklige Co- 
ordinaten x, y, z bezieht und die Abscisse & vertical 
annimmt, der Grösse Y (h+x) proportional [% zse 
die Höhe, von welcher der Körper, schon vor dem 
Anfange der Bewegung, in der Curve herabgefal- 
len ist]. Ferner ist die erste Ableitung des Carven- 


Papers v( > (2) 4 (E)) (37.): =. ist 
ver + 0) 


die Grösse eds, = der ersten Ah 
leitung‘ der Zeit proportional, von welcher;Grösse also 
die Stammgrösse ein Minimum sein sol. Man er- 
hält folglich’ 2 B.. 


\ 


EEE 


di 
[v=]/ sy, de 9 Ir 5° Var» 


Nimmt man. hiervon die ersten. ANhungen, so er- 


hält man 
| REN eig 
dv dv Z 


Fr a m 
7. dd YvaravCH 


+(& =) 
— 
dv - dv 
da» de a 
ie Tere5 +) 5 7 


welches, nach (70.) die Gleichungen 


(Gm) r 2] >... 


| (Gr 2) + =). 


giebt, woraus die beiden Ableitungs - u er- 
ster Ordnung 


dy 
ds 


Var yCn 6) +) 


dz 





=m und 


N, 


VorSVG+@& Zyay). 


folgen, wo m und n zwei ‚willkürliche Constanten be- 
deuten. 


Dividirt man diese. Gleichungen, wine durch die | 


© 


Dr 5 ze 


da ,, Very +(2)) 


‘ 


ü Ri a halı . dy dz m'. BER dz 
‘e, so erhält mi So ee, 
Be dz dx BR dx 
m 2 
— — ! En ad wenn man hiervon "die Stammglei- 
oM 


x 


en chung nimmt, 

| > 
z me — l 
| nr 


wo 2 eine nene willkürliche Constante bedeutet. Da 
diese Gleichung die einer Ebene, und zwar einer ver- 
' ticalen Ebene ist, indem die verticale Abscisse x nicht 
darin verkomnt, so folgt, dass die gesuchte Curve 
‚ganz in einer solchen 'verlicalen Ebene liegt. L.egt 
man also die Axe der y in die nemliche Ebene, so, 
kann man z == o setzen, indem man zugleich n== 0 | 
und 2 == o' setzt. Es bleibt auf diese Weise für 
die Curve blos die eine Gleichung . - 


Sn 


Du 2 Yo. 
=. Varayla@d) 7 


übrig, woraus folgt [e Z Aare + 1 + > ) 


oder (2) (i— m? (h+2)) m (h+ 2),. also] 


Yy __mVYGrn) 
dz 7” Vlı—m?(h+x))' 

. welches die Gleichung der Cyclöide ist, wenn man 
die Abscisse x im Durchmesser des beschreibenden . 
Kreises, und die Ordinate y darayf senkrecht an- 
'aimmt. 

Da vorausgesetzt wird, dass die’beiden Endpunc- 
ten der Curve gegeben sind, so sind die Grössen & 
"und &, ‘welche Be en diese Eindpunote beziehen 





3 
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"Null, und auch die Grössen 4 und B sind Null, wenn 
ma. a und 5 für diejenigen Werthe von x nimmt, 
welche den Endpuncten entsprechen. Alse wird die 
Bedingung B- A=o vo selbst ‚erfüllt. Machte 
man fur die Eindpuncte andere V orausselzungen, so 
wurde man andere Resultate finden. Wir ‚wollen .. 
' üms.dabei nicht aufhalten, ‚weil diese verschiedenen 
Fölte schon in der 'Variations-Rechnung untersucht 
und aufgelöset sind. Dagegen wollen wir sehen, was 
die Glieder geben, die » und & in zwei Abmessungen 
enthalten und von welchen die Stammgrösse positiv 
sein muss, wenn das Minimum wirklich. Statt finden 
soll. | j 
Da die gegebene Function f (2% Yen ER 
’ ’d , dz 
= v in dem gegenwärligen Falle, die .. y und 
z gar nicht enihält, sondern bles ihre ersten Ablei- 
tungen ı und —— en ‚ so ist leicht zu sehen, dass 
dx dz 
die erwähnten Glieder blos die F orm 


fd do dö d? d? 
(2); 03) Mrz dx j4 5 ic: >)" Es 


hab&n können und man findet, wenn man die ersten 


; \ d d 
Ableitungen der Grössen ee und -—Z- nach. I 
er dr da dz 

| dx dx 
und’ 5 nimmt . 

dx 2 | 
ur | 1 P 

3, ER 








dl) == Varna Dr Sy 


Pd 


534 . >= 95 uU. 





3 ar: 
dev . 0 "ds ds 
d dz 
dd VaralrG a &) 
IE | 5 +) 





202} Var‘ + 3 


so, Flass die Grösse, auf welche es ankommt [die 
vorhin re ; 2 


Dar DAS LE+ er) 
ee 2° + 2 


ist, uygra sich auf 





du dz di dy 
+ Syıcs-äßr 


v4 (14 +) 

bringen lässt, welche Grösse, wie man sieht, von selbst 
' die Eigenschaft hat, dass sie nothwendig immer po- 
sitiv ist, was auch. @ und £ sein mögen, [weil der 
' Zähler, worin und & vorkommen, aus lauter 
‚Quadraten besteht, die immer positiv sind,] und 


da die Grösse —. nie unendlich gross werden 


| kann, so lange nicht I 7 und — unendlich gross 


sind, so folgt, dass in er Cyclöide das Minimum 
nothwendig Statt findet. [Man kann auch neben 
der Cyclöide irgend eine andere Linie annehmen, 
und die Resultate der Auflösung für beide. ver- 
gleichen, so zeigt sich ob die Cycläide ein Maxi- 
mum oder Minimum giebt. 

Wir wollen uns nicht 'weiter in das Detail 


End 


Br, ur Ze au . = : B f 


Bee ee 6 De 658 
dieser Aufgabe einlassen , welche verschiedene ° Fälle = 
darbietet, je nachdem veschielane Bedingungen für die 
Anfangs - und Endpımcte der Curve, so wie für die: 
Curve: selbst, die man z. B. in einer gegebenen Flä- 
che liegend verlangen kann, gegeben sind. Die Auf- 

lösung aller“ dieser Fälle ist, 'nach den obigen’ Grund- 
“ sätzen, leicht. Man sehe das Ende der 22 sten Vor-, 
“lesung über die Functionen-Rechnung. N 
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Die obige Untersuchung der Maxima und Mini- 


ma von Stammgrössen veraulasst noch eine wichtige 
Bemerkung. Wir ‚haben uemlich oben gefun- | 
funden, dass, wenn die Grösse | 
„ge “ do dr & do dv . 

dy dx a dx: er .u... 


dx? 


eine Stammgrösse haben soll, was auch ® ist, der’ 


Gleichung ER 
dv dv 
dy d 2 u? Y 
dv I. .: I 


7 aa Fr  - 
ein Genüge geschehen muss. Wäre also diese Grösse 
selbst die Stammgrösse irgend einer Function von x, 

dr do 
I Frag er rT 
Gleichung von selbst erfüllt werden und folglich iden- 
tisch sein. 

. Nun aber folgt aus s (61.) dass, die Grösse, von 
Hs die Rede ist, nichts anders ist, als derjenige 
Theil der Entwickeluung von | | 


‚so würde die vorstehende 


* 


556 | Bu, /. ERS 
es dy do dey dw | ) 
Ser Era arte) 

nn . 
ae o, —, Zr oo DUN in einer dar 
enthält und, wie wir "sogleich schen werden, ist diese 
Grösse noihwendig allein eine erste Ableitung, sobald 





Bi / By N ae. 
i Re ce ) die erste Ableitung irgend 


 Yı In’ der 


ok ' | ' dy ’ 
einer Function von x, y, gg let 


Dem, wenn diese Function eine erste Ableitung 
ist, welches auch der Werih von y in x sein mag, 
so ist sie es auch nothwendig noch, wenn man y+% 
statt y setzt, was auch © seih mag. Also ist’auch die 


.) nothwendig 


dv j do 
—— .. Ze 406 
dx dx 


eine erste Ableitung, wenn 0 irgend eine Function 


Function ne y+®, 


‘von x bedeutet. Man setze, diese l’unclion sey nach 
do dio 

Baier und Bsdicten von W, ——, .... ent- 

dx dx? 

wickelt, ‚und ‚bezeichne durch P, Q, AR diejenigen 


dw ,, . 
Theile der Entwickelung, welche o; ; 77 In einer 
, 2 


u, 


2 zwei, "drei Abmessungen u. s. w. enthalten, so er-. 


‘ hält man 


N d do 
Karte Zar | 2 lan ip Or A. 


Also muss PHRHR.... . die erste Ableitung irgend 


m 2 | d \ do 
einer Yunction von x, y, I... und von 0, Z— nen 

\ a © ! dx 
‚sein, und &s ist leicht-zu schen, dass die Grössen 2, 


.@, R...., einzeln, erste. Ableitungen 'sein müs- 


\ 


7A... 887, 
sen, weil sie ® und dessen Äbleitungen 7 etc in 
verschiedenen, Abmessungen "enthalten und es nach, 
der Natur der Ableitungen unmöglich: ist, dass die 
gar Auen von P, Q, A von aan abhängen. 
Nun ist | ir, 

dv do dv d’u dv 6 
a tar rar gay © 
dx? 


also ist diese Grösse ee eine erste ‚Ableitung. Folglich 


P=.o 


ist, endlich, wenn die Function v= f(x, y;: z- *) 


eine erste Ableitung: ist, die Gleichung 








d dv , d2 dv 
7 er 
dv . ds," de 





dy dz Er ee u Ö | 
nothwendig identisch. j 
Umgekehrt lässt: sich zeigen, dass, wenn diese 


Gleichung identisch ist, die Function /( &, y; -) 


=» nothwendig eine erste Ableitung sein muss. 
Denn wir haben gesehen, dass die Grösse ?, wenn. 
diese Gleichung erfüllt wird, eine erste Ableitung ist, 
was auch y und ® sein mögen. Also ist sie es auch 
noch, wenn man. y+o statt y selzt.. Angenommen, 
‚die Grösse ? gebe durch diese Substitution und durch 
_ die Entwickelung.nach den verschiedenen Abmessun- 
- gen von o, — ete. in P+p ete. über, ‚wo die 
Grösse p die ersten Glieder der Entwickelung bezeich- 


p ‚do | 
net, welche w, .... nur in zwei ‚Abmessungen ent- 


de‘ 
halten, so folgt daraus, wie oben, dass die Grösse $ 


T 


u 7.1 ne . 74. IL 


. für.sich allein, die erste Ableitung irgend einer Func- 
a 0 d do :., x ur 
‚tion von 2, 9 I. u Farr Frkdde ist. Nun aber ist . 


aus den allgemeinen Formeln von. (76. ıster Theil) 
leicht zu sehen, dass p=2Q; also ist die Grösse Q 
eine erste Ableitung, was auch y und w sein mögen, 
also ist 'sie es auch noch, wenn man y+ostdty 
setzt. Nimmt man ferner an, diese Function gehe 
durch ‚die Substitution von y+® statt y und durch 
die Entwickelung nach Potenzen und Producten von 


w, zo Sue in Q + 9... über, wo g die ersten Glie- 


der der Entwickelung bezeichnet, welche wo, m Er 


ntır in drei Abmessungen enthalten, so folgt, wie 
oben, dass die Grösse q wieder für sich allein eine 
erste Ableitung ist. Nun findet man, nach den For- 
 meln von (76. ıster Theil) 3=35R, also ist die 
Grösse R für sich allein eine erste Ableitung u. s. w. 
Denn in der That, wenn’r, S.... die ersten Glieder 
der Enutwickelung der Grössen -R, $ .... sind und 
man'darin y-+w statt y setzt, so erhält man r=4S, 
s=5T etc. (76. ıster Theil) woraus, wie oben, folgt, 

ass auch die Grössen $, T7...., einzeln, erste Ab-. 
leitungen sind, 

Also ist die ganze Reihe P+Q+R.... nothwen- 
dig die erste Ableitung irgend einer Function von 
x, Y ins o, = welches auch die Werthe 
von y und ® in x sein mögen. Folglich ist die Grösse 
S\ y+o, rs a — f\x,y =) 


welche diese Reihe ausdrückt, nothwendig eine erste 


un. er u z er vun 
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b) Ableitung, wenn man w einen beliebigen Werth giebt, 
„mithin auch, wenn man = —y setzt. In diesem 
do 


Felle aber ist f x, v0, ER al ) nur noch 


eine Function von x allein, ohne y und 0, die also 
immer en eine erste ‚Ableitung irgend einer Function 


von x betrachtet werden karin. Also ist f| 9 Y, — 7 =) 
selbst nothwendig eine “erste. Ableitung irgend einer 
or rn | | | 
AugeBoN mny Te 
79. 


Es folgt daraus, dass die Gleichung 
d dv d2 dv 


' 








d d’y 
a Ki, we 
dy "dx dx? en 


“ diejenige ist, an welcher sich erkennen lüsst, ob die 


gegebene Function » = f (2, Y 7 oe) ‚eine erste 
Ableitung ist, oder nicht. 

Auf dieselbe Weise findet man, dass die beiden 
nen | 














dv ‘ dv 
| er d2 u 
dv 4 de BEN 
u Az ur 7 y — au05 — 0, 
dv dv 
d dz ' d? d?z 
dv '%% | ER 
de da da mt 


‚es sind, an welchen sich er -. lässt, ob die Func- 


Aa v=/(z y L. RL Der 7 22, ) in welcher 


Bao | FE | 75.18. , on 


Y und z von under aitahhängig sind, ‚eine erste 


Ableitung ist, oder nicht. ' 
“ . Hinge die Grösse z von der Gleichung 


x . d | 
| £ = weylan..)=o 


ab, so erhielte man, wie in (71.) 

















d ‚dv. 2 dv 
dy d?y 
a“ zur 
} dv dx 4 dx? 
dy dx dx? u 
d .d? 
dı — d, z 
% des 2 
+A— _ 














dı d?z 
dv er Ri de3 
z dx dx: - 
x 
d Adt da Adt 
dz Be 
aa BEBER.. A Be FAN ee 
dz  dz dx? 


# 


und an der Gleichung die man erhält, wenn man A _ 


eliminirt, lässt sich erkennen, ob die Function v» = 


Kay Zi 2 Fe.) eine erste Ableitung 


ist, oder nicht. 
»” Weil die Stammgrösse der Grösse 
‚„dy do dv do dv 


[N] dz + dx a + dx? ar j 
- dx dx? 
\ durch 
d?w 
ß+ + Ei . 








76, 1. | Es Si 


b 


ausgedrückt werden kann (62.) wenn man, w en 


"angeht, die willkürliche Consanie @ weglässt, so fin- 


det man, auf dieselbe Weise, dass sich an der Glei- 


chung 


— em D 


207 T In: 
en lässt, ob die Stammgrösse selbst wieder eine 
erste ‚Ableitung ist, oder nicht. Diese Gleichung ist, 
wenn man. statt ß, Y, &.... ihre Werthe (65.) sub- 
stituirt, | 








. dv „ dv 
dv Er dx? 4 dx? 
a“ dx dx? “.. “0 oO 


Also lässt sich an dieser Gleichung, zusammen 


mit der vorhin gefundenen, erkennen, ob die Function 


v=flz Y Ei =) eine zweite Ableitung irgend | 


. - ö d £ ” * ’ 
‘einer Function von x, Y, RR ist, oder nicht u: s. w. 
’ dx \ | | 


76. 


Diese verschiedene Gleichungen sind diejenigen, 
welche in der Differential-Rechnüng Bedingungen 
der Inte grabilität heissen und mit welchen man 
sich neuerdings viel beschäftigt hat. Wir begnügen 


2 


uns hier, direct und strenge das Princip des Zusam- 


menhanges dieser Gleichungeh mit denen des Maximi 
oder Minimi der Stammgrössen gezeigt zu haben: Wir 
verweisen, wegen der Anwendungen dieser Bedingungs- 
Gleichungen, auf die davon handelnden Schriften und 
besonders .auf die 2ıste der Vorlesungen über die 


R 


L) 


‚Runctionen-Rechnung [im zweiten Theil], woman | 


“ 


Fi 
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diesen Gegenstand noch ausführlicher und allgemei- | 
' ner vorgetragen findet [weswegen auch alle weitere 
Erläuterungen hier unterblieben sind. Man sehe 
auch die oben erwähnte‘ Abhandlung des Heraus- 
gebers über die Fariations- Rechnung in dem er- 
‚“ sten Theil seines Versuches über die Rechnung 
mit veränderlichen Grössen.] Man findet in der 
genannten 2ısten Vorlesung auch eine kurze Ge- 
schichte .der isoperimettischen Aufgaben, deren allge- 
meine Auflösung durch die Variations-Rechnung. den 
5 Gegenstand der 22sten Vorlesung über die Functio- 
nen-Rechnung ausmacht, auf welche wir, wegen der 
Vervollständigung der obigen Theorie der Variations- 
Rechnung verweisen. 


= 


u 


Vierzehnter Abschnitt. 


von. der Berechnung des Inhalts und der Ober- 
fläche von Körpern von gegebener Gestalt. 


77- 

Wir haben im sechsten Abschnitt gezeigt, wie 
durch die Functionen-Rechnung das Volumen und. 
die Oberfläche von Conöiden, die durch die Um-. 
‘ "drehung einer Curve um ihre Axe entstehen, ausge- 
drückt werden können. Es bleibt noch übrig, diese 
Analyse auf beliebige Körper auszudehnen, deren 
Oberfläche durch eine Gleichung zwischen drei Co- 
ordinaten ee: ist, | 





ni 
- 
vn 
Bun 
* 


‘° Mart nehme einen Körper dessen Oberfläche die 
Gleichung et u AR, 
rt. ge fey 


bezeichnet, so lässt sich sein Volumen allgemein durch 


eine Function von = und y ausdrücken, welche wir 


durch Fxzy[==u] bezeichnen wollen [eigentlich 
durch eine von x, yundz abhängige Grösse, wie 
P xyz, die sich ‚aber, weil z, vermöge der Glei- 
chung z=fxy, von x und y dbhängt, auf eine, 
von zwei Grössen x und y abhängige Grösse, 


wie fey; reduciren lässt). Der Flächen-Inhalt des’ . 


Schnittes, senkrecht auf die Abscissen- Axe, in dem 
Puncte, dessen Abscisse x ist, sey gpxy[=»]. Als- 
“dann ist, wenn man y als einen unveränderlichen P&- 
rameter betrachtet und nur = sich einen lässt, 
nach (27.) 


[Dieses lässt sich, wie leicht zu sehen, auf die 
nemliche Art beweisen wie oben der Satz, dass 
die Ordinate die erste Ableitung der Fläche ei- 
ner Curve in der Ebene unter ihren Coordina- 
ten ist.]- | 

Nun ist der Schnitt, dessen Fläche v»=gpxy aus- 
drückt, eine Curve, deren Abscisse y und die senk- 
“rechte Ordinate z sind, und deren Gleicktiig. 


z=fıy 


ist, Wenn man jetzt x als einen veränderlichen Para- . 


meter betrachlet, welcher sich nur von einem Schnitte 
zum andern ändert. Setzt man also z statt y, und: 
. y statt = in (27.), so erhält man 


% 
1; 
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[denn die erste Ableitung der Fläche des Schnitts 
v, nach seiner Abscisse genommen, ist dessen Or- 
dinate z.], | | 
Es ist also ‚überhaupt 
du _ dv 
= . de dy 
_ Daraus folgt: 
; - deu 
Aadyr dy. 
[Diese Stelle konnte, wegen der veränderten Zei 
chen, nicht wörtlich übersetzt wer den.] Um also 
das Volumen des Körpers u zu a finden, von dessen Ober- 
Buche die-Gleichung | | 
zu fey 
ist, muss man z= fey zweimal, nach x und nach y, | 
zurückleiten. [Der Herausgeber drückt diesen Satz 
und seinen Vordersatz, mit seinen Zeichen,wie folgt, 


— £& 


‚aus, | 
. 2 
2 u= 2» z folglich & = z=u] 


= 
70° 

| Man kann dieses Resultat auch, wie folgt, un- 
mittelbar finden. Da u Fxy im Allgemeinen das 
"Volumen desjenigen Theils des Körpers ausdrückt, wel- 
cher zu den Coordinaten x und y gehört, so ist klar, | 
dass F(x+k,y) in xy den Abschnitt bezeichnet, 
welcher zwischen Ebenen liegt, die auf der Ebene 
der x, y senkrecht sind und zu den Abscissen x und 
"x +k gehören, aber von der nerplichen Ordinate y 


ee werden. Also ist 
Flxk k, 





Ze Ze 
’ ; nn ° Zu ö 
\ : | » 78: II. a . 5 A 5 


"Flash y+) = Fa y4) —F@r+ky)4 Pay,“ 
der Ueberschuss -des Abschnitts, welcher zur- Ordi- 
natey+i4 gehört, ‚über denjenigen der der Ordinate 
y entspricht, und es ist klar, dass diese Differenz nichts ' 
anders ist, als ein Prisma, dessen Grundfläche das 
Rectangel k4 ist, dessen Kanten die Ordinaten z der 
Oberfläche sind, welche den vier Winkel-Puncten u 
des Rectangels entsprechen, das heisst, die Ordinaten 
fey, f(e+k, So Y+ )), f(x+k,y+4) und des- 
sen obere.Fläche, der zwischen diesen ‚diesen vier 
Ordinaten liegende Theil der‘ Oberfläche des Kör- 
pers ist. 

[Die Ebene des Papiers (Fig. ı0) sey. die Ebene 
der, y, A sey der Anfangs-Punct der Coordinaten 
AP=xz, PM=y, MM’ =, PQ=k MR=4. 
Unter ‚den mit Strichen bezeichneten Buchsta- 
ben, wie M', stelle man sich diejenigen Puncte: - 
der Oberfläche des Körpers vor, welche senkrecht 
über den, auf dem Papiere mit den nemliohen 
Buchstaben bezeichneten Puncten in der Ebesie der . 
x, y liegen. Dann ist Fxy das Volumen des Körs 
pers APMBA4’P'M’B', F(ce+k,y+4) das Vo- 
lum des Körpers AQSCAQ'SC, Fia+k,y)—Fxy 
dasV olumen des Körpers ABNQABNQ', F(x,y+4) 
— Fxy dasVo GEReR des Körpers ACRP 4C RP; 
also ist ,, 

en y+M)—(Fe+h—Faxy) | 
— (F(x, y+M—Fxy)— Fry,. oder 

Fx+k, y+l)— Foacr+k, Y—Fa,y+N+ Fxy, das | 

Volumen des Körpers MNRSM'’N'R'S’] 

Nun ist leicht zu sehen, dass das Volumen dieses Pris- 

ma mit krummer Oberfläche notwendig zwischen den - 

Ber 5 ,. 13] 
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. Inhalten der beiden rechtwinkligen Prismen enthalten 
sein muss. deren gemeinschaflliche Gr undfläche kk, und 
‚ deren Höhe diegrössteund die kleinste der vier Ordinaten 
[MM, NN’, RR, SS] ist. Die Function Fxzy muss 
also von der Art sein, dass die Grösse 


-Fiaz+k,y+M) —Fea+ky)— Fix, y+A) + Fxy 
immer zwischen dem. grössten und, kleinsten Werthe 
der Gri üssen 


kiflay), ), aflz+ky), kA( are) und: ae y+A) | 
liegt, wie klein auch A und A sein mögen. [Denn 
" Sfley), f(x+k,y), Sf, y+M), K&c+k,y+)) sind die 

.  wier Ordinaten MM’, NN’, RR’, SS’.] 

| Man entwickele die mit FE bezeichneten Func- 

tionen nach (78. ıster Theil). Man erhält, wenn man 

bis zu den Gliedern mit drei Abmessungen von k 

und 4 geht | 


[Rerkyah=Faytk-z 


| PL e.. 3 12 d2 F- 
| j 2 dx re et a 
ae k3 DRe4 ko al), k2i d? Fx+kw,y+ Aw) 
2.3 ZT da? dy 
+ 5 Arrioyado), 1 13 d3 2 + ko,y+-Aw) 
dzdy 3 Pr 
Farmer nr, ® 12 defay 
Y 2 ar 
+ 13 d’F(x, y+lo) 
2; 2.5 oo dy 


d Er eı 








+ 











"Fark; = Fxy + Ka + — a 
3 F(z + kwy) 


Ä I. 2. gu 
Fxy = Fey, 23 “ 
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wo ® eine Grösse ‘ist die Sch: ound ı liept. 
Substituirt man Dieses in die Grösse FKa+k,y+2) 
— F(x + 1, y) — Fa, y+hy+ Fxy, so erhält man] 
d2Fxry hau d3Fix+ko,, ‚+ io) 
dz dx dy “a PR 72 
| „Me 43 Fix +ko,y + ko) 
2 dx dy? 
8 k? (d? Fix + ka,y--Aw) d2 Hay. ko) 
aa a 7 AIEEEN 
43 URarpha.y re), dA, I + kw)\ 
2.3  dy? dy3 
Entwickelt man auf die, nemliche Weise die durch 
bezeichneten Functionen [ fay, fie+Aky), f&y+A), 
/(#+k,y+%)], bleibt aber schon bei der ersten Ab- 
_ messung von k und A stehen‘, weil die Glieder dann 
schon mit kA multiplicirt sind, so erhält ‚man 


kif(z, y) | 
fan sm Feten 


Kauft, + kan Fre ur 
_ kafl, y) „u2dfetehr) „udkayte) 


‘ Die obige Grösse muss also zwischent.der grössten und 
kleinsten von diesen vier Grössen. enthalten sein, k 
‚ und A mögen so klein sein, als man will. Der Coef- 
ficient ® kann:in den verschiedenen Functionen .ver- 
schieden sein, muss aber immer ine 0. Ba 1 
liegen. 
Nun enthält die Differenz REEL den vier letz- 
ten Grössen, k und A mindestens in drei Abmessungen, 
(wenn man k und 4 als sehr kleine Grössen der er- 


ki—— 


i 
’ 


FREE © 


sten Or Bi betrachte) IWoru glitse letzten in 
Klammern. eingeschlossenen Worte des Originals 


| . nöthig sind, ist nicht .deutlich.] Hingegen die Dif- 
ferenz zwischen der ersten Grösse und einer der vier 


letzten ist ö Y 
d2F 
u a —f NE 


“ nebst Gliedern der dritten Ordming. Also muss, da-+ 
“mit die letzte Differenz immer kleiner sey, als die 
erste, welche nur von der dritten Ordnung ist, das 
‘erste Glied, welches nur von der zweiten Ordnung 


ist, Noll sein; sonst würden sich kund& so klein an- 


nehmen lassen, dass das erste Glied grösser ist,‘ als 
 alle-übrigen dritter Orduung, und folglich die erste 
Grösse ausser die, durch die vier letzten Grössen vor- 
geschriebenen, Grenzen fallt. Es muss folglich | 


'dFx 
Kar 3 rn) = = 
und folglich 
deFxy _; 
ea =/ dr 





ae _. = z] sein, wie oben: 


[Der Beweis, auf die Art, wie oben bei den 
Curven in der Ebene, ist folgender. 


Der Inhalt des Körpers 'MNRSMN’RS' is 


gleich einem ‚Prisma, dessen Grundfläche das Recht- 
eck MS= =kh und dessen Höhe eine Ordinate 
_ ist, deren Fuss nothwendig innerhalb des Recht- 


' ecks MS fällt, und die sich Br durch fx +mk, 


dx 


y+nk) = ermkzz + BR En FR u... ausdrücken. 


ne nn 


ug 


\ = 


lässt, wenn m und n' Ovefficienten sind, die zwi- 


schen o und ı ı liegen. „do ist’ der Inhalt Es 


‚Körpers MS’ Me 

— kl sem ude. . 

Der Inhalt des DO AONER Körpers ist, wig oben une 

öefunden, au | 5 

(le, k din 2 Bu), m die 

dx dy dy-* 2 daeldy" 2 day)" 25 das“ 

also, ist, wenn man beides gleich setzt und mil RA - 

diyidirt, | | 


—T—zmue., 


ade nk GE; a = 
du, k du . Bu k2 du 


asdy'7z dead" os da dy2® 0.5 dı3 ae 

welches für k=oundi— 0, weil A und k will. 

kürlich sind und folglich k gegen 4, oder ümge- 
kehrt, nicht BERROMIRONT darf, 

a, ‚deu | we vu 

un daedy on 

giebt, wie oben.] | 
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Die Function Fxy ER ferner. die Oberfläche, 

des Körpers. aus. . In diesem Falle: bedeutet offenbar 

die Grösse “ 

F(&+k,y+4) — Ha+h,y) Playa) +Fxy, : 

den Theil ‘der Oberfläche, - welcher zwischen den 

vier Seiten-Flächen des ERAR liegt, dessen Grund: 
flache kA ist. | 

Man. stelle sich von den Enöpurioten der vie. 

- Sralen: welche die Kanten des Prisma sind, vier 


1 _ 


Du -# 


is I j 70. = | i .n 


dis | Oberfläche Ans Körpers in. diesen Panoten be. 
rübrende, Ebenen vor, so lässt sich, wie bei den Tan- ’ 


genten, in (29.), beweisen, dass der "Theil der Körper- 


' Oberfläche, welcher das Prisma bedeckt, zwischen den 


grössten ‘ürid Kleinsten Flächen liegt, welche ‘die Sei- 
ten-Ebenen des Prisma von den. vier "Tangenien- 
Ebenen abschneiden. [Der strenge Beweis dieser 
Behauptung hat .einige Schwierigkeit, die in dem 
Beweise des. Satzes liegt, dass eine krummie Flä- 


che grösser ist als derjenige Theil einer von ihr 


geschnittenen Ebene, der von dem Durchschnitte 


‘der Fläche und der Ebene umschlossen ist. Die 


ausführlichere Auseinandersetzung ist für eine 
Einschaltung zu weitläuftig. Man sehe, wegen des 


. Beweises jenes Satzes, den zweiten Band der 
Sammlung mathematischer Abhandlungen des Ue- 


bersetzers $, ‚30. $ 226. ete.] 


. Der Winkel, welchen die berührende Ebene an 
den Endpuncten der Ordinate z mit der Ebene der - 
y macht, sey @, so ist, nach (59./” 


tanga = YV (EI . (de) ). 


Nun weiss man aus der Geometrie, dass der In- 
halt der Projection einer Ebene dem Product des 


- Inhalts der Ebene selbst in den Cosinus des Win- 


kels gleich ist, welchen die Ebene mit: ihrer Projec- 
tion einschliesst, Da nun die Projection aller Schnitte des 
Prisma [MS’ Fig. ı0. gleich dem Rechtecke MNRS] 


= k a ist, so ist der Inhalt des über dieser Projection 


liegenden Theils der, die krumtme: Oberfläche an 


| den Endpuncten der Ordinate z, berührenden Ebene, 


m. 
2 | | 


(=. Flags 
Pe Rei Nun ist cosa | == ——— =. __ HF 
cos@ sec a Ylı+ tga®), 
also ist jener "Theil d 
TEEN J e er | 
IT 2.) ) 


_ berührenden Ebene = av(: (de =) + +7) ) 


‘oder, wenn man wieder v; xy statt z schreibt, 


er. 


Es sey, der Kürze wepen, 


Ve 


so ist der [über MS liegende] Theil der Tangenten-- 

Ebene [an M’J=kiAyxy. Daraus erhält man für 

die drei anderen Tangenten-Ebenen [an N’, Rund 5'] 
f(x +k, „ fo y+% und IE) 

folglich muss die Grösse 

Fa+ky+M—Fl&+k n—Feu,y43y- +Fay 


immer zwischen der grössten und kleinsten, der vier 





Grössen 


kipxy, Kiplz+k, y) kayple, yaa, kägplz+ k, ErEN 
liegen und, auf eine ähnliche Weise, wie im ei ie 
‘ Artikel, folgt daraus 


d2 Fxy (day N + dfer 
nel) * ' ) 
(Der Beweis’ auf die andere, bei der Berechnung 


des Volumens erwähnte, Artist dem bei der Recti= 
fieation der Curven in der Ebene ähnlich.) 
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Mir sieht hieraus, dass die Ordinate z einer 
-krummen Fläche die zweite Ableitung nach x und y 
: des Ausdrucks ist, welcher das Volumen des von der 
Fläche umschlossenen Körpers. bezeichnet, und dass 
V (i + (2) ) + (5) ) die zweite Ableitung der 
Gr; össe ist, welche die Oberfläche des Körpers aus- 
dr ückt, u a 

Ist also .die Ordinate zinxundy gegeben, so 


muss man ihre zweite Stammgrösse [nach x und y] 
nehmen, um das Volumen zu finden, und die’ zweite 


Stamıngrösse von VG + LI R (SE ). ): um 


die Oberfläche zu haben. Es ist gieichrid, ob man 


. die ‚Stammgrösse, erst nach x, oder erst nach y nimmt ; 

‚ aber die ‚erste Stammgrösse [zach_einer der beiden 
veränderlichen Grössen x und y] lässt allemal, als 
Constante, eine Function der anderen Grösse zu, die 
nach den gegebenen. Grenzen der krummen Fläche 

- bestimmt werden muss. Sodann bestimmt man, nach 
denselben Grenzen, die erste Grösse, als Function der 
zweiten, nach welcher sodann von Neuem die Stamm- \ 
‚grüsse genommen wird. | . 


81. 

Wenn. man, sentweder um die Zuräckleitung zu 
erleichtern, oder zu irgend einem anderen Zwecke, 
statt der veränderlichen Grössen x und y andere ver- 
änderliche Grössen 2 und % setzen wollte, von wel- 
‚ chen jene, gegebene Functionen sind, so müsste man 
zunächst, zufolge (50. ıster Theil) die, als zweifache 


% 


u £ u oo ‚81. 1. u ‘553 
as 5 EREPR e= Ur 
‚ Ableitungen betrachteten Functionen, mit, ra 77% 
"multipliciren. Aber hernach kann man nicht ohne 
= . a de dy. dt du 
Weiteres die kr wede’ er ın DE y Be Bub: 


'slituiren, weil, wenn man die „Stammgrösse nach ei- 


ner dieser Grössen nimmt, die andere als, constant. 


betrachtet werden muss. 
Es sey f (2, y) [>= v] die Function, von welcher 


die zweite Stammgrösse gefunden werden soll. Um | 


statt x und y zwei andere veränderliche Grössen 
u und £ setzen zu können, schreibe man’ zunächst 
v z ; ar statt ©. LES ist Kantor Bedingung, 
dass bei jeder der beiden Ableitungen ‚oder. Zu- 
rückleitungen nur immer eine der beiden Grössen als 
veränderlich betrachtet werden und dass also, eben 
'wie bei z, Y,\auch wenn u und t eingeführt sind, 


= 


immer nur eine von diesen beiden Grössen ZU ° 


gleich sich verändern soll. Wenn also die zweite 

| | d2w 

| | da 
ist, so ist es Bedingung, dass bei der ersten Ab- 
leitung von w, eben so wie z.B. nur x veränder- 


Stammgrösse von v, w heisst, so dass v — 


lich ist, auch, nur die eine von den beiden Grös- 


"sen und u als veränderlich betrachtet werden 
soll. Unter dieser Bedingung kann, bei. der ersten 
Ableitung, x als von t allein, und, ähnlicher VPeise, 


bei der zweiteg, Y an nur allein von u (abhängig 


dw 'dz 
betrachtet werden. „Dieses giebe = —ı 
de “dt 


+ AR ar de d. 





sey, Kisien A a Bedingung, t und u so an- 


/ 


\ s 
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zunehmen, dass x und y dennoch als willkürliche 
Functionen vontund u zugleich betrachtet werden 
können, wird sich sogleich zeigen.] Stait der Grösse 
x, nach welcher man zunächst die Stammmgrösse neh- 


‘men. will, während y als constant betrachtet. wird, 


setze man eine F unclion von t und y, wo £ eine neue 
veränderliche Grö össe ist, welche an die ‚Stelle von: 
x tritt. 

Es sey also x = $(y). Man lasse nur £ allein 
sich verändern. [Nemlich, weil y bei der ersten 
Zurückleitung constant sein soll, kann sich nur t 
allein verändern, oder wenn man 2—= pty seızt, 


'x nur von t allein abhängig sein, wodurch. die 


V: oraussetzung —= == = — gerechtfertigt wird.] 


Dieses giebt 


dz __ dp y) 
wu 
und die gegebene Fünctiön fx) geht in 
d dop(t | 
= . een „fxy, oder in 
dy: dx 


__ v—,v 

du dt 
über, von welcher zuerst die Stammgrösse nach 2'ge- 
nommen wer den müsste und wobei y unveränderlich 


‚wäre, und. dann die Stanımgrösse nach y, wobei z con- 


staut wäre. Man kann aber auch statt y eine andere 
(srösse u, und weil c dagegen jetzt, rien: 
sein soll, 

setzen, welchös, wenn man nur u sich verändern 
lässt, | 


Zr 8. HM. 7 
N - dUßn) 
du 7 du | 
giebt. [Nach der Bedingung soll nur u allein sich 
' verändern und t constant sein; alsoise yiny= 
Y (tu) wirklich nur allein als von u abhängig zu 
betrachten, wodurch die zweite Voraussetzung 
al ! dıw ze. | 
| da dt dw dx dy 
= ee du — Zedu‘ dedu 
gerechtfertigt wird.] Also geht die gegebene. Func- 
tion F xy in 
ar SABLET): dW eu) 
ae rer 


über, weiche nur noch 2 und z enthält, weil 
I RI P(eu) 
[elso y= Y(tu), = gt Y(eu)) zst, ] 
_ und von welcher man also die zweite En 
nach £ und u nehmen kann. 

Welx= p(ty) und y = Wu), so ist, wenn 
ınan- y substituirt, x gleich einer Function von 2 und 
:u, welche wir durch x(£w) bezeichnen wollen, [@lso 
ise y(cu) = Y(tP(tu))], so, dass, nach der Trans- 
formation durch z und z, 


' 


z=y(tu), = P (eu) 


ist. [Dieses zeigt, dass wirklich, Beute) En 
vorausgesetzten Bedingungen, t und u so ange 
nommen werden können, dass x und y, beide, als | 
willkirliche Functionen von t und u betrachtet 
werden dürfen.) Nun aber erhält man aus [x =] 

PAY) =x(tu), wenn man einzeln tund sich ver- 
andern lässt, a 


- 
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dyun', Agan- ..d Wen) __ dyleu) : 


de dy "dt - rede, , 
und FFeN _, dPCleu) _ dgtv). 


dr, du KR du 
Eliminirt man um, so ‘erhält man 


| Ä < dW(tu) ertee) 
_dy(ty) __ dyceu) de. "du 


3 j dt “. - dt u " dYP(tu) 

und Basen Ausdruck, in den letzten obigen transfor- 

mirten Ausdruck von fxY [fr SEEN. eo) 

Sashrh, giebt. | | 

f dyu) ‚Flo _ dWceu) ap 
dt d u de 122) 

oder, kürzer, | jr 
de .dy __dy de) - 
Nde "du de ' du 


> wo x und y beliebige Fuxictionen von it md u sein 


| können. 


WE er | 82. | | 
. Betrachtet man also z als eine, durch die Be- 
schaffenheit der krummen Fläche gegebene, Function 


von x und Y; und stellt sich vor, dass z und z an 
‘ die Stelle von x und y treten, so erhält man fur die 


zweite Ableitung des. Volumens und der Oberfläche 
des Körpers folgende Ausdrücke r 


een, 


dı: du  du‘a: 


3 
de dy :.d« dy (i —)) 
de: 2 ar ZyG +(z 2); \ar,/F 


_ Für den zweiten Ausdruck ist noch 


! 


82. H.. - — . 567 | 
“lud, 
de — dz "de " dy'dı 
4 
| | dz dz dx dz dy 
zu du — da du" AR du‘ 
[Hier konnten mehrere Zeilen des Originals, die 
' blos Erklärungen der Zeicher in der zweiten För- 
mel enthalten, erspart werden,weil dieältere, ob- 
gleich sonst unvollkommene Bezeichnung, Alles 
‚was dort mit Worten gesagt wird, schon von 
selbst vollständig ausdrückt.) Zar folgt: 


dz (dx dy_ de dy\ de, _ ie 
dz\de' du du’ de) de du du de’. 


also] - 


.dz: dy dz dy 


dz de da dad | ö 
Er ar SUB ZREREE EE und [eben so] _ 


dt". du du. dt 
di dx __ de dx 
dz dt " du du *.dt 


dy ds dy__ de dry 
dt du du dt 


m Ausdrücke müssen noch in v6 e € dz 2) 
zn) 3 substituirt werden.. Geschieht su so 


ist n Ausdench der zweiten Ableitung der. Ober- 
fläche des Körpers PER | PT 


en) ( dy_ . dx dy\\® dz .dy |  . i 
dt du du‘ dt de du du dı 


un dz dx. dz dy 
a Kr du du DI 
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Die zweite Stammgrösse hiervon, nach 2 und u, 
giebt die Oberfläche des Körpers, wobei die verän- 


‚derlichen ‚ Grössen z, x und y als einfache Func- 
tionen ven & und u RE werden. 


. 
Diese Ausdrücke des Volumens und der Ober- 


fläche eines beliebigen Körpers, dessen Coordinaten 


xy 2 als Functionen von £t und ı betrachtet wer- 


den, in: Zeichen der Differential-Rechnung übersetzt, 
sind IBeIBE: 


dz dy Ei Er 


dt du Fra an 7)? und 
5 dx dy dx ey, dzdz dzdx 
| day ( 4 du au de) *\lae au du a 
Pc dr dz 2) 
Far du Au dr 


[wo aber die Factoren dt du weiter keinen Sinn ha- 
ben]. Sie drücken das unendlich kleine Element des 
Volnmens und der Oberfläche aus und müssen inte- 
grirt und erst nach einer, dann nach der anderen der 


. beiden veränderlichen Grössen t und u vervollstan- 


dt rn 
| . u Be 
Um eine Anwendung. dieser Formeln zu zeigen, 
wollen wir annehmen, der Körper, dessen Volumen 


‚ und Oberfläche gesucht werden, sey ein beliebiges 
. Eillipsoid, dessen drei halbe Axen a, 5, c sind, so 


ist die Gleichung der Oberfläche dieses Körpers, zwi- 


schen drei rechtwinkligen, init..den Axen parallel lau-- 
‚fenden Coordinaten, folgende: 


ee... 589 
4 i 2 er wi "23 j 
| 4 tg, 


welche Gleichung z in x und. y giebt. - 

“ ı Die Irrationalität von zlässt sieh vermindern, wenn 
man zwei unbestimmte Winkel 2 und z einführt, ünd 
T==asintcosu, yz=bsintsinu und z=ccost 
‚ setzt, [Die dritte Gleichung 'ist nicht mehr will- 
| kürlich, sondern folgt aus den ae ersten. Denn 








2 2 
+ I _ 2 — 
| aus der gegebenen Gleichung +8 an 
| “ x? 2 
er 5: =—, also, wenn man = 
N j 2? 
asint cosu und =? sin t sin setzt, — —ı 


c?' 
— sin t? cos u? — sin 2 sin u2 = ı —sint? (sinu® 
+ cosu?) = ı — sint2 = cos £3, also z==c cos e.] 
Um nun das Volumen und die Oberfläche |, des EI- 
 Hipsoids zu finden, darf man nur, nachdem das Nö- 
thige substituirt worden, die Stammgrösse einzeln nach 


£ und z nehmen und zwar von 2=o bis tn und - 


von u=o bis u= on [weil von der Hälfte des 
Ellipsoids, über oder unter der Ebene der. x,. NY 
die Rede ist, und folglich die äusserste V: erände- | 
rung der Lage der Liniec in z=c cost als, Ra- 
dius-Vector betrachtet, rn, hingegen dieäussersteVer- 
änderung der Lage der Linien a und b in x== 
asint cosu und y=bsint sinu, als Radü-Fec- 
tores betrachte:, an ist.) Diese Transformation der 
Coordinaten des Ellipsoids, welche zuerst Ivory bei 
Berechnung ‘der Anziehung dieses Körpers angewen- 
det zu haben scheint, [trans. phil: von 1809. ııter 
Theil] hat den Vortheil, die Stamımgrössen nach £ 
_ und. z. von. einander ‚unabhängig zu, machen, wenn 


} 
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sich die doppelte Btamihgräsie über die ER Ober- 
fläche erstrecken soll. Pr 


Nimmt man die Ableitungen \ von 2, y, 2 nach 


L und u, SO- erhält nan 


! 


dt 

Id. u 0 m.dg, 
— ——asintsinu, — = bsintcosu, — ==0, 
du‘ .: % au... N du | 


und hier aus 


’ 


Y (=abı sint cost cosu Spsine cost sinu?)] 


= >7° sintoöst 


dz dx dz dx. : 
— acsint2 sinu 


de | dy __ ds 
—ma Losbesin: er —=becostsinu, Z—, ——esint, 


da ud | Eee Ze 


ni dzdy | dzdy _ 
de. du du de 
so, dass die Ausdrücke ‘der zweiten Ableitung des 
V olumens und der Oberfläche des Ellipsoides Euchuae 


— besint? cosü, 


sind | 
‚ ‚abesintcost? und 
sinty (a?b2cost? +a?c?sinu?sint? +b?c?cosu?sint?) 
wovon die ersten Stammgrössen, von £= o bis in 
und von u=o-bis u=27 genommen werden müs- 
sen, wenn zz den halben Kreisumfang [ für den Halb- 
“messer 1] bedeutet. . 


5 nz 
h Wir ln nun zuerst Fe Ausdruck des Vo- 
" lumens 
| abe sint cost? 


“weiter untersuchen. "Setzt man ı sin t? statt cos £* 


_ [welches a be (sine — sin t?) ‚giebt ] und sodann 
—jsine&” 
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f sine — 4 sin 32 statt sin. [weilsinat=asin keose, 
cos 26 == cos 1? — sin t? sinZE — sinat cost 
+.cos ar sine =. 2 sin L.cos L? + cos t2 ‚sin t—sint3 > 
= Zsint cos? — sin? — Zsint— &sines, also 
sin >= } sine — 4 singe isch. so-erhält:mäanı 


m. Z ns ‚(ser e + unsh, ar vn 





_ wovon die erste Suinmgröse, so genominen däss sie 
bei. 2== o anfängt,» - > en ae Ar 


2be (‚case mer) oe 
.#& E E 3 ur 
ist. [‚Nemlich sie ist, wenn man sie z.B. durch K 
ER be f ' e 
bezeichnet, K e- sc (eos — 2% en 3 )+-Consr. ne 


’ 4. a H Pond 
abe 
Da: Ko sein: soll für == 0,50 ie aa 5 











vn abe 
ip + Const, also Const = = TAN (ı +D, mit- 


hin ach ie a sr Sure 08 


En ab ei See) T° 
ur 


Setzt man L== N, welches cos und cos P 


—. zieh soierhält man: [Elan + + *); oder] 





tat miluned sromersr Hs at HA Faualk ieisn. 
. 2 a. ; TR ar N MERTETE EN" [ 


SEEN be ns 
Hiervon muss man noch die u Auc U, 
von 'u «wo bisu ah nehmen Da dier:Grösse:z, 
von welcher die erste Ableitung! ıistj: garnicht: vor- 


kommt, so, darf man, nur blos ur ‚2A multiplieiren, 





welches Duz . Ä giebt [Denn die Stafımgrässe 


IE E er ecähgahh 


no | [36] 


un Er Tr 


z ' : « . nn 
Fe 86. I. | 
ı» . _ . “ . . 04 
Bu | | ai 
[2 >. 
x , . 
- e * ’ Pi - 





s fr r : nt R en Igin #: ai N ni i kann . 
von ) nach u, ist, wenn sie. L heisst, Fe | 


‘ D 
* - Au Tun’ 





insbes. + Conist DaL=o Pr soll, für =’, 


- 


so ist Const = O% ass L: eben, Setze man, 
für den vollen Umfang Em Stammgrösse, u u= Ban | 
La | 
| de - 

zen Ellipsoids, dessen halbe Axenı ar'b, € indöi 


also >» 000 | Ä N 
rl i haben... 3 F FE: 


R ar 
_  Wir'kommen ferner zudem Ausdrucke der Öber- ' 
fläche: Matt setze; ' arVeereinfachung der Rechnung, 
a—b, so dass: also jetzt von einem Sphäroide die 
Rede ist, welches‘ durch Umdrehung um die Are: 20 


so erhält man - 


entsteht, so erhält man [allgemein #- 

(V a ee Fe e?sint*cosu?), 
‚elta, wenn a=bis,y ; 

— | "a sin eb? cös c” + sin 1 


‚wo, wie man sieht, der Winkeh ls. skicht. mehr yor- 
kommt. Mehrerer Allgemeinheit wegen behalte ich 
 b unter dem Wurzelzeichen bei. 


= 02 


ds 
Man ‚setze cos = 5 so ist sr I=— und 


CE e Be EZ FE GE EEE GE Ge bb, Er 
Ren sin ea EN 2.—C0$ u zA— Zu also ist, der 
„Wansforgirte, Ausdruck... year ot 


£ nn 


"woyon die Stammgröse, | von s=ı bis s=—ı 
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n x 
[nemlich von s=meos (e = 0) bis: s seo == m] 
‚ genommen werden muss. 
Es sey b? ec? = e?, so ist, die Sammgrine 
nach s: 





yore) log Ver + 2 en). 


[Durch Ableitung Fer Größse mach s kann man 
f ‚sieh überzeugen, dass..sie den ‚dusdruck, welcher - 
zurückäülejten war, giebt.) - | 
| ı Setzt .man s== ı, so . man 


ab a 
u 2 





log (b- _— 2 


[weil c2 He = b?]. Setzt man s=-—ı, so er, 
hält man | 
ab ac? 


. @ ' 
R | . ee mp log (b +0), 





also ist die vollständige Stammgrösse nach s oder £ 
[wenn man Eins vom Andern abzieht, welches die 
vollständige Stammgrösse zwischen.den beiden Gren- 
a giebt] ar ee. + e 
Se TE 
Hiervon muss man Fe die ie nath 
zu nehmen. Da aber z nicht mehr 'vorkommt,. so 
“ darf man nur mit 277 multipliciren‘ [wie vorhin im 
ähnlichen Falle]. Man erhält, wenn man nunmehr 
 b==a setzt, [wie angenommen wurde,] für die ganze 


ab+ 








Oberfläche eines Sphäreides, welches. entsteht, wenn 


sich eine Ellipse, deren halbe Axen @ und: c sind, 

‚um. die kleine Axe 2c dreht, den. Auseuck 

ei ng* halt... Tr. 
e: Pa—e’; 


wo e die Excentrieität V(a or ist, 


Ra” + 
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‚Wenn e reel sein soll, so muss & Se und folg- 
' Jich das Sphäröid. gedrückt und durch’ die Umdre- 
hung einer Ellipse um ‚die kleine Axes ac entstan- 
‚den sein. 

Verlangte man die , Obeefläche eines KT E 
Ellipsoids, welches durch die Umdrehung einer EI- 
lipse 'um die grosse Äxe entsteht, so müsste man 2c 
zu der .grossen. Axe nehmen.: „Alsdann wäre’ e ima- 
BR Es sey für diesen Fall ce? —.a? = E*, soist ‘ 

e— Ey-—i’ s2 
und wenn man von den unmöglichen onen 
zu den reellen Kreisbogen übergeht, so erhält man, 
zufolge 'den Formeln von (22. ıster Theil) für die 
ai Oberfläche, den Ausdruck 


" onac? E 
anat + : arc etang — 


Hätte man nicht a =b, sondern, allgemeiner, 





a? sin u? .+.6' De cos u* 
| wi u 
gesetzt, so. hätte. man, für se, erste Stammgrösse nach 


In34]= 7° | 


‚der 


& den. Ausdruck; 
a — y 2 e_ b 
— lo g a 





ab * 2 — erhalten, wo 
ER De == b2c2. 7? 
. ist, und es wäre mit den, bisherigen, Hülfsmitteln da 
” Analysis nicht wohl möglich gewesen, hiervon weiter, 
unbedingt, 'die Stammgrösse nach z zu finden; durch 
Näherung hingegen kann man das Resultat finden, 
wenn die Differenz ur beiden Axen a ünd 5 nur 
klein st. | 2 


| a. u j De 565 
ne Br 2,02 | | 
. Es sey = L. Mat’ nn für v, die‘ 


2 


Grösse .ö mag positiv ‚oder negativ sein, [ Mr = 

3 a2(ı —cos Ser +b2cosu2 ER er 
v 2 =ı+ ö cos u?.. Man darf also in den obigen 
Ausdruck nur c?(1+ cos u?) statt c2 72 ‚setzen. und. 
hernach den Ausdruck nach z entwickeln, Setzt man 
also ferner 





cos us, oder] 


.@c? e. br Y Che — 2) 
u en =, 
'se. erhält man, wenn. man den Anna vermittels | 
der Ableitungen,. nach c* entwickelt, die Reihe 


ab + f(e?) + 5 eri gosur = 


d2 f(c?) 
+3 7a) 


3° = 
+ IT ci? cos u® su: 


.c$1? 008 us e 





wovon die Stammgrösse nach w zwischen u = o nnd’ i 


u == 27 genommen werden muss, | 
Man bezeichne die Stammgrössen von cosu2, cosu®, 
cos uf ...., zwischen diesen Grenzen, durch ee, anf, 
27% ...., so erhält man für die Oberfläche des Ellip- 
soids, ns drei halbe Axen a,b, c sind, den . 
Ausdruck Ä | | 
an(ab + f(e) - + @c?i aa 
.„ d”fCe®), 
+ 4ßc#ti2 en = 
Fer ) 3 fer) « .) 
+23 Aare d(e2)3 "7? 


4 





Bi, 8. 1. 
welche Reihe um so sürker convergir je kleiner die 
‚ Grösse i ist, 

Die Coefficienten a, 4% «... sind, leicht zu 
finden, wenn man die Petenzen von cosu in Co- - 
' siuus der Vielfachen von z, vermitielst des unmögli- 
“chen Exponential- Ausdrucks von cosı (20. ıster 'Th.) 
auflöset; und da die. Cosinus die correspondirenden Si- 
nus zu Stammgrössen haben, welche an den beiden 
-Grenzen, für u==o und u=27, verschwinden, so 
folgt, dass nur mit 2 multiplicirte Glieder übrig 
bleiben, die von z unabhängig sind, und es ist leicht 
zu sehen, dass diese Glieder nichts anders als die 
Coefhcienten des mittleren binömischen Gliedes sind, 
wenn man solches zur zweiten, ‘ vierten, sechsten etc. 


“Potenz erhebt und durch die nemliche Potenz von 2 
 dividirt, ‚Also ist 





Dritter Thegl 


i Anwendung der Theorie der Functio-- 


: nen auf die Mechanik. 





N 


Erster Abschnitt. 


Vom Gegenstande der Mechanik. Von der gleich- 
förmigen und gleichförmig beschleunigten Bewe-. 


gung. Von der: gradlinigen Bewegung überhaupt. 
Ver hältnisse zwischen Raum, Geschwindigkeit 


und beschleunigender Kraft. 


Bi: 


Wir wollen jetzt die Functionen - Theorie auf. die 
Mechanik anwenden. Hier beziehen sich die Func- 


‚ toren auf die Zeit insbesondere, welche durch 2 be- 


zeichnet werden soll. [Nemlich‘ e ist die Zahl der-, 

jenigen willkürlich angenommenen absoluten Zeit- 
theile, z. B. Secunden, welche auf die zu bezeich-. 
nende Zeit gehen.] Und da die Lage eines Punctes 
im Raume von drei rechtwinkligen Coordinaten x, Y 
z abhängt, so werden diese Coordinaten, in den’ Auf- ı 
gaben der Mechanik, als Functionen der Zeit betrach- 


a. > ’ ! 
v 


> E 
r 
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‚tet. Man kann’ also’ de Mechanik‘ 'als eine 'Geome- 
'trie mit vier Abmessungen, und die Analysis der Me- 
chanik als eine Ausdehnung der geometrischen Ana- 
‚lysis betrachten. [Inader Lehre‘ von den Figuren 
‚in der Ebene kommen zwei Abmessungen vor, bei 
den Figuren‘ im Raume drei, in 'der "Mechanik 
vier.) | 
Wir wollen zuerst die gradlinige' Bewegung un- 
_tersuchen und annehmen, dass x :der in der Zeit 2 
durchlaufene Raum ist, so ist <= ft, und die Func- 
“tion fe muss von der Art sein, dass sie Null ist fur 
== 0. Die einfachste Form. für ft ist unstreiig az, 
welches <= at giebt, wo a eine Constante ist; bei 
der‘ durch ‘diesen Ausdruck ‚bezeichneten Bewegung 
verhalten sich ‘also die vom Anfange der Bewegung 
an durchlaufene Räume, immer wie die verflossene 
Zeit, welches die Eigenschaft derjenigen Bewegung ist, 
die man gleichförmig nennt. Die Constante a, 
welche das Verhältniss des Raumes zur Zeit ausdrückt, 
ist das Maass dessen, was inan Geschwindigkeit 
nennt, Dieses ist das ‘einzige Element, welches bei 
dieser Art von Bewegung vorkommt, und durch ‚wel- 
. »ches sich eine gleichförmige Bewegung von der anderen 
untercheidet. [.Da beim Ausdruck eines Verhältnisses 
das eine Glied willkürlich ist, so. nimmt man. ge- 
. wöhnlich : die Zeit willkürlich an, und zwar eine 
Secunde. Dannist Geschwindigkeit, der bei einer 
gleichförmigen Bewegung. in einer Secunde durch- 
laufene Raum,] 
Beobachtung und Erfahrung zeigen, dass ein, auf 
| nd ‚eine Weise in Bewegung, gesetzter Körper, 
wenn, man alle Hindernisse wegräumt, die auf ihn 
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' wisken. könnten, innmerfort in: gradliniger, und gleich- 


formiger Bewegung beharret, woraus folgt, dass die. 
einmal vorhandene Geschwindigkeit unverändert und 


in der nemlichen Richtung fortdauert. ‚Hierin besteht 


dass erste Gesetz: der Bewegung. [Zs lässt sich. be- 


. kanntlich. viel Metaphysisches über dieses Gesetz 


der Beharrung oder der Trägheit sagen, was 


aber am Ende. auf Worte _hinauskommt, La- 
grange beziehet sich, bescheiden; blos ri 


| mr und Erfahrung.) 


- Stellt man sich die Zeit als ee den durch- 


laufenen Raum als Ordinate einer Linie vor,. so. ist 


klar, dass die Linie für die gleichformige Bewegung 
eine grade ist, ‚welche durch den Anfangs - Punct der 


Abscissen geht, und, dass die Tangente des Winkels, u 


welchen die Linie mit der Axe macht, das Maas der 
Geschwindigkeit der Bewegung ist. z 


2. 


Die nächst einfache Function von 2, nach at, ist 
bı2, Setzt man diesen Ausdruck für ft, so erhält 
man eine. andere Art gradliniger Bewegung, welche 
die Gleichung © — 52? bezeichnet, und in welcher 
die vom Anfange der Bewegung an durchlaufenen 
Räume sich wie die Quadrate der aaa Zei- 
ten verhalten. 

Beobachtung und Erfahrung zeigen auch diese 
Bewegung täglich, an Körpern, welche, von der Schwere 
getrieben, fallen, wenn man von dem Widerstande 
der Luft und-jedem anderen Hindernisse der Bewe- 
gung abstrahirt. Die Constante , welche das einzige 
Element in dem Systeme dieser Bewegung ist, bleibt 
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 Neinahe] die nemliche für alle: Orte‘'der Eile, 
und hängt von der Schwere ab, welche sie hervor- 
bringt und ‘welche ımunterbrochen' und unveränder- 
Hch auf ‘den bewegten ‘Körper wirkt. Diese Bewe- 
gung dauert ‚also nur unter der Wirkung dieser Kraft 
fort, welche man als die äussere, fortwährend auf den 
_ Körper wirkende Ursach der Bewegung: betrachten 

“ kann, und deren Maass der Coeflicient' 5 ist. 
“= Da bei dieser Bewegung die durchlaufenen Räume 
in stärkerem . Verhältnis, “als der -Zeit, zunehmen, 
‚, s6 nennt man die Bewegung beschleunigt und 
2 zwat nennt man diejenige Bewegung, von welcher 
kier :die Rede ist, gleichförmig beschleunigt. _ 
Der Grund davon wird sich sogleich zeigen. | 
Bezeichnet man die Zeit durch die Abseisse und 
‚den durchlaufenden Raum durch die Ordinate einer 
Curve, so sieht man leicht, dass diese Curve eine Pa- 


rabel [zweiter Ordnung] ist, deren Parameter — Fr. 


und ‚denen Haupt-Axe die Axe der Ordinaten y ist. 
"Die einfachste Bewegung, nächst der vorigen, 
würde die sein, für welche & = ct? ist; aber es 
kommt in der Wirklichkeit keine einfache Bewegung 
dieser Art vor, und wir wissen also nicht, was der 
‘ Coeflicient e bedeuten würde, wenn man ihn an und 
für sich, und unabhängig von PORN: und 
' Kraft betrachten wollte. 
Die obigen. beiden sind’ diejenigen einfachen Be- 
wegungen, aus welchen älle anderen als zusammen- 
‚gesetzt. betrachtet werden können, und die Wissen- 
‚schaft der Mechanik besteht in der Zusammensetzung 
und Zerlegung derselben, woraus die Verhältnisse 


2 IL | a 
zwischen zit, ge ; Sechrindigkit und Ken | 
-Nimmt man die beiden obigen Arten der: Bewe-. 
gung zusämmen, so erhält man eine, durch “io Glei- 
Fe | u: | 
x=at 4 br 
hungedrückte Bewegung, welche folglich as einer 
gleichförmigen und einer gleichförmig beschleunigten 
Bewegung. FRSMIENgEReIH ist, und welche aus der 


Füsammehwirkung der beiden Ursachen entsteht, die 
‚ die beiden Bewegungen einzeln hervorbringen können, 


. und zwar aus der Zusammenwirkung einer, im An- \ 


fange der Bewegung Statt findenden, der Grösse a j 
‘ proportionalen Geschwindigkeit, und einer, ununter- 
brochen aufden bewegten Körper wirkenden, der Grösse 
5 proportionalen, beschleunigenden Kraft. | | 

' Auch diese Zusammensetzung der beiden Bewe- 
gungen kommt in der Natur vor, und zwar bei der’ 
. Bewegung geworfener schwerer Körper, von unter 


nach oben, oder von oben .nach: unten, wenn man 


. \vom "Widerstande der Luft und allen anderen frem- 

den Hinderrissen abstrahirt. Bei den, von oben. nach | 
unten geworfenen Körpern, wirkt die Kraft 2 in der 
Richtung der Bewegung selbst, wie wir sie voraus- _ 
‚setzen. Bei den, von unteu nach oben. geworfenen 
Körpern wirkt die Kraft b entgegen, und muss also 


negativ genominen werden. Sie strebt, die Bewegung _ | 


des Körpers zu verzögern und heisst alsdann verzo- 
Ä gernde Kraft., Die Bewegung selbst heisst in die- 
sem Falle: gleichförmig verzögert. . 
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1, Die Beobachtung . zeigt; dass bei der Zusam 


menwirkung der beiden Bewegungen, jede sich so. er- 
hält als wenn sie allein vorhanden ware, so, dass der 
am ‘Ende eines beliebigen Zeitraums durchlaufene 
Raum’ genau die Summe oder der: Unterschied der 
Räume ist, welche der ‚bewegte Körper, unter der 
Einwirkung der beiden Ursachen, die die beiden Be- 
 wegungen. hervorbrachten, . durchlaufen haben würde, | 
ö und dass das Resultat, das heisst, der durchlaufene 
Raum, der nemliche ist, als wenn die beiden Bewe- 
gungen. einzein Statt gehabt hätten, [Es ist merk- 
rein dass sich. Lagrange, bei alle diesen, 


blos auf Beobachtung und Erfahrung bezieht.] 


ee A 

-. Nun betrachte man eine beliebige gradlinige Be- 
wegung, welche von der Gleichung x = ft bezeich- 
net wird, und wo ft irgend eine Function von [der Zeit] 
" tbedeutet. Der Körper. hat-am Ende der Zeit 2 
den Raum ft durchlaufen, am ‚Ende der Zeit e+k 
‚den . Raum f(£ +.k); folglich ist f(e +) — ft der, 
während der Zeit k durchlaufene Raum, welche Zeit 
in dem: Augenblick anfängt, wo £ endigt.. Entwickelt 
man. f(t-+ A) nach Potenzen von X, so erhält man 

| my Afk Pe ‚d? ft 

fterk L EN Le u... 

ka ster, Theil) Der während der Zeit k durchlaufene 

Raum ist also 





Pk Pe KR defe .. 
ar ar ar Ta 
wo ‚jetzt die, vor dem Anfange der Zeit k verflossene 
Zeit &, als eine Constante betrachtet ‘wird. Die Be- 


BERERRRP TI 7 Ä ! A \ 
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wegung, mit ‘welcher dieser Raum durchlaufen würde, 
ist also us verschiedenen 'partiellen Bewegungen zu- | 
sammengesetzt, von welchen ..die, auf die Zeit A kom- 


k afe kr def RM ft 


9 da’ 23 .de- 
sind. Wie man he ist die erste dieser partiellen 
Bewegungen eine gleichförmige, von deren Geschwin- ’ 
digkeit das Mans ist. (0) Die zweite ist eines 
gleichförmig beschleunigte, welche einer beschleunigen- 
den Kraft entspricht, die z 3 pELE De Debian ist. (8) 


"menden ‚Räume, etc. 


‚d6? 
Die übrigen sind, da sie sich auf keine bekannte: ein- 
fache Bewegung beziehen, nicht einzeln zu beträch- 
ten nöthig, und wir werden zeigen, dass man, bei’ der ı 
Bestimmung der. Bewegung. im Anfange der, Zeit .k, 
davon. abstrahiren könne. Denn, entwickelt man die 
Function; f(£+x%) :nach‘ der allgemeinen. e. orınel' 
(40. 78.. 1 ster Theil), so erhält man EEE 
| k2 arfı B:; PEITREEN 
‚du: 23 23. dB nr. 


ferkält y + — 


wo A ein ante. Coefficient ist, de ziibchen 
‚o und.x:liegt, so dass also, der- in. - "Zeit. A .durch- 
laufene Raum, vollständig-.durch 


E sit STH, 


FE 3 3 . 
aefi 4 k? d?ft ne \M PR ER 


2 ar 3 en 





anigedrücht wird. Die eröhe a Glieder 
nen, wie man sieht, die aus der gleichformigen und 
der  gleichföormig beschleunigten zusammengßseizte 
Bewegung, das dritte Glied bezeichnet die Summe al- 
ler an Beweguugen, die zu jenen beiden hinzu- - 


t 


5 
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koleaen: ee wegen derer die wirkliche. Ks 
kein. einfaches Resultat jener beiden sein kann, - 

j Nun aber erwäge 'man, dass k:immer so klein 
Ey: Yaaa i i werden kann, dass. sich die aus den bei- 
den Gliedern k er und £ Kr zusammenge- 
‚setzte Bewegung, :der ‚wirklichen Bewegung mehr nä- 
‚.hert,als irgend eine andere, aus einer gleichförmigen und 
einer gleichformig beschleunigten zusammengesetzteBe- 
"wegung. Denn der Unterschied zwischen dem Raume, 
welcher während des Zeitraums k von der wirklichen 
Bewegung durchlaufen wird und demjenigen, wel- 
chen die. bezeichnete gan Bewegimg 


x. 
durchlaufen würde, ist. _ — er ı Sn: . Wird nun 


‚der, vor! irgend FREE aus einer gleichförmi- 


gen 'und einer gleichförmig beschleunigten zusammen- 


‚gesetzten Bewegung durchlaufene Raum, durch, «k 
+ bk2 (3.) bezeichnet, so ist der Unterschied zwischen 
diesem ‚und dem wirklich Sarchlanfensn Raume: 


le (Bern 


ne zZ 
und '&s ist leicht, durch: eim ähnliches EHER 
wie in (3. ater Theil) zu''zeigen, dass, so lange ‘a und 
b von en und & Br verschieden sind), Kalle. 


Zeit: so angenommen werden kann, dass der 
zweite Unterschied grösser ist, als der‘erste, und dass 
solches,. sobald es für irgend einen ‘Werth von k 


, Statt findet, um so mehr für kleinere Werthe von A der 


F all sein muss. Mithin drückt das Glied FE - Alles 
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RER im der gegebenen EHRE aus, was. - 
 ‚gleichförmigen Theil derselben, im, ;Anfange'. der Zeit 
k betrachtet, ausmacht, und das Glied u fen Ak 
les dasjenige, was zu dem gleichförmig Peblenig- 2 


ten Theile der Bewegung gehört. 


FEllerans folgt, dass ER durch = = —ft bezeich- 
nete gradlinige Bewegung, in einem beliebigen Angen- 
blicke, am Ende der Zeit z, als aus einer gleichtörmi- 

„ gen Bewegung, die von der dem Körper beigebrach- | 
ten Geschwindigkeit herrührt und deren Maass d fe. 
ist, und aus einer gleichföormig beschleunigten Bewe-. | 
gung, die von einer auf den Körper wirkenden be- 


|  schleunigeniden und der Grösse # =, oder blos‘ af | 


Proportionellen Kraft herrührt, zusammengesetzt be- 
trachtet werden kann, und dass folglich, wenn die 
Ursachen, welche die Bewegung gleichförmig. zu wer- 
- den hindern, plötzlich aufhörten, die Bewegung, von 
diesem Augenblicke an, mit einer. ‚Geschwindigkeit 
N deren Maass ER ist, leichförmig fortfahren; und | 
wenn die Wir Paten jener Ursachen, statt Null zie wer- 
den, constant würde, die Bewegung, von diesem Au- 
genblicke an, aus der ‚gleichför migen und einer, von 


af, “ Hall N 
der beständigen und der- Grösse: LE euntnci j 


beschleunigenden Kraft herrührenden, 'gleichförmig 


„beschleunigten Bewegung zusammienjesätzt sein würde. 


| * Mehrere Erscheinungen i in der Natur und beson. 
ders die Resultate der, ‚verschiedenen über deu F all 
der Körper angestellten Versuche bestätigen voll- 
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kominen den 'eben‘ gefündenen Satz, der als 'ein Fun- 
damenital - Satz der‘'gesammten "Theorie der. Bewe- 
gung zu betrachten ist. PER 


". Allgemein also bedeutet bei jeder gradlinigen Be: 
wegüng, wo der 'durchlaufene Raum eine gegebene 
Function der verflossenen Zeit ist, die erste Ableitung . 
“dieser Function die Geschwindigkeit, ‚die zweite Ab- 
leitung die beschleunigende Kraft in’ irgend einem 
Augenblicke. Denn da Zeit, Raum, Geschwindigkeit 
und Kraft heterogene Dinge sind, die sich nur erst 
dann vergleichen lassen, wenn "man sie’auf Zahlen 
gebracht. unid jede auf. eine bestimmte. Einheit ihrer 
' Art bezogen hat, so können wir, der Kürze wegen, 
unmittelbar, Geschwindigkeit und Kraft‘ durch die er- 
ste und zweite Ableitung bezeichnen, so wie wir den‘ 
"Raum ‚durch die Stammgrö össe ausdrücken. Flieraus 
sieht man, wie erste und zweite Ableitungen von 
selbst in der Mechanik erscheinen, wo sie bestimmte 
Werthe und Bödeutungen’haben. Dieser Umstand be- 
‚wog Newton, die Fluxionen - -Rechnung. auf die Be- 
Ä trachtung der Bewegung: zu gründen. Raum, Geschwin- 
| digkeit. und ‚Kraft, ‚wenn, man sie als Functionen. der 

Zeit betrachtet, "Srerden aldo dufch Stammgrösse, 
| erste und: zweite Ableitung’ bezeichnet, so 'dass: man, 
wenn man .den- Ausdruck, des Raums durch die Zeit 
kennt, auch sogleich, durch die directe ‚Ableitungs - 
Rechnung, [.Differential-Rechnung,] die Ausdrücke 
der Geschwindigkeit und Kraft findet. Ist: "hingegen 


Geschwindigkeit oder Kraft d durch die Zeit, gegeben, 
so 
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so muss man die Stammgrösse durch die Zurücklei- 
'tungs-Rechnung (Integral- - Rechnung] suchen. . 
. Diese Begriffe von Geschwindigkeit und beschleu- 

nigender Kraft sind, wie man sieht, sehr einfach und: . 
“frei von aller Metaphysik. Sie sind auf die’ Natur 
"der Bewegung gegründet, wenn man dieselbe als das 
Versetzen eines Körpers von einem Orte zum ätrde= 
ren betrachtet. Bleibt ein Körper in Ruhe, so ist 
offenbar seine Geschwindigkeit Null. Gleichwohl 
kann auf ihn eine beschleunigende Kraft wirken, die, 
weil sie durch irgend ein Hinderniss gehoben wird, 
‚, keine Neigung zur Bewegung hervorbringt. [Da 
das Hinderniss auch eine Kraft ist, die die erste : 
aufhebt, so wirkt dann eigentlich auf den Kör« 
per keine Kraft.] Diese Kraft heisst alsdann. todte 
-Kraft oder Druck [das Hinderniss auch] und kann 
ınit der Wirkung eines schweren Körpers auf ein 
Hinderniss, welches ihn zu fallen nn verglichen 

werden, 


. SE 
“ Man bezeichne den während der Zeit 2 durchs. 
- Jaufenen Raum 2. x und betrachte & als Function 


von t, so ist —— Z die ERS am Ende der 


Zeit e und 2* die beschleunigende Kralt in dem 


‚ nemlichen a woraus nah sieht, dass inan, 
wenn das Gesetz der Bewegung durch ein Verhält- 
. niss zwischen Zeit, Raum, Geschwindigkeit iind Kraft 
gegeben ist, eine Ableitungs- | zweiter Ord- 





mung zwischen e a en und 2 erhält, von. wel- 
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x - x 
. . 


re 


0 | ee BR 

cher man: die Stammgleichung in und x nach den 

Regeln der. Zuriückleitungs- - Rechnung suchen. miuss, 

Die beiden willkürlichen Constanten, welche dabei 

vorkommen ; werden ‚aus Werth von x und F 

bestimmt, also aus einem Raume und einer Ge- 

schwindigkeit,, die für irgend ‚einen bestimmten 
Augenblick gegeben sind. | 

- Bei, der gleichförmigen, durch. = at. ansge- 


drückten Bewegung ist 


also drückt der.Coefficient, a, welcher das Verhältniss 
des durchlaufenen Raums zur Zeit bezeichnet, die 

| Geschwindigkeit aus, und die beschleunigende Kraft 
ist Null. Bei der gleichföormig beschleunigten, durch 
x br ausgedrückten Dawsguns, ist 





dx’ dx 
T =ebı und Ir — ob. 


% 
Die Geschwindigkeit i in einem beliebigen Augen- 


blicke‘ ist also der, seit, dem Anfange der Bewegung 
verflossenen Zeit, proportional. Das Verhältniss zwi- 
‚ schen‘ ;:Gesehwindigkeit und Zeit drückt die beschleu- 
| nigende Kraft aus und ist das zwiefache Verhältniss 
zwischen dem durchlaufenen Raume und dem Quadrate 
der Zeit. Die beständige und gleichförmige Zunahme 
der Geschwindigkeit bei dieser Art der Bewegung, 
hat ihr die Benennung gleichförmige Bewegung 
gegeben. 
Das einfachste und natürlichste Mittel zur Var 
gleichung der Ne Kräfte ist, die Schwere 


et, 
Go 


an einem een ‚Orte dei Brde zur Bsiiheit a; 
nehmen, ger erhält also für schwere Körper : 

| derbe z, folglich 
Ze | Mer und Zar=yaa, 
.s0.dass sich die Geschwindigkeit dureh die Quadrat- 
"Wurzel: aus der. doppelten Hohe ausdrücken lässt, 


‚von welcher der Körper gefallen ‚sein muss, um diese 


Geschwindigkeit zu erlangen. Wollte man .also eine 


| "Geschwindigkeit: zur Einheit. der.: :Geschwindigkeiten 


annehmen ,.,so ‚müsste die Einheit der Räume die 


_ doppelte Fall - Höhe sein, welche nöthig. ist, die 
Geschwindigkeit hervorzubringen, 
[Dieser Vortrag. der Grundlehren der Mecha- 


nikkönntenoch elementarer gewünscht werden. Der. 


Herausgeber hat dieselben in der oben erwähnten 
kleinen Schrift: „über die Anwendung der Rechnung 
mit veränderlichen Grössen“ Tr Jolgende Weise 
abgehandelt. 


Die bei EM Bewegung : on Brös 


sen sind: Zeit, durchlaufener Raum, Geschwin- 
digkeit, welche einen aus den beiden zusammen- 


. -gesebzten Begriff voraussetzt, und Krın ft. Nimme 


man die Zeit zur unabhängig- oder willkürlich. 


veränderliche Grösse an, so sind die drei andern, 


won ihr abhängende Grössen. : 
Die Zeit werde durch t, 
. der durchlaufene. Raum durch u, 
‚die. Geschwindigkeit. durch », 
die Kraft durch p | 
. bezeichnet, Die Einheiten dieser vier Grössen sind, 
‚gewöhnlich: n 


\ 


nt 


[4 
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“ von der Zeit, die Zeit-Secundes 
von. dem Raume, die Maass- Einheit; 
von der. BREUER die beiden vorigen 
‚ ‚Einheiten; | 

won der Kraft, die Schwere. - 
Die Buchstaben Lu, 2, p bedeuten = Zählen, 
oder Vielfache dieser Einheiten. Die Geschwin- 
digkeit ist die Zahl der Maass- Einheiten, welche 
in. der Zeit-Secunde durchlaufen werden würden, 
wenn die Bewegung :sich nioht veränderte, sondern 
| gleichförmig wäre, Da die drei. Grössen u, v, p 
‘von der Grösse t abhängen sollen, so sey 
er u=Fı, u: » 

a ne oft, 

E | ee = pi 


J. Nun habe ah ein , Körper, irgend eine Zeit t. 
‘ hindurch, entweder von der Ruhe an, oder schon 
mit Gesohwindigkeit anfangend, mit veränderk- 
. öher Bewegung“ fortbewegt ünd am Ende der 
‚Zeit t die Geschwindigkeit v erlangt. “Es ver- 


‘  fliesse nach der Zeit t noch die Zeit k, so wird 


sich, auch während dieser Zeit k, die Geschwindig- 
keit noch verändern, und folglich am Ende der 
Zeit t+ k entweder grösser oder kleiner, z. B. 
grösser sein, als arı Ende .der Zeit t. Man nehme, 
‚ ausser der allgemeinen Bedingung, dass die Ver- 

änderung der Geschwindigkeit‘ nicht sprungweise, 
‚sondern stetig geschehe, einen solchen Zeitraum 
knach t'an, in welchem die Geschwindigkeit nur 
zu- oder abnimmt, hier zunimmt, welches allemal 
möglich sein wird, weil man dazu k nur klein ge- 


yo 
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nug annehmen darf, so wird die Geschwindigkeie . 


©» +A v, nach Perlauf der Zeit k, grösser;sein, als 
am Anfange. derselben, und es ist offenbar, dass 
der ‚Körper, wenn er mit der anfänglichen Ge=' 
schwindigkeit v, ohne dass dieselbe während der 
' kSecunden weiter verändert worden wäre, sich fort= 
bewegt hätte, einen kleinern Raum Au durchlau- - 
fen haben würde, als wirklich geschehen. ist, und 
einen grössern Raum, wenn die Geschwindigkeit 
»+A», die am ‚Ende der Zeit k Statt findet, 
während des ganzen Zeitraums hindurch die nemli- 
che gewesen wäre. Nunsoll,nach der Voraussetzung, 
. die Geschwindigkeit nur stetig sich verändern; sie 
Sall also alle mögliche Grössen durchlaufen, | 
‚ die zwischen v und v + Av liegen. In irgend 
einem Angenblicke, zwischen den Zeitpuncten tund 
£+k, wird sie also nothwendig genau so gross. 
sein, dass der Körper,.wenn er mit ihr durch die. 
‚Zeit k unverändert sich fortbewegte, grade densel- 
ben Raum Au durchlaufen würde, den er wirk- 
lich durchläuft, Man nenne die Zeit, um welche 
dieser Moment nach t fällt, Ak, so ist A eine 
Grösse, die nothwendig zwischen o und' ı. liegt. 
* Nun ist die Geschwindigkeit nach der Zeit e+ ah 
weil v — as sein sollte,. 
dft ze d’ft__.: 

für Ah == ft war LE 4 af 2 
also ist der Raum, den der . mit ihr, die 
Zeit k hindurch, gleichförmig durchlaufen würde, 


=iftran =ulfer an ält : oh 20) : 


58 EN ı N 6; m. en = + 


x 


| DieserRaum söltjengenommenermanisen,demBaume 
dFıt KdFı ° .;..-“ 
‚JWu= Arrz 7 Tu P: FT Bye 


* % 


u gleich sein; also 3 TE TEE N EEE | 
nr rer) 
dr, ri 2:1 I; 
Pe ar var Teer 77 zu | 
ii wenn man mit k dividirt, 
| ft + an df£ ur EL = 
v0 dRFt k deke K® d’Fı 
rar ne de 2.8 de“ 
| Diese: Gleichung gilt für jeden willkürlichen 
‚ Werth von k, der von den übrigen Grössen auf 
. keine Meise abhängt. Also ist nothwendig | 
feed oder . 
du | 
dt £* 
das heisst: die Geschwindigkeit ist die erste Ab- 
leitung des durchlaufenen Raums, _ 





vv 


n 


II. Die Mirkung einer Kraft auf einen Kör- 
‚per ist die Geschwindigkeit, die sie ihm in einer 
gewissen Zeit ertheilt. Gleiche Kräfte, auf gleiche 
Massen: wirkend, bringen nothwendig in gleichen 
Zeiten gleiche Geschwindıigkeiten hervor, weil 
alle Umstände gleich sind; also bringt die mfa- 
che Kraft in gleichen Zeiten nothwendiz die m fache 
Geschwindigkeit, die einfache Kraft in der mfa- 
chen Zeit ebenfalls die m fache. Geschwindigkeit 
hervor. Nun treibe irgend eine Kraft p, die, wie 


5 
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mön will, Veränderlich ist, und die; äuf irgend eine 
Weise, von der Zeir t, welche vom Anfänge der 
Bewegung ab verfliesst, abhängt, so dass, wie oben, 
p=Yt gesetzt werden kann, einen bestimmten 
Körper. Die Geschwindigkeit, welche sie ihm 
- nach Ablauf der Zeit t beigebracht haben wird, wird 
ebenfälls von der Zeit t abhängen, undy;wie oben, 
= ft geskizt werden können. Es verfliesse, nach der 
Zeit t, noch eine Zeit k,' so wird die Kraft, nach ‘ 
der Zeit t+k, Pu+kh)=p +Ap; und die Ge- 
schwindigkeit, nach der Zeit t+k, f(c+ N=v+Av 
sein. Nun wähle man einen Zeitraum k, in wel- 
chem die Kraft p, ausserdem, dass sie, nach. der 
allgemeinen Bedingung, nicht sprungweise, Sondern 


nur stetig ‚sich verändert, nur zu- oder abnimmt, _ 


© B. hier zunimmt, welches allemal angehen wird, 
weil man zu dem Ende k nur klein genug anneh- 
‚men darf; so ist klar, dass wenn sich die Kraft 
durch den ganzen Zeitrdum k hindurch nicht wei- 
. ver veränderte, sondern == p bliebe, die Zunahme 
der Geschwindigkeit Av, die der Körper durch 

sie am Ende der Zeir ı-+k erhält, kleiner sein 

"wird, als diejenige, die er wirklich erhalten. hat, 

und grösser, wenn die Kraft. dureh den ganzen 

Zeitraum k,schon vom Anfange an, so gross ge-_ 
wesen wäre, als sie am Ende des Zeitraums ist, 
nemlich p+Ap. Da nun die Kraft nur stetig. 
sich verändern soll, also während der Zeit k alle - 
nur mögliche Grössen zwischen p und p+räAp 
durchläuft, so ist offenbar, dass es, innerhalb der. 
Zeit k, also zwischen t und t + k, nothwendig ir- 
gend einen Augenblick geben’ muss, in welchem 


# 
\ 
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die Kraft genau. so’ gross ist, dass, wenn sie vam 


Anfange des Zeitraums k an, durch: diesen. Zeit= 
raum hindurch, unverändert fortgewirkt hätte, die 
Zünahme der Geschwindigkeit Av genau so gross 


‚geworden sein würde, als'sie es wirklich ist, Mar 


pr - 


bezeichne die Entfernung dieses Zeitraums vom 
“Anfange der Zeit k: an, durch Ak, so ist 4, eine 
Grösse, die nothwendig zwischen a und ı ı ‚liegen 
muss, Nun ist die Ref nach Ablauf der Zeit 
terik 

dyr zare age | 
IK BE Va Tui 


Man setze die Geschwindigkeit ; "welche die 


wr+ärmger and 


‚Kraft- Einheit (die Schwere) in’ der Zeit- Einheit 


(der Zeit-Secunde) hervorbringt, = &, so ist die 


‚Geschwindigkeit, welche die Kraft p+ N’ p in der 
'Zeit- Einheit hervorgebracht hat, = a(p ++ A’p) 


und folglich diejenige, welche sie in der ‚Zeit r 
hervorbringt, = ak(p + A'p): Diese Zunahme der 


Geschwindigkeit sall nun, angenommenermaassen, 


derjenigen gleich sein, welche der Körper wirklich bei 


seiner vdränderten Bewegung Be und welche 


= Av ist; also ist 


ak(p+ AP = Av, 


oder, m weil Bomann) Seh; ne wife une ZSty 


N 


2 dız 
| ar(gerrn dt, ae age.) eo 


de Pdf M d3ft 
m SE Bean, 


oder, wenn man mic k dividirt, 
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PERIS wege. | 
Ä . 2 dı® “= . 
ap aele, Bf 


Q dı? n 2. 3 dt sooo, . 


e ageroak BPE a 


‚Diese Gleichung gilt für jeden wälkürlichen 
..Werth von k. Da k auf keine Weise von den 
| übrigen Grössen abhängen soll, so ist nothwendig 


III. Die Wirkung der Einheit der Kräfte 
(der Schwere), wie man sie am leichtesten beob- 
achten kann, besteht darin, dass sie einen Körper, - 
in einer Zeit-Secunde, von .der Ruhe ab, durch 
. aß$ rheinländische Fuss, = g treibt. Nun ist. die 
Schwere eine unveränderliche Kraft und bringt 

also in gleichen Zeiten gleichen er 
hervor; also X) Ze 


> = v=ar 


Oben, in (I.) war a. =0; m ist für die Schwere 
Bee 


' welches, wenn man die Stammgrössen BRFUR 
= u = tat? + Const. 
und, dau==o für e==0 is, 
um 272 
\ giebt. Nunist für t=ı, ug; also ist gm} und 
u 028, 
Also gi der obige Ausdruck, in (d2. ) 


| ‘ 


34 ! 


ei er 0% | 
® LIE Per 8 Bis 


das heisst: die erste ch der.. Geineindig-. 
. keit, oder die zweite Ableitung des Raums ist gleich 
der beschleunigendon Tech) mit 28 nulnpiibirk. 





mW. ‚Auch ist ra z =2gp. Für die Schwere, 
wo pi ist, giebt der Ausdruck = =ogp, 
v=/2g = 2gt + Const. und der Ausdruck 
T == > u =/v = fegt=ge® + Const.) 





Zweiter. Abschnitt. 
2 | Von der Zusammensetzung der Bewegrngen, be- 
sonders. dreier ' gleichförmigen. Von der Zusam- 
menselzung, und Zerlegung der Geschwindig- 


keiten und Kräfte. Von den Wurflinien ım 
leeren ei | 


"Wie: haben. im: vorigen Abschnitte -die-Eigen- 
schaften der gradliinigen.:Bewegung- untersucht. Die 
krummlinige Bewegung : zerfällt ‚(se reduit). natur- 
lich in zwei oder, drei gradlinige "Bewegungen, je 

, nachdem die von dem bewegten Körperbeschriebene 
Curve einfacher oder doppelter Krümmung ist. Denn, 
bezieht: man diese Curve auf zwei eder drei recht- 

“ winklige Coordinäten Sy, 2, 30 ist klär, dass die 


ae 
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Beskiinanign den Punets: der Gürve, in Wet; sich 
der bewegte Körper i in. irgend. einem Augenblicke. be- 


findet, von.dem' Werthe der Coordiraten für den nem- | 
lichen Augenblick abhängt, so dass jede: dieser Coor-:' 


dinaten’ eine gegebene Function ‘der verflossenen Zeit 


ist und: den gradlinigen : Raum‘ vorstellt, ' welehen' ein‘ 


Körper durchlaufen haben‘ würde, der (die Projeetion 
des wirklichen Körpers auf: jede der drei: Goordina:: 


ten-Axen wäre, [Nach Lagrange soll man elso 


2. B. als von selbst klar annehmen, dass es gleichviel: 
ist, obein Körper sich durchdie grade,oder durch die 
krumme Linie BC, Fig. 1 1,mit der seiner Bewegungei- 
genthümlichen, auf die Richtung von AB und AC 
reducirten Geschwindigkeit, oder durch die beiden: 


graden Linien BA und AC bewess. 'W. enn man’ 


diesen Satz als: Grundsatz annimmt,-so- verfähre: 
man unstreitig so einfach‘ als- möglich, und er- 
spart jeden weiteren Beweis des 'Parallelogramms: 
der Kräfte, oder des Satzes vom Hebel und. dergl. 


Der Satz ist in der That einfach: und | natürlich, 


auch kann man ihn grade nicht: willkürlich nen=: 
nen, Lagrange hat zu dieser. Grundsatze wenig- 
stens eben so viel Recht als Euclid: zw. seinem 
.eilften Axiome, welches alle weitere-- Parallelen- 
Theörie erspart, oder Archimed: zu seinem’ 


Grundsatze, dass jede krumme Linie länger is} 


als die grade zwischen den nemlichen: Endpüuncten;‘ 
‚und ein bei weitem grösseres Recht, als Leibnitz 
und Alle, die ihm in der Lehre vom, sogenannten: 
_ Unendlichen: nachfolgten, haben, mit Nullen wie! 
mit Grössen zu rechnen, oder, willkürlich, sehr; 
kleine Grössen‘ gegen andere .Grössen'wegzulassen,. 


E= 


ern . 
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: Forlange man dagegen. eine weitere "Eifor- 
schung der Natur: der zusammengesetzien Bewe- 
gung und einen Beweis des Lagrangischen Grund- 
satzes, so ist dies freilich auch ‚Recht, nur scheint es, 
könne und müsse man dann auch überall bei der An- 
_ nahme anderer erstenSätze derWissenschaft eben so 
schwierig sein. Findet man das Unendliche begreif- 
lich, so kann man wohl auch noch mehr zugeben, als 
den Lagrangischen Grundsatz der zusammengesetz- 
‚ ten Bewegung. Und auch nurwenn man die Eulidi- 
“schenund ArchimedischenGrundsätze derGeometrie 
“ohne Weiteresannimmt,kann man,scheintes,mit dem 
Lagrangischen Grundsatze der Mechanik ebenfalls | 
sehr wohl zufrieden sein.] 
Erfolgt also die Bewegung in einer > Ebene, so 
kann sie ‚durch die beiden Gleichungen 
ZPEe .„ zmz=ftwmdy=[FfFt 
ausgedrückt werden. Eliminirt man zwischen denselben 
/ t, so erhält man eine Gleichung zwischen ‚x.und y, 
| welche die Gleichung der Bahn des bewegten Kör- 
- ,. pers ist... Bewegt sich der Körper nicht immer in 
“ ‚derselben Ebene, so wird die Bewegung von den drei 
- Gleichungen | 
| zm=ft, y=Ftudz=pt. 
lose Eliminirt man zwischen denselben z, so 
erhält man zwei Gleichungen zwischen x, y und z, 
: welche die von dem Körper durchlaufene Curve dop- 
pelter Krümmung bestimmen. 
Man setze zuerst, die drei Bewegungen des Kör- 
‘pers nach der Richtung der Axen der %,y, > wären 
_ gleichförmig, so erhält‘ man Ä 


en ct, 
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wo.a, b, c die Geschwindigkeiten dieser Bewegungen 
sind.. Eliminirt man: , so erhält man 


Ed 


welche Gleichungen eine grade Linie bezeichnen, die 
durch den Anfang der Coordinaten geht und deren 
Projectionen auf die Ebenen der z, yund x, z mit der 


Ax6 der x Winkel machen, deren Tangenten A und 
— sind. [Dieses folgt unmittelbar daraus, dass 
Y — u und z = - die Gleichungen der Pro- 
jectionen der Linie auf die Ebenen der z,y und. 
"x, z sind] Der den Coordinaten. x, y, 2 entspre- 
chende Theil dieser graden Linie ist also + 
Ver HP +2) = eYVlar Hd? rer) 
welches der, während der Zeit z, vermöge der drei ö 
gleichformigen Bewegungen durchlaufene Raum ist. 
Diese zusammengesetzte Bewegung ist also auch grad- 
linig und gleichformig. Ihre Geschwindigkeit ist 
Y(a® +b?2+.c?). Ihre Richtung lässt sich am be- . 
sten auf die drei Coordinaten- Axen beziehen, und es 


ist klar, dass, weil at, br, et die Projectionen dee 


Linie cy(a* + 52 + c2) auf die drei Axen sind, die 
DEIN | a 0 b = 
uodenen Ya) VaHEH 
Tears’ die Kr der Winkel ausdrük- 
ken, welche die Richtung der zusammengesetzten Be- 
_  wegung mit den. Axen macht. Die Summe der Qua- 
 drate dieser. Cosirius ist, wie leicht zu sehen, gleich 
Eins, worin, wie bekannt die Eigenschaft der Win- 


x 
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kel besteht, welche. ‚eihe Be dieselbe grade Linie amit 
drei anderen auf: einander ‚senkrechten‘ Linien macht. 


| . ‚Die. Geschwindigkeit der zusammengesetzten Be- 
‚wegung soll! A; die. Winkel der Richtung dieser 
Bewegung mt den drei Axen sollen @, ß, 7 az 


80 ist: 


’ 


’ 


a Isyerbie) 
Tacın der durchlaufene Raum war tA= “ (a2 + b: 
+e2)] und ERRASTE u ® ae 


a b 
it; rn nz =oosY, 


woraus folgt: 
a= Acos a, b=4Acosß, BETEN, 
'Man sieht ‚hieraus, wie die Geschwindigkeit A einer 
gleichförmigen Bewegung, nach einer gegebenen Rich- 
"tung, in drei andere Geschwindigkeiten a, b, c, nach 
beliebigen Richtungen, die auf einander senkrecht sind, 
! ‚zerlegt werden kann. 
| We enn also ein Körper, ymgleich, zwei verschie- 
dene Geschwindigkeiten A und BD, nach aha zur! 
a mit, | drei beliebigen auf einander senkrechten Axen 
die wi inkel «, 8, y und z u, v machenden Richtun- 
‚gen hätte, so würden daraus, nach der Richtung der 
Äxen, die zusammengesetzten Geschwindigkeiten 


/ Fig A cos & + Boos 
r deoosß+Boosu 
ed A cosy'+.B cos’. 
entstehen, und diese Geschwiridigkeiten würden eine 
“einzige Geschwindigkeit C, nach einer Richtung ge- 


By 


Aepofir welche weun.die Winkel, er sie mit 2 Bu 
lichen Argen macht, ‚m, Q,:0 ind, 0 
. Ceoosn = Acosay+Beosi:\ nu 
| Ocean Bahr. 
Ccoso. = Acosy + Beos»‘ a \ 


| ist. - [Die Ebene des Papiers in Fig. 12 sy die‘ 
‚Ebene der x, y. Gestrichene, Buchstaben, wie ‘pP 
Q’ etc. bedeuten Puncte; welche im Raum senk- / 
recht über den gleichnamigen Puncten 2: Q... 

in der Ebene des Papiers liegen. Nun sy "m 
der bewegte. Körper. Die Linie’ PM= A sey' 
das Maass seiner Geschwindigkeit in dieser Rich- 
tung, die Linie MQ= — B das Maass seiner Ge | 
schwindigkeit in’ der Richtung M'Q', der wi nkel, 
welchen P'M' mit der Axe AC macht, sey &, ‘der | 
Winkel, welchen M’Q' mit ‚der Axe AcC macht, 
A,.so ist SU= pP’ M' cos « — Acosa und To 
— ef. 8 cosi— B cos A, also, weil S Ur TU 
— AU is, AU= 4 005 @+B cos hr. ‚Wenn 
nun die Linie AM'd £ das Maass der zusammenge- 
setzten Geschwindigkeit nach AM’ bedeutet, und 
C, desgleichen, der Winkel. den. sie mit der Äxe 
AC macht, % heisst, so ist AU= c MR also 
ist, wie ‚oben, 
Con Ana Ba n 


so wie es sich für die eine Axe verhält, ‚verhält 
' es sich auch für die anderen.) =. 

Da die Linien Acosa, B'cos ß, C cos y die 
Projectionen ‚der Linie 4. [2’M’ Big. ı2] in der 
Richtung der. Geschwindigkeit „d auf die drei Axen 
sind, . wie es.;sich. auch ‚ähnlicherweise für .die 


17, Ai ‚ja 
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j übrigen Linien verhält, so. ist aus is obigen Gläi- 
chungen leicht zu sehen, dass, wenn man’ die beiden 
“Linien A und 2, nach ihren Richtungen, eine an die 
andere setzt, [also die Linie M'Q', in AP', an die 
Linie P'M'] die Linie C [4M’], die beiden Linien 
verbindet, so. dass A, B, C die drei Seiten ins Drei- 
‚ecks [AP'M' ] sind, und dass, wenn man über, die 
. beiden Linien 4 und B [4P’ und P’M'] ein Pa- 
rallelogramm [AP'M' Q' ] zeichnet, dieLinie C [4 
dessen Diagonale ist. Dadurch reducirt sich die 
‘ Zusammensetzung und Zerlegung der Geschwindig- 
keiten auf eine sehr einfache geometrische Untersu- 
chung. Für die Rechnung ist es indessen besser, mit- 
_ tels der obigen F ormeln Alles auf drei auf einander 
serikrechte Axen zu beziehen, welches sich auf so 
; viele Geschwindigkeiten ausdehnen lässt, als zusam- 
> menzusetzen gegeben sind. 
| "Wir bemerken noch, dass, ‚ wenn der Winkel 
x [P'M' Q’] zwischen, den beiden, von einem und dem- 
selben Puncte ausgehenden Linien Aund B, A heisst, | 
' das Quadrat der dieselben verbindenden Linie IF Q',] 
wie bekannt, 
A: -—-2 AB cos A +B2 _ 
ist. "Auf der anderen Seite ist leicht zu sehen, dass 
sich, wenn man die Projectionen dieser Linien nimmt, 
das nemliche Quadrat durch | 
1 (deosa—ıB cos ; 2,8 
+ (Acos®—B cos u)? 
+ (Acosy= Beosyw 
(= 243 cos a2 9 AB cos « cos. 4 + Be cosi? 
+ A? os ®® —2AB cos ß cos u + B* cos u? 
+ A cost aAB cos 605V + B® cos v*, 


- \ : Ä oder. 


| Dur: Du | 59, 
oder, weil cos A? + c0s ß? »eosy?—ı und "cosA® 
+ cosu® » cos = ı Zst, durch] 5 
42 4+.B2 —aABlcos @ cosA+cos Pcosu+cosy cosv) 
ausdrücken lässt, woraus, durch Vergleichung der Glie-, 
der fin e + 2? —24BcosA), Hai 
csA= —— cos a cos‘ + cosß cosu + cos y cosyw 
folgt, welche Gleichung das Verhältniss zwischen dem 
Winkel A, den die beiden Linien einschliessen und 
den, Winkeln e&, ß, y und A, a, v giebt, welche sie 
mit den drei auf einander senkrechten Axen machen. 
Diese Gleichung ist in der sphärischen Trigonometrie 
' bekännt, aber weil wir davon in der F olge Gebrauch 
machen wollen, so haben wir es nicht für, unnöthig, 
‘ gehalten, sie hier nach der Methode der Projectionen 
zu beweisen. 


9 Ä 
‚Die EN der gleichförmigen Bewegung | 
‚hat uns die Zusammensetzung und Zerlegung der Ge- 


schwindigkeiten gelehrt; aus der gleichförmig. be- = 


schleunigten Bewegung lässt sich die RU 
und Zerlegung der Kräfte herleiten. 

Denn man setze, drei gradlinige Bewegungen ' 
nach den Axen der Ooordinaten x, y, z wären gleich- 
formig beschleunigt und von den beschleunigenden 


Kräften g, A,‘ k erzeugt, so erhält man (nach 6.) 
rg, y—ahrr, mein sh 
Eliminirt man x, so erhält man F 
hr ke" 
a ara | 
woraus folgt, dass die mit diesen drei‘ Hemgungen» > 
. I. [ 8 r. | 


j 


aa Fa 


"beschriebene Linie ebenfalls grade. ist, und! durch..den 
Anfangs- -Punct der Coordinaten geht.. Der den Co 
erdinaten x, Yı £° ‚entsprechende Theil dieser Linie 
ist also ebenfalls 
varypır)=i 2V@® +42 4 1a), 
welches der von der: zusammengesetzten Bewegung 
in der Zeit £ durchlaufene Raum ist; woraus folgt, 
dass die zusammengesetzte Bewegung ebenfalls gleich- 
förmig beschleunigt wird, und die dieselbe beschleu- 
‚nigende Kraft = Y(g? +h? +%°), ist. Da nun die - 
Linien 4 g6°, $ht?, }kt? die Projectionen der Li- 
nie 42? Y(g? + h? + %2) auf: die drei Axen sind, so 


drücken rag Ve + Z +) Y Gere). 


Ver die Cosinus der Winkel aus, wel- 
“che die Richtung der zusammengesetzten Bewegung 


_ mit den Axen-macht. | | 

Man sieht hieraus, dass die Zusammensetzung 
gleichförmig - beschleunigter Bewegungen dieselben 
„Gesetze hat, wie die Zusammensetzung gleichför- 
miger Bewegungen, und dass folglich die Zusam- 
mensetzung der Kräfte auf die nemliche Weise, ge- 
. schieht, wie die Zusammensetzung der Geschwindig- 
ten, so dass sich alle, im vorigen Paragraphe ge- 
fündene Ausdrücke, . auch auf die beschleunigenden 
Kräfte anwenden lassen, wenn man blos die Kräfte 
statt der Geschwindigkeiten setzt. 

‘ Wird also sein Körper zugleich von'zwei Kräften 
G und H nach gegebenen Richtungen getrieben, de- 
ren Winkel mit drei auf einander senkrechten Axen 
% f;y und A, u, v. sind, so entstehen daraus, nach: 


\ 
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en Aichtungen sr dei As, die easammengei e 
ten Kräfte ! 


G\eoos&+ H cos Pu 

Gecosß + H cos u 

‚Geosy+Hcosv | 

un a eine daraus. PRESERN Kool ie, > 

so erhält man, wenn man die Winkel, die ihre Rich- 

tung mit den Axen macht, durch x, 9, 0 bezeichnet, 
Kosa=Gecosa+Hcsk 

 Koosg =Gecosß+Hcosu‘ 
Kc0oso = Gcosy + Hcos®. 


[Alles, wie oben bei der Zerlegung und. Zusam- 
mensetzung der Geschwindigkeiten. ] 
Diese Art die Zusammensetzung der Geschwin- 
digkeiten und Kräfte äls Resultate der Zusammen- 
. setzung der durchlaufenen Räume zu betrachten, 
scheint mir.die natürlichste und hat den Vorzug, dass 
‚sie deutlich zeigt, warum die Zusammensetzung der 
Kräfte genau nach, denselben Gesetzen erfolgt, wie - 
die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten. Da 
man auch .die Kräfte unabhängig von der Bewegung 
betrachten kann, [nicht einmal ganz füglich, weil 
der Begriff von Kraft eigentlich nur auf dem Be- 
griffe ihrer Wirkung beruht,] so hat man die Zu-, 
sammensetzung der Kräfte blos analytisch oder geo- 
metrisch zu demonstriren gesucht. Aber es liesse 
' sich zeigen, dass alle Beweise, die man über die Zu- 
sammensefzung der Kräfte [das Parallelogramm 
der Kräfte] gegeben hat, nur auf eine versteckte 
. Zusammensetzung von Linien hinauskommen, viel- 
leicht diejenigen allein ausgenommen, die auf das Gleich- 


er ..ı0, UL 
gewicht des graden Hebels. gogründen sind. ° r Dieses - 


‚Urtheil eines mit der Theorie der Mechanik ‘so 
‚sehr vertrauten Mathematikers ist: ‚merkwürdig.] 


f 10... % x 


t 


Wären ‚die Bewegungen in den Richtigen der 
Coordinaten- Axen aus: gleichföormigen und gleichfor- 
mig- beschleunigten en sahne aaa 
so dass \ Ta m 
as #3 aA 


3 Se x = 
| yz=bt+!yhtt;: 
 E_— et +3 Kkı? 


wäre, so ist die von diesen. Bewegungen beschrie- 
ı bene Linie nicht mehr grade, sondern Diegt blos in 
, einer und. derselben, durch den Anfangs - Punct der 
Coordinaten gehenden Ebene. Denn eliminirt man £ 
und c? aus den drei Gleichungen, so erhält man eine 
‚Gleichung von der Form | 

1 c+tmy+nz= 0, 

a+ist = __erige 


4 h 


[Denn es ı5t a ta = 07 
y .b+zht,e e+ä$kt 


oder Ghxr—3gy)t= Zur de bx, (Ghz—4gz)t 
= az—cx, also | x on 
hz— hz—$8y _ 4 bx Ä 
’ Rx—g2 Gr Tor OR 
(bk—hc)z® +(ge—ak)xy + (uh—gb)zx +lag—ag)y =o, 
also, wenn man mit & dividirt, . 
„(bk—ho)z+r(ge—ak)y-+(ah— gb)z Ba 

welche Gleichung die obige Form hat, und aus‘ 
welcher, weil. sie. die Gleichung einer E bene ‘st, 
Folgt, dass die Bewegung in einer und. derselben 
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" Ebene: worgeht.} Aber man, ‚kann: ‚auch . de drei | 
-gleichförmigen und die’dvei gleichförmig- beschleunig- 
ten Bewegungen einzeln zusammensetzen, woraus eine 
Bewegung entsteht, : die, aus ‚einer. einfachen -gleich- 
formigen Bewegung, nach einer gegebenen Richtung, 
. und. aus einer einfachen gleichförmig- beschleunigten 
‚Bewegung, ‘ebenfalls nach einer ae 
‚zusammmengesetzt. ist. ur 
| Die Vereinigung solcher Bewagingeh kommt in 
(der Wirklichkeit bei. Körpern. vor, die schräg ge- 
gen den Horizont.geworfen werden, wenn man von 
dem Widerstande der Luft abstrahirt. Die gleich- 
formige. Bewegung, als die Wirkung .der. anfänglich. 
‚erzeugten Geschwindigkeit, beharrt in: grader Linie, 
als ‚wenn sie allein vorhanden wäre; die gleichförmig- 
beschleunigte Bewegung, welche die, Wirkung der 
Schwere ist, fährt auch, senkrecht von oben nach un- ' 
ten, fort, als wenn sie allein da wäre, so dass der Kör- 
per, nach Ablauf einer gewissen Zeit, an den nemli- 
chen Ort gelanget,.wo er hinkommen würde, wenn 
die beiden Bewegungen, eine nach der änderen, und. 
unabhängig von einander. Statt fänden...: Zugleich. hat. | 
der Körper in jedem Augenblicke beide Geschwindig- 


keiten zugleich , die der gleichförmigen und die dr 


gleichformig- beschleunigten Bewegung, und aus diesen, 
beiden Geschwindigkeiten, nach verschiedenen Rich- 
tungen, ist die wirkliche Geschwindigkeit des Bene 
fenen Körpers zusammengesetzt. | 
. Die Höhe, von: welcher ein Körper fallen muss, 
um diejenige Geschwindigkeit zu erlangen, mit wel- 
cher er schräg geworfen wird, sey H,so ist die Ge- 
schwindigkeit selbst = y (2.7), wenn Ina die Schwere | 


\ 
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gar Hinheit der beschleimigenden Kräfte nimmt. (6) 


Daraus folgt, wenn man die Abscisse horizontal und 


in der Ebene der Bahn des Körpers, und die Ordi- 


N 


naten y vertical, von oben naeh unten annimmt und 


die Neigung der Bahn gegen den Horizont x nennt, 


dass sich die horizontalen und die verticalen Geschwin- 
digkeiten durch cos & Y(aZ) und sin ay(eH) aus- 
drücken lassen, Die Ausdrücke von = und’ y sind 
abo “ | | 
zmtcos&y(geH) und 

| y=tsinay@H)—3. | 

Da die Richtung ‘der Schwere derj Richtung der 


‚Ordinaten entgegengesetzt ist, so muss das Glied: $:*, 


welches von der 'Beschleunigung der Schwere her- 


'. kommt, negativ genommen werden, Eliminirt mar 
. „zwischen diesen Gleichungen £, so erhält man [weil 


er 


2 2 . FEN 'sina ’ 
n == kn — rue a m 
i cosa@y (2aH) BYE  Acas® H’ 


® 


oder) wi. 


: er 
VRR cos ar” 

welches die Gleichung einer Parabel ist, woraus die 
bekannten Eigenschaften der Wüurflinie im leeren 
Raume gefunden werden können. Es ist hier nicht 


- der Ort, weiter in dieses Detail einzugehen. 
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‚Dritter Abschnitt. 
Von der krummlinigen Bewegung. Von den‘ Ge- 
_ #chwindigkeiten und Kräften ‚bei diesen Bewe- Ä 
gungen. Allgemeine Gleichungen der Bewegung - 


eines von beliebigen Kräften getriebepen Körpers. 


Von den Mitteln, die Zeit zwischen diesen Gle- 
en zu eliminiren, um die Bahn: des Kör- 
pers zu ABER, 


* 


11, 


Wir wollen nun ferner eine beliebige Bewegung 
untersuchen und’annehmen, dass die Coordinaten der 


"Bahn x, y, z gegebene Functionen der Zeit 2 sind. 


In einem beliebigen Augenblicke, nach Ablauf der Zeit 
t, wird der Körper nach der Richtung der Axe der 


zdie we . haben, und die beschleu- 





der Richtung 5 Axe ae & werden. Geschwindig- 
keit und Kraft 2 und ri und nach der Richtung 


@z 
dt? 


2 
Anmerkung zu ı (6.) die Kraft = 43: ı2g ist, so 


| der Axe der 2 e und sein. [Da ‚nach der Ä 


wird hier, als Maass der Kraft, ie Gnohwindig: . 
keit ag, welche die Schwere in einer Zeit- Secunde 
hervorbringt, zur . a Die drei 


d 
Geschwindigkeiten GT, 7 nn 1% Tr na — geben also die Zr 


u 


so. Ak u 


! 


MER Gäschwindigkeit e (ey: L 2) 
Te) ); Ber wir u nennen wollen. Die Rich- 
tung derselben niacht mit den Axen Winkel, ' deren 


de: dy.. dz 
Cosinus er ıu, T Ey 7, :u sind, so dass, wenn 


man ‚diese Winkel ß,Y nennt, 
22 — c0s.@, I. ——wcos ß; — eu cosy ist. (8.) 


| „ Hier ist sogleich zu bemerken, dass der Ausdruck 


: der Perg u [= V (z =) + (2 nr 


=) “ mit. dem Ausdrucke, der ersten Ablei- 


tung ei Bogens der dürchlaufenen Curve (37. eter 
Theil) übereinkommt, so ‚dass; wenn allgemein s die 


. vom Körper .durchlaufene krumme Linie ist, und man 
diesen Raum als eine Function der. Zeit betrachtet, 


A — ‚die wirkliche Geschwindigkeit des Körpers. ist, 
| gleich als wenn: die Richtung. der Bewegung gradlinig | 


wäre, | 
_ Ferner ist zu bemerken, dass die Richtung dieser 
sn diejenige der Tangente der Bahni ist. 


| Denn aus (33- ater Theil) sieht man, dass e2 und 


dt 
Z die Tangenten der Winkel sind, welche die Tan- 


: 2 der Projectionen der Curve anf die Ebenen. der 


x, y und x, z mit der Axe der x machen. Da aber 
in jenen Ausdrücken (33. oter Theil) y und z F unc- 
tionen von 2 sind, so muss man, um sie auf den ge- 
genwärtigen Fall, wo x, Y, % als 'Fümctionen einer 


l 
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| dritten, veränderlichen Grösse t betrachtet + werden, an 


zuwenden, Häch “ En Theil) 
und iz IE san er, setzen; Br v_% z 

L de .de ‚dx 
und de = 23 de ic] so das die Tangenten en 
erwähnten Winkel nunmehr“ My dan una der, de 
dr :de,,. de,, da 
sind. Diese Winkel kommen, ‚alsdann mit den. Win ‚ 
keln der [gradlinigen] Projection der [grade] Linie, | 
‚welche von einer aus den drei Geschwindigkeiten 
de dy de 
de’ dt’ dt 
(7-) beschrieben werden würde, überein. Folglich fällt 
diese Linie mit der Tangente, der Curve zusammen. \ 
| Daraus folgt, dass,, wenn die Ursachen, welche die 
Gradlinigkeit. und Gleichförmigkeit der Bahn hindern, 
in irgend einem Augenblicke plötzlich aufhörten, der 
Körper in der Tangente seiner Bahn sich fortbewe- 
gen würde, mit .einer Geschwindigkeit, die der ersten | 
Ableitung des ‚beschriebenen Bogens gleich ist, 
In der Differential-Rechnung setzt han dt con- 
stant. . | = = | 


zusammengesetzien. Geschwindigkeit | 


Eben so geben die drei beschleunigenden Kräfte 
‚dx d?y d2z 
dı2’ dı2’ dı* (9.) eine ein eK y((7E) “ 
e | 
+ (3855 ); welche wir ‚durch P Ye: | 


| en wollen: und, deren ‚Richtung mit den. Coor- 
| indie sen Winkel macht, deren Cosinus —— :P, 





d?x 
dı2, 
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er ‚n,* Ta: :P sind, so dus, wenn diese Winkel 


A; u; 9 heissen, ; 
5 Em = PcosAh, ern u = 

» Kennt man elso das E PR Bewegung. des 
Körpers, das heisst, die Werthe'von =, y und z in 
't, so kann man aus, diesen Gleichungen die beschleu- 
nigende Kraft und ihre Richtung 'in jedem Augen- 
blicke finden. Umgekehrt erhält man, wenn man die 
Kraft: 2, nebst‘ den Winkeln 4, , » kennt, drei Ab- 
‚leitungs "Gleichungen. zweiter Ordnung zur. Bestim- 
mung von x, y, zin ct. Die Aufgaben der ersten Art 
hängen nur von der Äbleitungs- Rechnung ab und 
sind folglich immer auflösbar. Die der zweiten Art 
. ‚bedürfen der Zurückleitungs-Rehnung und sind allen 
. Schwierigkeiten derselben unterworfen. 

Würde der Körper zugleich von zwei beschleu- 
'nigenden Kräften P und Q, nach Richtungen getrie-. 
ben, welche mit den Axen der x, y, 2, für die Kraft 
. Di die "Winkel 2, ft, v, für die Kraft Q,. die Winkel 

‚A, 0,'0 machen, so erhielte man, dem Obigen zufolge, 


d2x 
Ir = Pcoik+ eur 


TE = Poosu + base 


| Tr = Pos» 4 Qcao 


ws w. für so viel’ Kıräfle als man will 
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u Angenommen, die Richtungen der Kräfte Pund. 

Q machten mit der Tangente der Bahn die Winkel A 
und ©, so erhält man, weil die Winkel «, Br in ' 
 (a1.) mit denen übereinkommen, welche die Tangente 
der Bahn mit den drei Axen macht, vermöge des, am 
Ende von (8.) gefundenen "Ausdrucks, 


cosA = cosa@ cosi + cos ß cos u 2 cosY cos», 
und, eben so, - GBR | 

| 0050 = cos@.00snn + cos cosQ + cosy 008.0. 

| Multiplicirt, man also die drei Gleichungen, am Schlusse 

_ des vorigen Paragraphs,, die erste mit cosa, die zweite 

mit cos ß, die dritte mit cos y, so erhält man 


d?x d2y 3 
=. 0:04 EL 00 LE sy. Nu 


/ —= PcosA+Leos®. | 
‚Substituirt man für cos a, cos ß, cos y, ihre Werthe 


d d dz. 
rk uU, — :uU, Zu u (ı11.) und bemerkt, dass . 
dx dx dy dey ‚dz d’z 
_de ' de ° de dız = de de [ 
— toder 


BIC (Z + ) 


. de dez + Z dıy dz dz 


Li 





de de * BE dt ed Be die erste Ab» | 


HEHE, 


heisst, die erste Ableitung von 2 r und non Br 


d’s 
7 _ ist, so erhält man ; 


% 
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dx dx FR dy _d?!z dz 


TKL de” detde'de 


z =PeosQh +Qeos6, 


u oder] 


des 

| .dı2 
welche Gleichung, wie man sieht, den Gleichungen 
für die gradlinige es nach a is. der 


= wm Ar0e. 


. drei Axehı, ähnlich ist.. ne Ye 


' Diese Gleichung dient zur directen Bestimmung 
der dureh a Fri ‚ausgedrückten wirklichen‘ Geschwin- 


digkeit. des und es folgt daraus, dass Kräfte, 
die auf der Tangente der Bahn senkrecht sind, gar 
nicht auf die Geschwindigkeit wirken, weil, wenn die 


_ Winkel A und 9 rechte sind, ihre Cosinus verschwin- 
den, und folglich die, diesen Kraften entsprechenden 


| Rn in dem Ausdrucke von BZ ‚wegfallen. 


dı? 

Hieraus. folgt: allgemein, dass, wenn ein Körper 
gezwungen ist, sich in einem gegebenen Canale zu be- 
wegen, seine Geschwindigkeit auf keine.Weise durch 
die Wirkung ‚des ‚Canals auf den Körper geändert - 
wird, indem die Wirkung der Wände des Canals auf 
den Körper, nur senkrecht auf diesen Wänden sein 
kann. Hingegen äussern die Kräfte, welche die Rich- 
tung der Tangenten haben, ihre ganze und volle Wir- 
kung .auf die Geschwindigkeit, gleich ‚als ob die Be- 
wegung des Körpers gradlinig ‘wäre, indem die Cosi- 
aus der Winkel A und ®, wenn. diese Winkel für 
dergleichen Kräfte JNull sind, der Einheit gleichen. 


7 
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” Mr Eee ee 
“Die Schwere und’alle bekannte anziehende Kräfte 
wirken gleich ‚stark‘ auf alle einzelne "materielle 
"Theile der Körper und. bringen, wenn man von der 
Ungleichheit der Kräfte; in Rücksicht‘ der Entfernung, 
abstrahirt, die nemliche Bewegung hervor, so dass die 
. "Wirkung dieser Kräfte von der Masse des bewegten 
Körpers unabhängig und in Beziehung 'auf die her- 
vorgebrachte Geschwindigkeit die nemlighe: ist,’ als 
_ wenn die Masse in einem Puncte vereinigt wäre. 'Bei 
den ‘gegenseitigen Anziehungen der Körper verhält 
sich’ die anziehende Kraft, wie die Masse des ange- 
 zogenen Körpers, weil alle Theile gleich stark gezo- 
gen werden; folglich steht die hervorgebrachte 'abso- 
Iute Bewegung des angezogenen BRETT: in en 
Verhältnisse seiner Masse. 2 
* Bei Kräften, deren Wirkung nicht in das Innere 
der Körper dringt, sondern die auf dieselben nur von 
Aussen wirken, wie’z. B. Federn, der Widerstand der 
Flüssigkeiten, Kräfte die durch Druck, durch: Span- 
nung von‘Fäden eto. hervorgebracht werden, :ver- 
‘hält es sich nicht so. Es ist offenbar, dass diese 
‚Kräfte auf verschiedene Körper nicht einerlei ‘Wir- 
kung hervorbringen können, wenn sie nicht‘im Ver- 
‘ hältniss der Massen der Körper ‘stehen; denn! wehn 
z.B. eine doppelt so grosse Kraft -auf ‘eine doppelt 
so grosse Masse wirkt, so ist dieses eben so’ viel, als 
wenn ’zwei einfache Kräfte, jede einzeln, auf zwei 
‚einfache Massen wirken; fernier.:ist. klar, dass die 
von verschiedenen Kräften auf die nemlichen;' oder auf 
‚gleiche Massen hervorgebrachte Wirkung, nemlich 
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die Bewegung, oder die hervorgebrachte Gechwin- 
. digkeit, im Verhältniss der Kräfte stehen muss; dass 
also, wenn eine Kraft 7, auf eine Masse M wikend, 
eine Geschwindigkeit YV hervorbringt, ‚eime ‚andere 
- Kiaft m F,) auf die Masse mM wirkeng, die nemliche 
Geschwindigkeit 7; hingegen, weni sie auf die Masse 
'M wirkt, die Geschwindigkeit m 7” erzeugen muss; 
also bringt die Kraft m in der Masse mM die Ge- 
schwindigkeit U, und in der Masse M die Geschwin- 
‚digkeit m hervor, woraus folgt, dass die, durch eine 
und dieselbe Kraft, in verschiedenen Massen hervor- 
gebraehten Geschwindigkeiten, sich umgekehrt wie die 
Massen verhalten. ' Also verhält sich allgemein die 
Wirkung einer gegebenen Kraft auf eine gegebene 
Masse, direct wie die Kraft, und umgekehrt wie die 
Masse, oder wie die Kraft durch die Masse dividirt. 
[Wenn man sich auf metaphysiche Schlüsse ein- 
dassen will, so kann man hier wieder gleiche Schwie- 
rigkeiten erheben, wie bei dem Parallelogramm der 
Kräfte. Selbst schon von dem Schlusse, dass das, 
was für m==2, oder für m gleich einer beliebi- 
gen. ganzen Zahl für jeden, such irrationalen 
Werth von m gilt, wird sogar in der Geometrie 
schon eine Rechtfertigung werlangt. Man: sieht, 
dass Lagrange alle dergleichen ne 
absichtlich bei Seite setzt.] 

Dieser Grundsatz wird durch die Erfahrung be- 
stätis; [Der Ferfasser setzt bestätigt (confirme) 
nicht bewiesen, denn aus Versuchen ihn herzu- 

nehmen, wäre Induction und Folgerung des All- 
- gemeinen aus dem Besonderen. Der Sat£ ist ver- 
'nunftgemäss, und die Erfahrung bestätigt ihn.] 


. MM 8.60 
Denn PER zwei Körper, gebeschr u | 
- “auf beide gleich: wirkend, bringt Geschwindigkeiten.i im 
demselben hervor, die sich. wie die Massen verhalten, 
Bewegen sich zwei harte Körper in gleicher‘, aber 
entgegengesetzter Richtung, mit Geschwindigkeiten, die 
sich wie ihre Massen verhalten, gegen einander, so 
bleiben sie nach dem Stosse völlig ruhen, und wenn sie 
vollkommen elastisch sind, so werfen sie sich, jeder, 
genau mit der nemlichen Geschwindigkeit zurück, 
die sie vor dem Stosse hatten. | 
x Da bei schweren Körpern die Schware\anf alle | 
Theile der Körper gleich wirkt, so verhält sich die - 

. absolute "Wirkung wie. die Masse. Dividirt man. also j 
die ganze Wirkung [die bewegende Kraft, das 
Gewicht] durch die Masse, ‚so wird dadurch die 
Wirkung der Schwere auf die Hervorbringung von . 
"Bewegung der Körper, von der Masse unabhängig und 
ist. für alle Körper die nemliche. Hängen aber' zwei 
schwere Körper an einem, über eine Rolle gehenden .- 
Faden, so bleibt nur. der Unterschied ‚der Gewichte 
als wirkende Ursach der Bewegung übrig, weil die vonder 
Schwere hervorgebrachten, Kräfte, die sich ‚wie die 
Massen verhalten, den Faden in entgegengesetzten , 
Richtung ziehen; und da nun die beiden Körper sich 
zugleich bewegen und den’nemlichen verticalen Raum 
in der nemlichen Zeit durchlaufen müssen, so ist ‚die 
‚ganze zu bewegende Masse der Summe der beiden 
Körper gleich; die Wirkung der Schwere auf der. 
Bewegung dieser Körper wird also im Verhältniss 


der Differc: nz der Masse zu ihrer Summe, vermindert, ° 


\ ‚folglich sto;ht auch der nach Ablauf einer. beliebigen 
Zeit durclilaufene Raum „gegen denjenigen, welchen 


un 
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ein ‚Beifallender Körper in der nemlichen Zeit durch- - 
laufen: würde, in dem nemlichen Verhältnisse. Genau 
dieses bestätigt’ die Erfahrung an dem, von Atwood, 
zum Beweise der Gesetze der Beschleunigung schwe- 
rer ee erfandenen ee , 


E 2 Ä 

Hieraus folgt, dass die, einen Körper beschleuni- 
genden Kräfte im "Verhältnisse der absoluten Werthe 
„der Kräfte, welche auf den Körper wirken, dividirt 
durch die Masse des Körpers, stehen. Wenn also P 
und O etc. die absoluten Werthe von Kräften sind, 
welche auf einen Körper wirken, dessen Masse M 
ist, nach Richtungen, die mit den Axen der Coor- 
dinaten x, y, 2, bei der Kraft P, die Winkel A, u, ® 
bei der Kraft Q, die Winkel ”, 9,6 usw, machen, \ 


- 


eo. ‚muss man in die Asaicscka (12. ) überall Hr Bi 


etc. "statt P, 0% = ‚setzen, oder, was das Nemliche 
de: By dd” _ or 00 

TR ge it MM molipli- 
eiren. /Dann erhält man für die’ Bewegung des von 
beliebigen Kräften 2, Te . getriebenen Eier M, 
die Gleichungen : 
a d?x 
je M d t? 
Tune | d?y 
.„ M—z TE == : Poosu + Q cosp... 

M er =P cos v = Q 6050: 

t 

‚Ziehen sich Körper. keieciellig an, so steht der 
absolute Werth der anziehenden Kraft zweier Kör- 


per 


ieh; die, Grössen 





= P cosi + Q 005 Ku 


\ per. im Verhältnisse : den Prodücts ‚der: Mister: weil 
man annimmt, dass die Anziehung von .allen Theilen | 
der anziehenden Masse herkommt und- auf alle Theile 5 

der angezogenen wirkt, 


f 16. 


‚In diesen Ciebäugigen. werden die ERRRER 
‚2, %, 2. als Functionen der Zeit z.betrachte. Um 
‚die Gleichung der von dem Körper durchlaufenen 
Linie zu finden, muss man die Zeit eliminiren. und die 
Coordinaten y und z blos von x abhängig annehmen. u 
Folgendes sind die Gründe und Mittel dieser Reduction. } 

Betrachtet man die Grössen x, 4.2 er Functio- 
nen von £, so .erhält inan, wenn £ in c+k übergeht, 
vormöge der Formeln‘des ersten Theils, 


| % de A dx - 
RE aa 
'.dy 2 dıy _ | DEREN, 
yet ga i = 
dz k?2 d?z 


Ta + — Pr Tea 


_ Betrachtet man PER 5 und z als Functionen 
von x, so erhält man, wenn. zinxz+}e übergeht, 


d 2 dx? | | 
‚Setzt man also k —_ de + Li 2. | .. [die obi eZu- 
dt “ 2 di‘ 5 
nahme von x] statt 5, 'so erhält man, was auch K ist 
2 2 Ja | 
u, Er rt dYy und . 


dz 2 de: AR Be a: dur" 


1, wer 19: = 
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ie RK: ; 

de ee de, Rd, 

.- tz ae Uta en 


Substituirt man den io Werth von e,. so erhält 





man | | 
de MR dx dv. __ „dr 
(G£+& de" FEN 
de; ka dex day MM dy 
+ (47 +7 72 7) dx: rn Ze 
ee Fee ; oder | 


‚dedy Re dex dy RB die Y _,dy 
ddetz dız de 703% 2.3 .dı3 dz "de 


ae + k? /d?zn ?d’ydxz kr „wdy 
HZ re da? de" Ta dız 


13 393 3 93 
+-— ia I, 
2. 3 E ' dx? ö 2.53dı 


....—.—.—.1. 1 6 6 ee 


und, wenn man die Glieder mit gleichen Potenzen 
von k gleich’ seizt, | 





dy _ dy de 
de T da de N 
d2y ne d?x ; d’y 
a dx di? u Ps | - 


d’y __ dyd’z dr nr day z) 


a dd Yan) Er ddr 


etc. _ 
woraus folgt: . . 
dy _ dy da 
er er 7 de’ 
‚d’y PR 2 dy ze 
de? Na - dı I  \dı 
_ dYy. 2 _d der 
ur 77 de dir 





u  —— — [A . 


%& 


FR dy de d’y __ dr dx d3y 7 ‚de. 
de dt dı’ dx? dı' dr’ = de 


Mittels dieser Ausdrücke kann man die Gntunge 


dy d’y dz ._d2z 


men 


SE ee 16. DI u an 


d’y 27 dy d’x » E2 3 r 
da3 a 9a \drr 2), I) 


> E).- dy Be ey‘ | 
7 \zJ de dı3 "\dı 


BL 3, % dy DIE 2 
di? \dr? I) \ar) +3\ 72 
u. s. w. Aus der zweiten Gleichung erhält man, für 
Ss d’z 
Br Fehde 


gen, wenn man darin z statt y setzt. 


, Ausdrücke ‚die aus den vorigen fol- 


Diese Ausdrücke stimmen ganz mit denjenigen 
überein, welche wir im ersten Theile (z0.) auf eine 
andere Weise fanden, denn es ist leicht zu sehen, 


dass | Ä 
dy dx es 

day _ _dy, de d’y dt dıJ. dx. 

rar ge 


% 
Das gegenwärtige Verfahren ist directer und be- 
ruht auf den ersten Gründen des Gegenstandes, aber . 
das frühere hat den Vorzug, das Gesetz der Fort- 


- 


schreitung sichtbar zu machen; denn es giebt anmit- : 


telbar . 


— A 


CC, 


dz dx 
dı’ dir 


enthälten, in andere 


welche die Ableitungen nach‘ £ von 


de’ de"? de’ „de? Fu 
Gleichungen verwandeln ‚ in welchen nur die Ablei- 
dy dz . ds d’z 

de’ dar N de’ der 
komnien. | 


tungen 





2 


Am 


.... nach x vor- 


sie . | a7. I. 


Vierter Abschnitt, 
Von der Aufgabe ,‚” den Widerstand des ‚Mittels 


.. zu finden, in welchem ein geworfener Körper eine” 

| gegebene Curve beschreibt. Newtons Auflö- 

sung ‚dieser Aufgabe in der ersten Ausgabe 'sei- 

ner Principien. Ursachen des Irrthums in dieser 

Auflösung. - Unter schied zwischen. der Methode 

der Reihen und der Methode der Ableitungen, 
oder. der Differential- Rechnung. 


u RE 417: | 

Um eine Anwendung der gefundenen Aus- 
-drück® zu machen, wollen wir den Widerstand eir 
nes Mittels suchen ‚in welchem ein, in demselben 
geworfener Körper, eine gegebene Curve beschreibt. 
Man miuss hier den Widerstand als eine verzögernde 
Kraft, die in. der Richtung des Körpers oder der Tan- 
\gente seiner. Bahn wirkt, betrachten. Heisst also der 
Widerstand r, nemlich die Wirkung des widersie- 
henden Mittels auf die Oberfläche des Körpers, divi- 
‚dirt durch des Körpers Masse; so sind die von dem 
‚Widerstande erzeugten beschleunigenden Kräfte, nach 
‚der Richtung der Axen der x, y, 2, wenn «@, ß,y die 
» Winkel sind, welche die Tangente der Bahn mit den 
Axen macht, 


—rcosa, —rcosß, —rcosY. 


Wenn ferner die beschleunigende Kraft der Schwere 
g ist, und man nimmt die Ordinaten y vertical und 


j = 





9 a7. IL u 63 


in der Richtung von oben nach nie an, so ist —g 
die, von der Schwere herkommende, besehleunigende 
Kraft, nach der‘Richtung der -Ordinaten y. 

Die Gleichungen der Bewegung sind also 


er P = , | , 
| Ts = reosß; . = 








==—r0057.- 


| Setzt man fur cos %, cos f, cos y, ihre Werthe SE :u, 


7 »u und En: u (21 .) wo z die RR 


Ike = y((i 2) +( + ) 2 


ist, so ‚erhält man 





dexz r dx Ey - er Bird 
dı2 u'dı’ dı Tg ge 
d?z r dz % 
\ de 7" wide” 


Die erste und letzte Gleichung geben [wenn man. sie 
durch einander dividirt] 
d’xz dx dz.dz 
di? "de ” di de’ 
wovon die Stammgleichung 


} 


z=mz+n. 


r» 


ist, wenn m er rn willkürliche Constauten bedeuten. _ 


| [Nemlich die erste Stammgrösse ist. log mie _ 


dt 
„.dz dz dz FIN RES: 
log Fra oder m de = Tr Hiervon er wiederum 
die Stammgrösse m&+n==z.) Da dieses die Glei- 
chung einer verticalen Ebene ist, so findet sich, dass 


die Curve nothwendig ganz in dieser Ebene liegen 


- muss,‘ Legt man also die Axe der x in die verticale 


! * 


ze des” I: dt 


az 


; rg 
a, 17. IE 

. 1 : 
N  e WER TE BE SO, 
Ebene, so ist z=0 und Fr und die Gleichun- 
gen der "Curve reduciren sich auf die beiden ersteri 
der obigen drei Gleichungen: ‘Aber, da in diesen Glei- 
chungen die veränderlichen Grössen x und y als 
Functionen der Zeit betrachtet werden, und mar, um 
‚die Gleichung der Curve zu finden, y als Function 
von x betrachten muss, so muss man danach die Aus- 
drücke, zufolge des vorigen Paragraphs, abändern. 


r 
Man ‚setze, der Kürze msn — mg, soist 
u 


d?x dx dıy __ dry 
dı2 FrZUNdE nnd is = de" 





Setzt man dieäb. Werthe in den Ausdruck von ri 

| d? d d2x 

[= Ter' (5 =) - Fr TE ° y 
2 

a m [12 = -- BEHNE>: 


wrdr.(d T a 


d2y of de 
dx? RINGE ey. 
Also hängt derWerth von EN 


Tara) 


Ä d3y | 
, von a ab Ga der gefundene Ausdruck vo 








’ d? 
s re ‚lach e enthält] Nun ist, een des vorigen 
| Paragraph, 


| y_ d’y DZ )- day din. = 
j 2: dee er dt. 


Am - uf en = j a 
17. IH, 5 2 615 
% „ ee 


0 V En 
"und weil man die. Werthe von = und Er kennt, 





so darf man mur die exstenr Ableitungen davon neh- 


3 3 
men, um r und CH zu finden. Men erhält 
dex de“ Be dy 
[eu " Husak r ı Yes ar ae | 
dx __ FW A 
dı3. | IF en = (r- DE "und \ 
EEE 29) dr. 


7a 10:7 dr a =16+ Na) 
Substituirt man Dieses „so eben die beiden ersten 


he a Tay (& dy bu EN =)] 
| Glieder Ber; Y- | - : 


3, [66 @-939)& 
Era, -} 1:(&) z 











| ar dx, [-33 
das Glied 3 ZZ (2 giebt [-3 52 
45: (FE) =] er 98: Ber y so dass 
dy ee 
— = 298: iz ey. st, Nun ist - 
EC Substituirt man Dieses und 
) +) F 3 
schafft . nd == vermittels der Gleichungen 
j d | 
1 = 2; --. und TH ee 73 weg, 





\.dt 


- 6 erhält Hichg= 
86 er aan erstlic 1= ae En 


r j | u 3 . s 
r Be 


Koccoee 








Da | 
2 = (Z | ic, | 
.. ae 2 
) ’ i ur . | > 
“ Ä It ayN\? 
Yen or 3 


' woraus. folgt - 


— 
-— 


% ". 8 5 2 “ » 
* »i ut 5 


= d’y : | 2 | 
dx de CE) 7 | 





2 
Ist nun die Curve gegeben, so hat.man yin«. . Dar- 


> \ dy- d*y By 
aus folgen auch die Ableitungen rec und Pr% 





5 und der ebenugefinidene Ausdruck giebt ne jeden 


Punet der Curve das Verhältnisse des Widerstandes 
nn zur Schwere [2]. ee u; 


Die Geithwindigkei uist , Eu > 
mUCHHIe: =; arC+ = 


Tr. dy 2 (8 
[ine man =: (6), am & 


, | 
— — a ! 


a 75: . w 





en yevGslh 2 
, 9 u um u, | 
V; Br Zu 


. Werden diese ‚Ausdrücke in Differential- Aupärlicke 
übersetzt, so wird dx constant angenommen. 
' » Setzt man den “Widerstand dem Quadrat der 
Geschwindigkeit und der Dichtigkeit des Mittels pr 0; 
portional, so ist, wenn A die ‘Dichtigkeit ‘in irgend | 
einem Orte der Bahn bedeutet, = mu? A, wm 
_ ein constanter Coeflicient ist. Substituirt' man hierin 
den obigen Werth von z; so erhält man >: i 


ı und, wenn iman dieses 7 in ‘die obige erh 


u Ali 


pracH 2) 2x: + y) 2 
I | - (2) ee 


dey - 
dx? 


BT TC 


' woraus sich die Dichtigkeit [A];des Mittels bestim- 
men lässt, welche nöthig ist, damit die gegebene Curve 
beschrieben werde. Umgekehrt dient diese Gleichung, | 
die Curve zu bestimmen, wenn die ee des 
Mittels gegeben ist, ar = 











N: 





PD 75 ı Sr 
; Zu g 
| Für die Luft’ känn män die Dichtigkeit constant‘ 
annehmen. Setzt man also; der Kürze ‚wegen, 2m/\ - 
, so ist die Gleichung ‘der Curve 
Ay day _,- ( | 7) = ds 
da’ ix? Y—=ky ı+( = kyz? 
wenn s den Curven-Bogen bedeutet. Daraus folgt, 


Br) 
% * u [1 
/ - 
P 
f Pe 


wenn man die Stammgrössennimmt, [208 an mks, 


nn. e@ d2y > ME e: k en 
‚oder log m —= ksloge = loge*', also 












ZN Pe; 





2x3 
wo A eine willkürliche Constante bedeutet. Dieses 
ist die einfachste Form, auf welche die Gleichung’ der 
Curve gebracht werden kann. Man kann aus diesen 
Gleichungen die verschiedentn Näherungen finden, 
- welche bis jetzt zur Bestimmung, der von Kanonen- 
Kugeln und Bomben beschriebenen Curven ‚aufgestellt 

worden Sind, Aber die Grenzen dieser Schrift er- 

PR uns: ‚kein weiteres Detail. | 


18. | 
Wir wollen noch bemerken, dass man die Glei- 
chung der Curve unmittelbar aus derGrwmd-Gleichung 


der gegenwärtigen 


n 


. de | ur 
d’x TE, dy er 
dı "ds und du E77; 

En Er; 


durch Elimination der Zeit t hätte finden könnnen. 


| 18. m u... 0g- 
Denn da x und'y Fonctiönen. vor [ sind, so kann 
man, umgekehrt, Y und t als Functiotlen von x be 


trachten. Dann müssen, nach (50. ıster Theil), WEnIE - 


im Allgemeinen xy; t als Functionen einer andern 


_ beliebigen veränderlichen Grösse £ betrachtet werden, 


d£ ds ; dy dt dx dy 
de az a FE Tr a 7 Fr u 
=: 2:5) Ä E2 dt | | 
-. “dz dt 
Ä  "dz age 


Fr na 3 Ei, “gesetzt werden. Nimmt "man nun 
‚aber x see zür BER veränderlichen Grösse : 
an, so ist [wei? a] Zah und man darf jetzt . 


7 ut 
de %, di satt ZE und Z, und. 


re Az de dz | u 
d2t Te) 12. 3% . dy det ) 
Az (Az dz* " \dz 


"dzan dzJ/ 





statt eo z setzen. 0 E | 1 
- "2% 
Die beiden ‚obigen PARSRER Fu — 


de ds, Co ES er} 
u Pe und Tr = e-"E: - 


geben ln, weil = [v2 = 2) 
vG+C# 2) er Car 


> IT) 27 T Ich) 


a - 


s = 





/ k 
! 


620 | u N e u. ge 2 2 \ 
dr, 


Er I) =- HE ve)“ 
5 Ey cn 


(a B on) 


hir eG 7 


Ä zwischen RR Gleichungen Te PER ehe 
. muss. Setzt en in KR zweite Gleichung des Werth 


de, 
a Ka aus ‚der ersten, so erhält man 


‚ar ; 
- ar. rv a 7)” 








| 
SL. | 
2 um] 
5 VerG 3 5° 
| e day. ae nu 
e dz? z z 8 
day Br ’ ; 

- Dividirt man mit und nimmt auf beiden Seiten 


dz? 
| die. ersten re so erhält man | R 


> :: | d’y. y\® 
er = ul Ar re 12): 


w 


a 





de? i 


ale u i | 


_ welches in die erste . Glächung E en 2)= ; 











| giebt, wie oben. EG Ge: 
Die Geschwindigkeit u- = v(& 3 


+) ), it hier 0) [mei 


t ) ns ; , 


2% 1 | | ‚681 ee 


\ 


2er EICH) 


i ir, | und "weil, wie wir vorhin fanden, di 


( V- er), Veg ist, so ist die Geschwindigkeit 


„ er) ) 
Ve) dz? 7). 
wie oben. 


Wäre die Schwerkraft 8 veränderlich, so wäre 


= 





‘der gefandene Werth von z nicht mehr genau; denn | 


wenn man die Ableitung der Gleichung 1: GG ey‘ 


u 2 
| =, _— so würde man erhalten: : | 
dı? 


— 





„ze ‚ 2): diy. ‚day 2) F de, day 
9 123 " Br d2? _ \\.dz? dz' dr?’ 


„m 


62 0... ıg. II 


z | 
und, wenn man diesen Werth substituirt, 


+._re N) rer) 


- ze Pe ER 
2 (ee 
Diese Art, aus den Gleichungen fur die Bewegung 
dieZeit zu eliminiren, um die Gleichung der beschrie- 
_ benen Curve zu finden, ist derjenigen ähnlich, deren 
inan sich in der Differential- Rechnung bedient. Aber 
die auf die Entwickelung der Functionen gegrundete 
Methode von (16.) ist in gewissem Betracht directer. 
Und dann wird sie uns dazu dienen, wie wir es im 
- Anfange dieser Schrift ankündigten, ‚den wahren 
Grund. des Irrihums zu entdecken, in welchen 
Newton bei der Auflösung der gegenwärtigen Auf- 
gabe, in der ersten Ausgabe . seiner Principien, ver- 
fallen ist. Ä 
Obgleich es nicht besonders wichtig zu sein 
Scheint zu wissen, warum und wieNewton sich bei 





einer Auflösung 'hat irren können, da er sie spi ter- 
hin selbst wieder verliess, so glaube ich doch, weil 
Alles, was sich auf dieErfindung und die ersten An- _ 
wendungen der Infinitesimal - Rechnung bezieht, die 
. Aufmerksamkeit Derjenigen verdient, die sich für die 
Geschichte der Wissenschaft intressiren, dass man 
es nicht ungern sehen werde, wenn ich diesen Ge-. 
genstand, als Etwas das noch nicht völlig aufgeklärt 
ist, 'von Neuem untersuche, um so mehr, weil es 
dabei auf eine feine Unterscheidung zwischen der Dif- 
ferential-Methode und der Reihen-Methode ankommt, 
deren sich Newton bei seiner ersten Auflösung be- 


diente. (Lib. U. Prop, x) 


- - , 


29. il. | 5 625 


19. 2 f 
Folgendes ist die Construction, welche dieser Auf- 
lösung zum Grunde lieg. Wenn der bewegte Kör- 
per in irgend einem Puncte der Curve angelangt ist, 
so würde er weiter, werm der Widerstand des Mit- 
| tels und der Schwere nicht da wären, in einem ge-, | 
gebenen sehr kleinen Zeittheile, einen sehr kleinen _ 
Theil der Tangente durchlaufen, den wir @ nennen 
wollen. Der kleine Raum, durch welchen ihn die _ 
Schwere, während der nemlichen Zeit, in einer auf den 
Horizont senkrechten Richtung forttreibt, sey y und 


der kleine Raum, um welchen der Widerstand des: 


Mittels den in der Tangente durchlaufenen Raum « 
vermindert, —_, so ist klar, dass das Verhältniss 
von @ zu x gleich dem Verhältnisse des Widerstan- 
„des zur Schwere ist. In der Zeit also, in welcher 
der Körper in der Richtung der Tangente den Raum 


&@ — oe durchlaufen haben würde, ist derselbe senk- 


recht um y herabgefallen; folglich ist, die Abwei- ' 
. chung des Bogens von der Tangente [ feche). Be- 
trachtet man nun den Körper, als wenn er, von dem 
 memlichen Puncte ausgehend, seinen Weg zurück- 
machte und im entgegengesetzten Sinne den Bogen Zu 
der Curve, den er beschrieben hat, durchliefe, so muss’ 
man den Widerstand negativ annehmen, und folglich . 
“als eine Kraft betrachten, die die Bewegung beschlen- 
nigt, statt sie zu verzögern [in Rücksicht auf das: 
nächst vorhergehende Element der Curve). Der 
‚ bewegte Körper wird älso alsdann, in der nemlichen 
sehr kleinen Zeit, in der nemlichen Tangente, in ent- 
gegengesetzter Richtung den Raum «& +g beschreiben 


und, vermöge der Schwere, vertical um y herabfallen. 
Also wird y. die Abweichung des Bogens & + g von 


„der Tangente auf ‘der. anderen Seite des Curven- 


Punctes sein: ‘Nun verhalten sich. die Abweichungen 
‚ für unendlich kleine,Bogen wie die Quadrate der Bo- 
gen oder: der Tangenten. Die Akweichung fur den 


Frrh 


- Also, ist der Unterschied der Abweichungen, für glei- 
"che Bogen @— 0, auf -einer und der anderen Seite 
des ‚gegebenen Curven-Puncts ERUOHIRER, 


«—_ ._4eYy0 

| + -(eF0) ))= (e+0)% 
Dieie Differenz heisse Ö, so ist | 

4/0 _ y und L = dar)? de 
MT m’ 
‚ „weil die kleine Linie 0, welche mit gleichformig be- 
‚schleunigter Bewegung durchlaufen wird, unendliche- 
-mahl kleiner ist, als die in der nemlichen Zeit gleich- 
. förmig durchlaufene Linie a. [Dieses wird behaup- 
. tet aber nicht bewiesen und auf den Grund die- 
| p 


ser unerwiesenen Behauptung, wird von 7 ein 





Theil «— des Bogens @ + ist also y 











Theil weggelassen. So geht es in der Differential- 
‚Rechnung häufg.] Ä 
Dieses ist Newtons ‚ möglichst deutlich vorge- 
tragenes, Raisonnement. ‘Unser gegenwärtiges Resul- 
tat stimmt mit demjenigen ' im. zweiten Zusatze seines 
‚Problems ‘überein, wo offenbar die Linien CF und. 
FG das sind, was wir @ und y genannt haben, und 
die Differenz FG— Ab wsar dit, 
- Nimmt 


nz \ ee 0 IH. 2 - : 625 
Nimmt man nun die: ai x . horizontal und 
die Ordinate y‘vertical, von oben hach unten gerech- 
net, so setzt Newton, dass für ; die, ‚Abseisse + N 
die Ordinate, in eine Reihe ausgedrückt, + Q k 
—_RM@E—_ Sk... ist und ‚bemerkt, dass der, dem. 
. Theile A der FE entsprechende Theil der Tangente, 
Ky (1% 9°), die Abweichung der Curve von der ge 
, gente in der Richtung der Ordinate aber RA? +$R3 ... 
sey. Setzt man k negativ, so erhält man die Kae 
chung für den nemlichen Theil der Tangente, auf 5 
der anderen Seite des Berührungs- Puncts, welche folg- 


lich :. RA? — Sr. er ist, er Differenz beider Ab- 


weichungen ist ES — .... Nun ist klar, dass die 
'Grössen RY(ı+Q?2), Ra 4sR. und 25 —.... 
‚die nemlichen sind, welche wir durch a, y und Ö be- 


zeichnet ‚haben. Also ist die Grösse u. : welche das 


4y® 





Verhältniss des Widerstandes zur Se iwers ausdrückte, 


rc u wenn man oben 
und unten mit k* dividirt, Tr 
SYua+ 02) SYV(1ı+ SVary 
2 2er ev er | 
weil die unendlich - kleine Grösse k gegen AR ver- 
schwindet. Dieses ist ebenfalls das nemliche Resultat 
welches Nowton im ersten. Beispiele des Eee 
findet. Ser 
Nach‘ unserer Bezeichnung geht Y in y + x 
ge ni Ä & en , „über; wenn w+k aus & 
Ä wird. Vergleicht man Dieses mit Newtons Rethe Ä 
"[r+ QR— RR —SK.. „.) so findet: man 
Lo\ : | 1 40 ] 





626 19. TIL 
y I, d!y en Su 1.'d3y j 
ge Re Sm 


Setzt man 'diesen Werth in den obigen Ausdruck 
et so findet man für das Verhältuiss 
des Widerstandes zur Schwere: 


RN xD) 








len... (a) 
- 28) 


’statt dass wir oben — ‚fanden 





2 TE 
+ (17.), woraus folgt, dass Ne wions Kg irgend‘ 
ı einen Fehler hat, 


Es ist mekrürdig, dass, wenn ihan blos L 
day ddr 
dx?” da?" 

‚ sultat richtig ist.. Aus diesem Grunde glaubten. die 
. Bernouilli’s, welche zuerst Newtons Irrthum be- 
“ merkten, so wie. Alle, welche späterhin davon ge- 
redet haben, dass. der Irrthum' daher komme, dass 
Newton für die Glieder der Reihe QA— Rk?— SK3 ua 
das erste, zweite, dritte: etc. Differential der Ordi- 
naten gesetzt habe, statt; dass, diese, Glieder nur die 
Differentiale, durch ı, 2, 6 u. s. w. dividirt, sind. 
. Aber es ist leicht zu sehen, dass Newtons Auflö- 
sung von den Differentialen gar nicht abhängt, und 


dass in dem Ausdrucke 2 die Glieder Re, SA. 


Far statt. Q, —R, — $.... setzt, das Re- 


der Reihe, ganz mit Recht, statt der Grössen Y und 


. so m - se. 


mn. F, 


— E get N können, Des erthum muss also 


"in der Formel GH: für das Verhältnis des Wi- | 


derstandes, zur Schwere, selbt: liegeh. Dieses folgt 
auch. offenbar 'schon daraus, dass die Formel sich nicht 


verändern würde, wenn auch die Schwere nicht mehr 


| constant wäre; denn. bei den beiden Bewegungen, vor- 
und rückwärts, nimmt man an; falle der-Körper senk- 
recht dürch die Linie ’y herab. In diesem Falle: also 
müsste: man’ ebeifalls- ein richtiges Resultat ‘erhalten, 


dx: IH 
setzte, IE wie man aus dem im vorigen: Para= 


graph für — 7. gefundenen Werthe sieht, hicht, der 
6 
Fall ist. 


„er 
won man GES, sur Qu, 


Um die Ursache des Fehlers zu entdecken, wol- 
len wir Newtons Auflösung analytisch ausdrücken. 
‚ww sey die Geschwindigkeit i in einem beliebigen Puncie 
"der Curve, so ist zT der Raum, welchen der Körper, 
in der Richtung der Tangente, ohne Schwere, und’ 
Widerstand, in der Zeit r durchläuft. Nun sey a die 
absolute. Ge der‘ Ze r „Seleuiee. des Wider- 


. standes, pr sind Po und 7 — — die, vermöge dieser, | 


während der Kleinen Zeit "cz er Be befrach. ieten 
‘ Kräfte, in eben der Zeit durchlaufenen Räume Der 
Br ae hat also in der Richtung der Tangente den 


Raum ur mu de md in der Richtung der verticn- 


len Ordinate y,den Raum’$ - landen, welcher \ 


. 


‚628, ! Er 20, I. FEEwE: ; 


ı / & I. 


Ietztöre. ie Abweichung der Curve von der Tangente 





| Br | 
ist, die zu der Tangente ur — ‚gehört, Nun 


setze man, wi wie Newton, de eg bewege sich 
auf dem ‚Hemlichen Wege, mit der.nemlichen Ge- 
schwindigkeit U, die. Zeit t hindarch Eye so durch- 


3: 





Läuft, er in der Tangente den Raum ut+ y weil 


der Widerstand: jetzt in etgpgangesetzier ER 
genommen ‚werden ‚muss. Der ‚negativ genotamene 
‚ Raum entspricht‘ der Zeit = —t, also ‘wäre die zu- 


Trieben gleichg bi | und v wenn man. zur 


will, dass.die beiden, rück - und vorwärts durchlaufenen 


Räume, ‚gleich gross sein sollen, wie N ewton an- 
f dr. wald: 
nimmt, so erhält man 


rt? | yrı2 
=.ut -+ , 
2 








UT — 
h } 5 


vo woräus, Bis Auf 73 genau, Tolgt: * = 
mil a Al: reits ENG I. Ne 
Eurer TE 20 


i 


pr ne 


[remlich, wenn man Dieses imieder st statt 2 serzt, so 


erhält man . | FREIE 
jısp, Buzz 5 2 5 Zu ak IND , 


are, FareN 





| re ey, far TEEN: ger 
‚a a ? Pe 77 u? ’ 
> r2 :y273 PC 7 Sn | 
| tr Incl m .,\s Auf ei r 


welches, Bis ‚sauf die unendlich kleineren, höheren Po- 


1 wer). 
Lenzen wor 7, als er mit jr ie =uti+ 





a; die ) PR u‘ :f 


übereinstimmt h 
' Seit man diesen Ausdruck, udn der: Abwei- 


r’ 


"21.1IH = 669 


EAN 
ung £ En so, erhält ı man aan [&(e 12 BR: 


oder, wenn mar ae Glied mit 7*, als unendlich 


ger >— in, und der Unterschied 





dieser: beiden. Abvwichungen ist E i "welches die 


u ist, welche wir oben durch ö RCCHEr Auf 


‚der anderen Seite ist klar, dass nach den obigen Be- 
| zeichnungen Bo ee . j 


_ Tolglich 











5 ri. 
0 A 








| Denn ‚das letztere ist Pro z 


wenn man, die höheren Potenzen von ı weglässt. | 

Macht man ferner e=ky(ı+ 0°) und nimmt 

Rk2+S%k: und RAk2 —$%3 für die beiden Abwei- 
chungen an, welches „= Ak? ung- d—2 SH, Be 

[wie oben] so erhält man = IT 

r_2 _$Sya+ L>8 

et Tea | 

wie Newton durch seines Construction findet. 

| 21. | 

N un: en leicht zu sehen, Er dieses Resultat auf 

den Gleichungen 


\ 2 Ey ie 
u = kya +.R?), u = —IkY(1+Q°) 


1! i az j | er? ’ 
8 = RR + Sk und g = Rke—Ssk}, 


Pr 


u 7 5 \\ 55 
‚oder, kürzer, ‚auf den Gleichungen | 
u aytrQn und sen = Rie + SR, 


t und k positiv und nögatiy Be beruht, wel- 
“ ches darauf hinauskömmt, dass die Gleichungen, un- 
. abhängig von dem Wexthe von A.Stait finden nüssen, 
. der in der That, während er ‚sehr klein angenommen 
“ wird, "unbestimmt, bleibt. | 

Die erste Gleichung giebt, mit Weglassung der 
Glieder ‚der dritten Ordnung, weil -7 und k von der 
ersten Big sind, 


zus | 
[.Denn, substituirt man diesen Werth von t un 


rt? "nr 
Aare sa. erhält! man | Ze 


var Herde © 
Var 


zu? 
"= kyC+0%, wie es sein muss.] 
Setzt man diesen Werth von rt in die zweite Glei- 
| "072 | 
chung [&- = Ria 4%] ‚so erhält man, mit Weg- 
‚lassung der Glieder vierter Ordnung, 


ww. |! 


8 (1 + QP)AR Pr gra+gmtr 


‚2u* 2u* =RR® + sk, 


Vergleicht man die Coefficienten zu gleichen Poten- 
‚zen von kı so erhält man 


= m 


2.WM 631 


bg. ie AG BR rAa+ wi 
ar Ju 
Aus der ersten ‚Gleichung folgt u?=: ECHO Setzt b 


man -Digsos indie ‚wweite, so erhält man, 
rn. _ SVGa+ 2, 
an MER $ 
welches Newtons Resultat is. 
Aber nun ist zu bemerken, dass dieses Jetzie Re- 
sultat, da es durch ‚Vergleichung der Glieder mit A®, 


\ 


in der transformirten Gleichung er —.Rk2 45%, | | 


gefunden ist, deshalb. nicht richtig sein kann, weil das 
erste Glied dieser Gleichung, welches die Abweichung 
durch die Zeit [7] äusdrückt, selbst nur bis auf die . 
Glieder mit r?... . richtig ist, so dass also eigentlich 
zur noch das Resuliat = ar, ‚welches 


man durch Vergleichung der Glieder zweiter Ord- 
nung findet, genau ist. Um auf diesem” Wege den 


richtigen Werth von —. zu finden, muss man, da er 
zugleich von Gliedern mit k® abhängt, den Ausdruck 
der Abweichung in r, selbst, bis auf 7? berichtigen. 
Da nun, aber das auf en folgende ’Glied nicht un- . 


mittelbar durch die Gesetze der Mechanick gegeben 
ist, so kann man es nur auf folgende Weise nach 
‚ dem Gesetze der Ableitungen finden. 


22 z ’ ER. 
_ Da’nach Newtons Voraussetzung y um Qk 
— Rk2— Sk} .... wächst, wenn x um k zunimunt, 


d 


‚oe ; zu 72 | Ze 


!- 





und Würgy—arit und Ara = 


1.) ist, wo 7 die.mit der Zunahme Ak von = cor- 

5 respondir ende Zunahme der Zeit bedeutet, so folgt, 

| oe wenn £ nc+T ER aus x 5 + k=)‘ 
Ü o% = | 


ro) Por er Var@5“ 
und aus y, [y+ QR—Ak2 + 513 —y+ Br 


ACH Ware +2)5 


wird 
"de. des 
; Bien man auf e die Ableitungen ur de 
u: | dee ei etc, so schen x ufıd Y ellgermein, für c+tT 
- statt 6; in a ; 
” dt ı 73 d?x. {3 d’x 
ne de*tz'de 3 
dyoreidy m dy 
ae Fe 


über. Vergleicht man Dieses mit den vorigen Aus- 
| * drücken, so erhält man [wenn man die Coefficien- 
ten zu gleichen Potenzen von T a5; an 
u - dx _ ü 
Var) ar =” Vor@. 
_ Qu d’y Qr 

= Var" ar = Ey —8 
= ie andern Seite ist auch, weil x und y zugleich 
‚imz+kundy+ QOk— Rk2 — Sk — u übergehen, 
dx dr 7 dc - 
| dt ae taz de RA 
| d 72 d’y. 3 a3 e 
Ä aan ur ug 7 2.3 - 


= 


\ 


u a2. m. " 1.635 - 
Da a die Ahreddni ‚allgemein, Rk2 SR. 
ist, so ist ihr Ausdruck i in 7 [Or OR RKE—SK? = 
R RL d2x: 73 d3x- a , 
iG: rer Er u) nn 
1 ea Bd 


> er 


de 2 de 2.5, BT | 


den .d i 
% 2) ” @ de? ey): 2 
die dy\ a 
an “+ er di? "de FrBE 
Die beiden: "ersten Glieder redueiren sich, wenn man 


dx Bra, - 
| e eben gefundenen Werthe von 77» E de’... 











SL substtahrt, auf 87 Um die folgenden Glieder 


\ 


zu haben, darf man nur die Werte von =, und f 











3 2 207 
77 - nach denen von ee und - TE hichäil, "Es 





d? d’x | 
ist Tr = Q—— Fra E Daraus- ‚folgt [wenn man . 
3 2 
die Re nimm) TE IE = -Q et = i ® - 
dx diy dx et z | 


also, Ra di du. a | 
| = finden, nehme ich die Gleichung HL Y_gde . f 


' welche aus den oben für Fa a a gefundenen | 
Ausdrücken folgt. An dieser Gleichung erhält man = | 


2 2», R 
[wenn man die Ableisung nimmt) H= = Q—— = 


dz dQ aQ __ day d?x Em 
Lie 22 ER, u der. er, 





em 


[ 


oder 


- 654 ‚ e f- "22, ul. 

wi - Älse ist ‚voii | Lr ee 
oe dr ’ dx de_ ee 

ee 

‘ Daraus folgt, die der Ausdruck der Arreichung der 

Curve von der Tangente, statt blos & _ 





“ zu. sein, nr 


gr2 grr? 
mehr au ie a” erhält ee der 


“ 


Gleichung 8 — Rke + sh, » folgende 
er | en = . RiS +5, 
is H° « Ser 
welche bis zur dritten Ordnung genau | ist. Suhaitir 
man’ hierin den Werth von r aus den vorigen Para- 


| graphen L= = Ver, ven Ve, wel- 


cher bis zur zweiten Orig genau. ist, ‘so erhält 
‚aan Anden bis zur vierten Ordnyng EHER uf 
druck: 


| Rla+SK= „ug „au ei 13, 


zur 





Re + Sr = BR # u, Br + eg 
und hibraus,, wenn man die NE zu gleichen 
Potenzen von X gleich setzt, Ä 
PET DO) 
Age n 
s= AR gr (ı+ Q* 1,8 
...5u* 2 


Setzt. ı man in, ‚die zweite ‚dieser beiden Gleichungen 


de ‚25: 1U De 2.7 
den Werth von u2 aus der ersten, rg iuit. den 
oben BEN übereinkommt, so findet man . 

= VE + © 


und dieses ist der oo, ne Newton späterhig 
‚ in der zweiten Ausgabe. seiner ‚Principien, (‚Libr. II. 
- Probl. II.) gegeben hat. "Man sieht leicht, :dass man, 


- wenn na » Ace, wie . ay dr. -1% Ce 


1 ‚statt Q, R,S setzt, 24 avC+(2) ) 


:2(7% 2) erhält, vie wi. ob I (17) ef 
den Baba, | 

23. | 

Wollte man N ewton anf seinem ersten Wege 


folgen, aber für die, « der sehr kleinen Zeit 7 entspre- 
‚chende Abweichung. der Curve von. der Tangente, 


den gefundenen geuanemn Ausdruck —— EBREE (6,21. 


u 
setzen, so würde _ = die der FR t enispre- \ 


Abende, "Abweichung, &I- gu ,Egr A exhaltn. Subst 


r7? ; Br 
tuirt man für t seinen Werth i in T, r—: so er- 


rt? 
hält man. — u und die Differenz der. bei: 


den Abweichungen ist alsdann En SET, welches jetzt 
ö ist; die Werthe ä und o sind, bis auf 23, genau, 








z3 t? 
&—_, — ; also ist, ‚wenn ı man substituirt, 


Honda Zaeö 
Ar 38 ak? ads 








EV Be "5 Be 


Setzt man nun, wie Newton, & = ya + 2), 
y= — Rk® und Ö =... so erhält mar 
nn 38 Y (ı + Q?) 
Pazze a Ce, 

Ä welches Resultat genau ist. | 

- Da N ewton zu seinem zweiten genauen Resul- 
tat” 'nur durch eine, ‘dem Verfahren der Differential - 
Rechnung. ähnliche Methode, und dadurch, dass er 
‘ zwei auf einander folgende Tangenten, oder zwei 
auf, einander folgende Seiten der ‚Curve. nahm, statt 
dass in der ersten Auflösung nur eine einzige, vom 
Berührungs - Puncte aus, vor- und rückwärts verlän- 
gerte Tangente genommen wurde, gelangt ist, so ha- 
ben wir zeigen zu müssen geglaubt, wie man, ohne 
sich von dem! Wege, der ersten ‚Auflösung zu ent- 
fernen, blos dadurch, dass man die Rechnung durch 
die Methode der Reihen verbessert, ebenfalls zu ei- 
nem genauen Resultatg gelangen kann. In der. That 
kann ıman durch diese Methode immer von der Reihe . 
für die Ördinate einer Curve, oder allgemein für die 
Entwickelung einer Function, die ersten ‚Glieder fin- 
den; welche den "mechanischen oder geometrischen 
Bedingungen der Aufgabe gemäss sind, und das Ge- 
setz zwischen diesen Gliedern giebt die Gleichung 
der Aufgabe. Hierin besteht die Methode, die man, 
nach Newton, die Methode der Reihen nennen kann, 
"um 'sie von der Methode der Differenzen, oder der 
abgeleiteten F unctionen, zu unterscheiden, durch wel- 
che man jene Gleichung direct, ohne den Umweg der 
Reihen, und ohne andere Glieder zu Hilfe zu neh- 
men, als die hierher En An wie dia aus 
-(18.) zu sehen. 


. ‚Uebrigens. ist'zu bemerken, dass die von N ew- 
ton bei der en Auflösung er Construc- 


‚tion, zu einer der ersten, oben durch = 2 bezeich- 


neten, ähnlichen F ormel führt, die,' wie wir sahen, un- 
richtig ist, nur mit dem Unterschiede, dass die Grösse u 


ö; statt-wie.in der ersten Auflösung, die Differenz der- 
jenigen Abweichungen der Curve von der ‚Tangente | 


auszudrücken, welche zu gleichen, rück - "und vorwärts 
vom Berührungs-Punct ab genommenen, und den Thiei- | 


len k und — k der Axe der = eritsprechenden Thei- 
len einer und der nemlichen Tangente gehören, viel- 
mehr die Differenz der Abweichungen zweier:'auf: 


einander folgenden Tangenten ausdrückt, die nach ' 
einer und derselben Seite genommeu sind, und glei- 


chen Theilen der Axe k entsprechen. Um diese Ab- 
weichungen zu finden, drücktNewton die Ordinate, 


welche zu der Abseisse z'+ k gehört, durch die Reihe 
P+QOk+Rk2 +85: :... aus, aber er'bestimmt sie 


durch die,Differential- Rechnung, indem ae die Diffe-; 
 renz zwischen einer mittleren Ordinate und dei halben. 
Summe dei‘ beideh anliegenden-nimmit. Er betrachtet 
nemlich- die drei Ordinaten' zu den Abseissen” z—k, 
x. und, 2 + ‚und findet die. Abweichung RR; ‚die 
Ordinaten,, welche.zu den Abscissen x, x%+ k und » 
x +.2k gehören, geben die Abweichung RR? + '$ Ra, 
und die Differenz dieser ‚beiden Abweichungen ist 
58%, Setzt‘ man diesen Werth für 6, und, wie in‘ 
der ersten Auflösung, in x )2,® —=kY (1 + a 
y= er ‚so erhält man. 


»* S- - 


m 


'% 


FG 


i | \ 1: | 
. 638 Ä IE 7 9 | | 
0 _33Varm), 
| a "AR? ' | 
welches, wie wir oben sahen, der ehe Ausdruck ist, 





Nach unseren Bezcichnungen seht yiny 677 
Rrdy .d3y 
“2 dx2 ft: 3 Fr | 
x wird, Der Theil- w, Tangente, welcher k ent- 
spricht, ist Ay (1 +(: SL) ));; Dieses ist ‚der Werth 


von a. Das Stück. der Ordinate zwischen der Tan- 


Eu "über, wenn xz+ k aus 


2 dı 

ae and der Curve, BER die Abweichung, ist re |. 
EL. Be 

+ = en: Zr . Dieses ist der Werth von 7. Also 


ist, in beiden Eee CE 
NOLe >> 
Mb rohe bone CA 
.) 1»,% \ ’ , R r dx? iin 

'r.dist: in der ersten. Auflösung, die Differenz der 
en welche k und — % entsprechen. Diese 
ik ar 

3, dx 
ferenz dep Abweichungen; welche zu x und x+k 








Ei ‚In der zweiten Auflösung ist ö die Dif- 





. gehören. Nun wird, wenn zinz+k übergeht, aus 


2 2 34 . 
ga: rl, . Lässt man also k* weg, so 


dx 

k2 a2y nn d’y 
ist die zweite Ariane ut Fe i 
und die, Differenz ‚der beiden, Abweichungen ist 


® ai edil ve) 


Ewa r) Bares BuTca 


‚den ersteh Werth won ben eh  desgleichen 


» dy 


sultate f-} : + ww 3 = jr 


Fi ey + ) '): (5% ‚ woron däs este F| 


’ 
‚la 


| unrichtig, das zweite alter richtig ist, (19.) 


[Newtons Irrthum entstand also. daraus, 
dass er mit dem Unendlich - „Keinen, oder mit Nul-' 
len, wie mit wirklichen Grössen rechnete, und will 
kürlich Grösen wegliess. Wenn hun diese Me- 
thode, selbst Newton zu einem Irrthume verlei- 
ten ‚konnte: um wieviel grösser muss nicht die Ge- 
fahr zuirren, bei dem allgemeinen Gebrauche. dersel- 
ben, für alle Diejenigen sehr, die rg in der 
ie ac sind, als ‚Nemo n T 
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I) 
‘ 


3 Be en as I. a © 


Rünfter Abschnitt. 


. Von ‚der Bewegen eines’ Körpers nf einer ge 
gebenen Fläche, oder- unter gewissen, Bedingun- 
gen. Von der Bewegung: ‚mehrerer, ünter einan- 
_ der. verbundener, Körper. Va den’ Bedingungs- 
Gleichungen zwischen den gegäbenen“ ‘Coordinaten 
dieser verschiedenen Körper und der Methode, 
daraus die Kräfte zu ‚finden, die : aus der Wechsel- 
wirkung. entstehen. Allgemeiner Beweis des Prin- 
r ER. der virtuellen Gesstmindigheien. 


Bu 





EEE | A sır aka. re I x NV 
J 


| FR Se | 

oh , Wir. wolen ‚die enmainen. Fogkicln von 66) 
wieder vornehmen; ‚usd setzen, „die Kraft? .sey ge- 
‚gen einen, durch die Coordinaten a, 5, c bestimm- 
‘ ten Punct im Raume gerichtet. Nennt man die grad- 
linige Entfernung dieses Puncts von irgend einem 
Puncte einer Curve, dessen Coordinaten x, Y, z sind, 


Pı so ist, 
= Ve) + 5% + «9%, 


und es: ist klar, dass x—a, y—b, 2—c die Pro- 
jectionen der Linie p auf die Axen der x,y,z sind; 
z—a. y—b z—ec 
— 3 


P p Ä 
‚Winkel, welche die Linie p mit deri Axen macht, 


das heisst, der Winkel A, u, v, zwischen der Rich- 

‚tung der Kraft ?, und den Axen. "Also können die 

von der Kraft p herkommenden Glieder Pcosi, 
P cos pa, 


sind also die Cosinus der 


‚us mt: ‚dur pe pP = 


FE 


Poosu, P cos v in ı den Auödrückeh ı von. M- En 


v 





ar j dı? Au p ” 
P. bezeichnet werden. Dieses sind die Kräfte, 


| welche aus Zerlegung der Kraft ? nach den Rich- 


tungen .der Coordinäten x, y, 2 entstehen. 
Setzt man nun p einer. Constante g gleich, so 


‚ hat man die Gleichung einer Kugel, deren Halbmes- 
ser g. ist, und deren Mittet- Punct durch die Coordi- 
“naten a, b, c bestimmt wird; die Richtung der Kraft 
P steht senkrecht auf der Kugelfläche. Sie ist also 


auch "senkrecht auf jeder anderen Fläche die durch 
den nemlichen Punct geht und die Kugelfläche be- 


ae 4 


' Man bezeichne die Gleichung der Kugel 
Ve—a) +Y9—5: + @—4) 2)—- s=o 


durch | | 


Faysı = =o, 
so, erhält man, wenn man die erste Ableitung rämmm, 








26 we __ du vb dis z—c du. 
daB. y'’'.g: da’ 


u [.Nemlich, wenn man +. B. von u=Yy (0a)? 
+(r—b#? + @— 0?) —g==0, die Ableitung 


nach x nimmt, so erhält man 
wann du 
Tea For) Tr 
und da, vermöge der Gleichung, u=0, Vlee—a)* 
rg BR du. xz—a 
+(y b) EG oe) g ist, ir Au = 
u. s. w.] Da nun P=6 war, SO ist klar, dass die 


1. | | ml 





! 


642 ü , - | | PM 6, Di | “ } 
_ aus der Kraft P entstehenden Kuilte: nach E yı 
We gleich | 


a Pr du 
0 ur; Zr 
sind. ö £ 

26. 


Wenn eine Fläche, deren Gleichung 
| Fay)=w=o 
ist, die Kugelfläche berührt, so müssen sich, zufolge 
(40. zweiter Theil,) die drei Ableitungen der N 
Ds 5‘ und Bi. wie die drei REIN zn 


- ‚Gr der Kugelliche verhalten. Steht also die 


Ar ie der Kraft ? senkrecht auf der berührenden 
Fläche, so zerfällt solche in drei Kräfte, nach der 
Richtung der Coorskisinn, die sich wie | 
| p dw ‚pP ?z pr de 
| iy dz 
verhalten. r 
'Abstrahirt man von der Kraft ? Be nimmt an, 
dass der Körper gezwungen ist, sich auf der berüh- 
en renden Fläche zu bewegen, so ist klar, dass die Rich- 
tung. der Wirkung der Fläche auf den Körper, oder 
vielmehr des Widerstands, den sie-ihm entgegensetzt, 
“ nur auf der Fläche senkrecht stehen kann. Dieser 
-Widerstand bringt also drei auf den Körper wir- 
_ kendeKräfte hervor, die sich wie die drei ersten Ab- 
leitungen , re SE der Gleichung der Fläche 
v_ o verhalten. 
| _ Dasselbe Resultat erhält man ‚auch, \ wenn man 


026. ı. 645 
ganz ‘von de Fläche abstrahirt und. die Gleichung 
derselben == o blos als eine durch die Aufgabe ge- 
- gebene Bedingungs - Gleichung hetrachtet. Daraus 
folgt umgekehrt, dass jede dureh eine Gleichung, wie 
Fix, y, 2) =w==o ausgedrückte Bedingung der Auf- 
“ gabe, als gleichgeltend mit drei Kräfteıt, nach der Rich- 
tung der Coordinaten x, Y, 2, zu betrachten ist, die 


dw dw d 
-. ” E N Te verhalten. Man mtiss also 


dieselben mit irgend einem unbestimmten Coefficienten 


Ri multipliciren , Tolglich die Grössen 7 cu N —— E23 


©, mY 


sich wie 


E dw: zu den Ausdrücken von mf 
dz Ir * 


d?z 
” dı? j . 
' unbekannte Grösse x muss wieder eliminirt werden, 
‘aber die eine Gleichung, welche mau dadurch weni-: 
ger erhält, wird durch die Bedinguugs- Gleichung 
w== o ersetzt. 

Das Verfahren ist leicht auf den Fall anzuwen-. 
den, wennzwei, durch F(xz,y,2)==w==o und 9(z,y,2) 
== v — 0 !bezeichnete Bedingungs - Gleichungen ge- 
geben sind [oder auch mehrere]. "Sie würden so 
viel ausmachen, als die Kräfte 





ar 





„in den Gleichungen von (ı5.) addiren. Die 


„dr dv dw dv _ dw .: dv 
Dr 7er Ir Er dr 77 


ne e® Richtungen von x,y, 2, die also mi 
den Ausdrücken von m !=* MmI,n: ( 15.) 

dı? Fr di?’ dı2 > 
"addirt werden müssten: Die unbestimmten Coeflicien- 
ten x und e müssen hinterher wieder eg 
werden, - 


, 
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welche Gleichung durch 


27 


"+ ‚Bis-hiether haben: wir nur ‘einen einzelnen Kör- 
per betrachtet. Es mögen nun ferner zwei Körper 


MM und N an den Enden eines undehnbaren Fadens 


befestigt sein, der über‘ eine feste Rolle geht; x, y, z 
sollen‘ die Cöordinaten’ des Körpers M; 5 N, & die 


Coordinaten des Körpers N; a, 2b, c die Coor dinaten 


‘des festen Punctes sein, in welchem sich die Rolle 

befindet, g die Länge des Fadens, so ist | 
> Ve@ = a)? +5)? + (20?) 

„+ VeE— + m — Pi + C-N)—g=o, | 


t 


fay»5n yzu=o 


‚ ‘bezeichnet werden mag. 


Bezeichnet mau die Spannung des Fadens durch 
T, welche auf beide Körper ‘gleich stark wirkt, und 


‘verfährt nach (25.), so ist klar, dass die Wir- 


kung des Fadens auf den Körper in M, die Kräfte 
dv dv 


T—, T—, en nach derRichtung von x, y, 2; 


dx d 
7 dv dv. dv 


auf N die Krüle Tg, 7, T-Tg nach der 
= Richtung von &, n, & a | 


‘ Eben so würde: es sich verhalten; wenn. der Fa- 
den über zwei feste Rollen, ginge, deren Lage im 
Raume, durch. die. Coordinaten a, 5; c für die exste, 
und durch «, f, 7 für die zweite bestimint würde. 
Bezeichnet in diesem Falle g die Länge des Fa- 


. dens, weniger den Theil zwischen den beiden Rol- 


len, der ebenfalls gegeben ist, ‚so erhält man, vermöge 
der Undehnbarkeit des Fadens; 


GE 5 | SE 645 
V@-Zo)ir gb + @)2) ” 
+ VeE- IHR + BEER 
fd drückt man’diese ‚Gleichung wieder durch‘ 
f@y2a5md=v =o 
= 2 
aus, so erhält man wiederum T: Tr T — 


für die Kräfte, welche den Körper. M nach.der Rich- ' 
tung der Coordinaten x, y 2 TI TE, TE 
für die Kräfte, welche den: Körper / nach. An: Richung, 
der Coordinaten & 5,2%, & treiben. _ 

‘ Nimmt man endlich an, dass der. Faden, an wel- . 
chen der Körper M befestigt ist, nachdem er über 
die erste feste Rolle gegangen, zu dem Körper 
M zurückkomme, von.da [also' etwa über eine zweite 
bewegliche, unmittelbar mit dem Körper werbün-, 
dene Rolle] nach der ersten festen Rolle zurückgehe, 
von da wieder nach dem Körper, ' wieder nach 
der Rolle u, s, w., so dass m Faden zwischen dem 
Körper und der festen Role vorhanden sind; däss ° 
ferner der Faden, nachdem er die Rolle verlassen hat, 
nach der: zweiten festen Rolle gehe, von da nach dem’ ' 
| Körper N [also etwa wieder über eine andere, mie‘: 
dem Körper N unmittelbar: verbundene bewegliche 
Rolle] und wieder. zwischen dem Körper Nrund der 
zweiten festen Rolle, mehrere Male hin und’ her, ‚ehe: 
er zuletzt mit dem Körper N fest verbunden ist; so‘: 
dass sich n Faden zwischen dem Körper N und der 
zweiten ‘festen Rolle. befinden; so wird. der Körper 
M, weil die Spannung des Fadens 7: in seiner gan- ' 
zen Ausdehnung: die nemliche ist, und m. Faden. ikni: 
gegen die erste Rolle hin ziehen, von einer Kraft 

| 


n. 


"so Ist, 
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mT, der Körper: N, ' gegen die weine: Rolle, von ei- 
ner Kraft z 7’ getrieben, Nun ist klar, dass im. die- . 
sem Falle die ‘Gleichung, welehe die EEE 
‚des Fadens bezeichnet, | 
mYl@—o rd +9). 
+nYlE- WENN) 
ist, wenn immer g die Länge des ganzen Fadens, ach 


| Abzug desjenigen Theils bezeichnet, der sich zwischen 
‚den beiden festen Rollen befindet. Also erhält man, 


wehrt man diese Gleichung durch 
S@ EI )=v=o 
bezeichnet, für die Kräfte, welche den Körper M nach 
x Yı 2 und den Körper N nach 5 N; $ era: die 
nemlichen Ani DB Tz. 155 T IE 
a | 


TS nr , wie oben, 


= 2 man die Kräfte, welche die Körper M und 
‚N nach den beiden en Rollen hinziehen, ? und Q, 


PT. gear. 


Da mundn nur ganze Zalilen sein können, so muss 
‘ man, wenn P und Q commensurabel sind, für 7’ ihr 
| gemeinschaftliches Maass annehmen, Man kann aber 
“ ausserdem P und Q immer durch =7' und 27 aus- 
‚drücken, denn man dart.nur, wein P und Q incom- 


mensürahel sind, die Zahlen m und z sehr gross 
und die Grösse 7’sehr klein annehmen, Die Kräfte, wel- 
che die Körper M und ‘N nach der Richtung der 
Coordinaten‘ x, y, 2, &,n, & ziehen, verhalten sich nur 
wie ‚die ersten Ableitungen der Bedingungs-Gleichun- 
gen, nach den’ Coordinaten. [Lagrange gestattet 


ea SE 6 
auch für die Incommensurabilität, wie man sieht, 


Wenn nun statt der Bedingungs-Gleichung. 
Says nD)=v=o, | 
die von der Undehnbarkeit des F adens abhängt, Ir- 
‘gend eine andere Gleichung zwischen den nemlichen 
3 Coordinaten %,Y,2,8,%,& der beiden Körper 
; F (x, y, 2, 5, n,.)=w=o‘ 
gegeben ist, so kann man, wenn man die Constanten 
in der ersten Gleichung » = o als willkürlich be- 
trachtet, nicht allein die beiden Gleichungen, sondern 
auch alle ihre ersten Ableitungen für gegebene Wer- 
| the der veräuderlichen Grössen  z, Y25& n din 
Uebereinstimmung bringen, so dass die beiden Glei- 
chungen einander gleichsam berühren, ‘wie bei der 
Theorie der Berührung, im zweiten Theil; und von’ 
welcher Art auch die, durch die Gleichung w == 0. 
ausgedrückte Verbindung der beiden Körper sein mag, 
immer wird solche als gleichgeltend mit derjenigen, | 


# 


) 


vermittelst eines Fadens über zwei Rollen betrachtet N 


werden können. 
Man könnte glauben, dass [schon] die Bedin- 
gungs - Gleichung | 
Vie a)? + y 5) 4 N 

+ VS)? + nm — NM + d—-N’)-g=0% 
für einen einfachen Faden über zwei Rollen, weil 
sie sieben willkurliche Constanten [a, 5, c, e, ß, y; 8] 
enthält, immer eine Berührung erster Ordnung mit 
_ einer beliebigen Gleichung haben könne, indem diese 


I. 
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Berührung: aueh. nur : sieben“ Bedingungen erfordert 
" [nemlich drei abgeleitete Gleiohungen nach E 
y und z, drei nach &, n und &, und die Stamm- 
‚gleiehung selbst}. Aber,‘bözeichnet man diese Glei- 
‚chung. durch f(z, 9 2,57, == % == 0 und nimmt 
ihre a. Ableitungen, ‚so ist leicht zu sehen, dass 


II CH = = 


2 Lane: = = 
(a Am) + — = a ish: 


Denn, wenn (2a)? +y—b)? + (2-9? = M? und 


 E-eR + n—BP? + d-? = = N®, so dass 
a—a dv sr 


| dv 
M+ gmerois so ist Kr == E % IR 


N Ze = | 
"@ = = % ze @: IE =ı, un ist 






dv _ dw dv, _ dw dv dw * | 
BET .dE’ du: ‚dn’dE de: 
Lisst sich also [wegen der obigen Abhängigkeit der‘ 
Ableitungen unter einander] nicht mehr voll- 
ständig und allgemein genugthun. . Diese Beschrän- 
kung verschwindet indessen, wenn man die Gleichung 

myY((@— a)? + (y—b) + (2— e)?) 
+nYV(tSs—a)2 + m — PB)? + GN) o 
für die Bedingung des vielfachen Fadens- zu Hülfe 


Me 7 er 77° 


nimmt; 'vermöge der" unbestimmten. ‚Coefficienten M 


und N, und man kann also allgemein sagen, dass die 


< 


Pi 


gegebene Bedingungs « Gleichung ‘F (2, Y, 2; Em 
wo für'die Körper die rächen Krüße vor- 


aussetzt, als der Fäden. 


Daraus’ folgt, dass in einem Systeme zweier Kör- 
per, deren Verbindung mit ‚einändek . durch die Glei- 
chung, F(%, Yy25% = == ‘o bezeichnet wird, . 
die wechselscitige Wirkung der Supe auf einander, 

"dw dw‘ 


in dem einen Körper "die Krißte az, ur und | 


a, nach der Richtung der drei rechtwinkligen Co- 


ordinaten x, Y; “ in dem ‚anderen Körper die Kräfte - 
dw _dw | 


Rp ir ie I auch der Richtung der ecbe 


_ winkligen Coordinaten 0 £ hervorbringt, wo n ein 
‘ unbestimmter Oogliicient IH: en % E ZER 


| | 29. , 
Wäre das System aus drei Körpern znsamaniee. | 


gesetzt, deren rechtwinklige Coordinaten x, Yy, 2,8, 
n,&, £; 4, 3 sind, so würde man auf eine ganz ähnli« 


. che Weise finden, dass jede, von der Verbindung der. 


Körper abhängende SEUNBE zwischen den Coor- 
dinaten, wie 
Fa, y; 2; 5 ub b y; Der = =o. 
dw ._dw: 


für den ersten Körper. die Kräfte dr He 


.dy 


„dr, nach x, y; %; für den zweiten. Körper die 


Kräfte 7 ar Rn de nach 5 n, s; für den 


dw - dw 


a5 
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itien Körper die Kröfte nn — ge ng n T nach 
Bd» ; hervorbringt ws wi, wenn das System noch 
mehrere Körper enthält: Denn, wie gross- „auch die 
’ Zahl der Körper, und welche auch ihre Verbindung 
sein mag, immer. kann sie nur auf jeden Körper, eine 
. bestimmte Kraft nach einer gewissen Riehtung her- 
verbringen, und alle diese Kräfte können auch durch 

die Spannung eines und desselben ‘Fadens: entstehen, 
| der zwischen den Körpern und festen Rollen wieder- 
"holt hin und her geht. , _ 


| “ Fände, endlieh, zwischen den nemlichen. Coordi- 
naten eine zweite Bedingungs - -Gleichung, wie | 


yayız &,n,5 8 Y Irir = 0 


sat, so entständen daraus die Kräfte E. — 0» = 


0: ie den ersten, 0. pe: we 


‘den zweiten und 0. Er ‚o. z 0: für den drit- 


7; 
ten Körper ach der Richtung der. verschiedenen Co- 


u - erdinatdn, im’ welchen Ausdrücken die Coeflicienten 


.... grössere Zahl von Bedingungs - Gleichungen. 


x und E unbestimmt sind; und sö weiter, für eine 


| 30. co ' 
Hieräus folgt allgernein, dass sich die Kräfte, wel- 
‚ che aus der wechselseitigen Wirkung der Körper 
"eines gegebenen Systems entstehen können, unmittel- 


bar aus den Bedingungs- Gleichungen zwischen den 


Coordinaten der verschiedenen Körper i in dem Systeme 
finden a wenn man die ersten Ableitungen der 
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Fliatinsn nimmt, die, zufolge jener Bedingungs -Glei- 
_ changen; Null sind. Die ersten Ableitungen einer und 


der nemlichen' Funetion, nach den verschiederien Co- '' 


- ordinaten genommen, verhalten sich immer wie die 
in der Richtung der Coordinaten wirkenden ‚Kräfte, | 
die von der durch die Function [weil- sie gleich Null 
ist) ausgedrückten Bedingung. äbhängen. * 

Ich habe in der analytischen Mechanik das nem- 
- liche Resültat gefünden, als ich von dem Princip der 
virtuellen Geschwindigkeiten ausging. Dieses Princip 
ist in der That in dem obigen Resultate enthalten. 
Dent es ist klar, dass, wenn mehrere auf ein Sy- 
‚ stern von Körpern wirkeride Kräfte, einander das Gleich-. 
. gewicht halten, diese Kräfte ‚nothwendig denen, wel« 
che aus der gegenseitigen Wirkung der Körper auf 
- einander entstehen, gleich und denselben graden ent- 
gegengesetzt sein müssen. | | 

Die auf einen der Körper des Systems, nach der: 
verlängerten Richtung der Cpordinsten x, y, & wir- 


kenden Kräfte sollen X, Y, zZ, e auf einen ande: 
ren Körper, nach den Richtungen der ee | 


| Coordinaten &,n 4 wirkenden Kräfte X, Y, 2, auf 


einen ‚dritten Körper X, ?, 2 sei di so ist, dem Obi- | 
‚gen zufolge, 


ı 1 1 “ds 
EREERTT NE 
de Er par ar met 2 


4 


öge ee 750, Dl.- 


Daraus folgt unmittelbar. 


do: andy His: wol dt 
7 hr etahr Treakar roh er 
ar TR 5.dy dy. di. 

get 


dwdze. "dw dy ‘dw dz’ dw as: , dw dn 
det day det de dr "de de" An de 
‚dw di: ‚dw dr dw dy _ dw d; 
HE de Te de ray det da de 
N ds .dy._ ds dz ds dS ds dn 
‚di Ay de‘ da.dı FZEdeT an de. 
ei ds‘ de, ds dx. ds dy ds d; 
rettet 
Das zweite Glied dieser Gleichung 'ist - offenbar 
gleich Null, vermöge derBedingungs-Gleichungen [w=o 
und so], weil die Coefficienten .der unbestimmten - - 
‚Grössen 'r und e: die vollständigen exsten a 
von w und s sind.. Daher ist‘ 


"ade. dy a dz 


ma NE | 
FE 2.dd 





na dr 
IPEBEFSEE 


die allgemeine Gleichung des Princips der virtuellen ° 
Geschwindigkeiten für das Gleichgewicht der Kräfte 
Eur I; ar re | 
HZLHAST,Z, in welcher Gleichung 
dx: dy dz d£ NER 
‚die ersten ‚Ableitungen Fr, Ber rar re (die. 
virtuellen Geschwindigkeiten der Puncte, auf welche ' 
die Kräfte wirken, nach den Richtungen der Krülte 


Ber ' = ' 


4 
. , 
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. ausdriicken..''Man sehe den ersten’ Theil, dör analy: 
tischen Mechanik. 
 Uebrigens ist nicht zu verwunderh, dass hier das - 
Prineip der virtuellen'Geschwindigkeiten eine unmit- 
 telbare Folge der' Ausdrücke ist, welche die Kräfte, nach 
..Maässgabe der Bedingungs - Gleichungen ausdrücken; 
denn die Betrachtung eines Fadens, welcher durch 
‘seine gleichformige Spannung auf alle Körper wirkt 
und darin gegebene Kräfte hervorbringt, ist zum di- 
recten und allgemeinen Beweise des Princips. hinrei- 
“ chend; ‚wie ich solches in- der zweiten Ausgabe der 
analytischen Mechanik gezeigt habe. [Durch das’ ge- 
genwärtige Verfahren lässt sich auch noch die 
„Schwierigkeit hebeu, die in dem, in der 'analyti- 
schen Mechanik durch die Flaschenzüge gegebenen 
‚ Beweise. des Princips der virtuellen "Geschwindig- 
‚ keiten, daraus entsteht, dass dort von unendlich- . 
.ı kleinen Räumen, statt von den ie 
die. Rede ist.] | 





i 
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| ie. Abschnitt. 


Von dem Gesetze der Bewegung des. Schrwer- 

punets. Von dem Gesetze der Flächen bei der 

drehenden Bewegung um eine feste Axe, oder um 
einen. einzelnen festen Punct, oder um den 
Schwerpunct, in freien Systemen. | 


.. 3. 

Wir haben gezeigt, wie die Krüfte auszudrücken 
sind, die aus der wechselseitigen Wirkung der Kör- 
per. eines Systems entstehen können, und welche zu 

_ den übrigen Kräften in den Gleichungen (15.) hin- 
‘ zukommen, wenn man die vollständigen Gleichungen 
der Bewegung des Systems verlangt. Obgleich die 
Bedingungen w=o und s==o, von welchen diese 
Kräfte herrühren, von den besonderen Umständen 

. jeder Aufgabe abhängen, so giebt ;es’ doch allgemeine 
Fälle, welche eine nähere Untersuchung verdienen, 
weil sie merkwürdige Resultate geben. 

Der erste dieser Fälle ist der, wenn die Bedin- 
‚gungen des Systems vom Anfangs-Puncte .der Ab- 
‚ ‚scissen x, &.... unabhängig sind, und die Functionen 

w und s nur die Differenzen $&— x, g—x etc. der 
Abscissen enthalten. Alsdann verschwindet offenbar, 
wenn man jede Grösse x, &.... einzeln um k zu- 
nehmen lasst, die Grösse k aus den Functionen von 
‘ selbst. . Setzt man nun inw erh &+%K.... statt 
x und $...., so erhält man, wenn man entwickelt, 

w+k rg 


4 
% “ 
. \ 
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Also erhält man siofkwendig die. exste Ableitungs- 


nz dw dw: 


pr wir 7 Aa er 3 


Man findet auf die nemliche Weise 


1 S. w. 


Nun sind die Gleichungen ° der Bewegung, wenn 
das System keinen anderen Kräften, als denen, die 
; aus der wechseltigen Wirkung der Körper entstehen, -, 
unterworfen ist, in Beziehung auf die Coordinaten | 


x, S. .., ‚, zufolge (15.) von der Form 


dix ' dw ds ; 
Br mar 2 +8 75°: 


d?& dw ds 


Ne enzE Enge 


ZZ" 


_ Rechnet man diese Pe zusammen, \ z 


so erhält man [re rg 0, Era 
und also auch er Ger )=0,0(“ (+) Pffhmen ( } 


is, | folgende, von den Bedingungen des ee un- 


abhängige Gleichung: 
d?x 
dı? | 
“ Diese Gleichung hat die Stammgleichung 
00 0.M Es “N Em | 
und diese von Neuem die Stammgleichung 
Mz+N: zat+b, | 
 woa und: willkürliche Constanten sind. 


M—.. ine]. 
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‘So erhält man in diesem Falle, ohne’ Weiteres, 
eine Gleichung zwischen. den verschiedenen Abscissen 
x, & .... | A r 
Es ist leicht zu he dass der Fall derjenige 
ist, wenn 'sich das System völlig frei, in der Richtung 
der Abscissen-Axe bewegen kann, welche auch die 
Wirkung der Körper, einer auf den anderen, sein 
mag. Denn alsdann können. die Bedingungen des 
‘Systems, in Beziehung auf diese Axe, nur von der 
 respectiven Lage. der Körper, "und auf keine Weise 
von !ihrer Lage gegen den Anfangs-Punct der Ab- 
scissen abhängen; folglich können die Gleichungen, 
welche die Bedingungen ausdrücken, nur die Diffe- 
renzen 2—$ etc, der Abseissen enthalten. Und, 
wenn die Körper einander anziehen und abstossen, 
so haben auch die Funictionen Y (8)? + y--n)2 
+ (z—8)?), welche die Entfernungen ausdrücken, die 
' nemlichen Eigenschaften, weil die, diesen Kräften 
entsprechenden Functionen w, s ezc., nur von jenen 
 Ehitfernungen abhängen. [Denn die Gleichungen 
w=o,s=o.... wurden als die Gleichungen von 
Flächen betrachtet, die mit denen, durch Y ((c—£)? 
+(y—n)? + (z—6)?) ausgedrückten Flächen, in 
derjenigen Berührung erster Ordnung stehen, wel- 
che nöthig ist, damit die, durch die ‘beiden Glei- 
chungen ausgedrückten Kräfte, die nemlichen sind.] 
. Folglich findet die obige Gleichung zwischen den 
Abscissen x, $ ezc. der verschiedenen Körper immer 
Statt, sobald sich nur das System in der Richtung der 
Axe der. frei bewegen kann, wie auch die Körper, 
‘ sey es durch Widerstand, oder gegefseitige Anzie- 
hung,. oder Zurückstossung, wirken mögen. 
- Nimmt 


 dessem Abscisse X ist, so dass 


[re Posen.) +N5.. 


. 
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Nimmt man für das. System ‘einen Panct an, | 


A 


[oder (M + N...) X=Mx+NE....,] so ist 
| = ‚@X De 
7a 7 
73 lo oma] woraus folgt. 
> Ga | 
me und 


A at, 


wenn man annimmt, dass im Anfange der Zeit, X =o. 


’ ist. Die Bewegung dieses Puncts, nach der Richtung 


der Axe der x, ist alıo ltr und hat die Ge- 


| Be a. 


32, 

Nimmt man an, dass in dem nemlichen Systeme 
die Körper. M, N.... durch beliebige Kräfte } U 9 FOYER 
nach der Richtung 2 Axe der x getrieben wer ER s 
und die x, $.... zu vergrössern streben, so kommen, in 5 
diesem F alle; die Kräfte 2, Q.... zu den Werthen . 


R 
von M—z 27 N a, ‚hinzu, welches die Glei-- 


dez p/ er, ER 
chungen | z a 
d?x dw | . 
M —— = = P + ae SE, ei 2, 


ar uklir air 


@Lc, - # 


‚ giebt, deren Summe Ki RN 


Er ‚ 0014] 
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neun —=P+Q0...: 

de? de? En meet Q... 5 
dw de en ds ds 

ist [man de Vs *dE ..—0, dc 4op = =. owar 


Setzt man für Mx+N&.... die Grösse (M+N..)JX, 
so erhält man | 
d2X 
(M + Nu.) dı2 
welche Gleichung die gradlinige Bewegung eines, von 
einer Kraft P+Q... en .. BER 
dessen Masse gleich M + N.. 
Daraus folgt, dass sich. de ri Abscisse X ent- 
sprechende, Punct des Systems, in der Richtung der 
| Axe der x, eben so bewegt, als wenn alle Körper 
des Systems in ihm vereinigt, und alle Kräfte, wel- 
che auf die Körper in der Richtung der nemlichen 
Axe wirken, auf ihn allein angebracht wären. 


ar 5 

Wenn das System nach der Richtung der Axen 
 \ der.x und y zugleich frei wäre, so würden offenbar 
- die nemlichen Resultate für beide Axen Statt finden, 
und, wenn das System.nach allen Richtungen vollig 
frei wäre, so fänden die Resultate für allg drei Axen 
Statt, woraus folgt, dass sich das System, wenn man 
einen Punct, dessen Coordinaten er Y, Z sind, so 
‚ annimmt, dass 
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| ist, ‘und auf das System weiter keine Kraft von ans- | 
sen wirkt, gleichförmig i in ‚grader Linie bewegen wird. | 
| Und, treiben beliebige Kräfte die verschiedenen Puncte‘ 
des Systems, so wird sich der nemliche Punct ieben 
so bewegen, als wenn alle Körper ‘in ihm vereinigt, _ 
‚ und darauf alle Kräfte, jede nach’ der ihr eigenthüm-. | 
.. lichen Richtung, angebracht wären. E 
Dieser: Punet ist in der Mechanik unter ‚dem Na- 
‘ men Schwerpunct bekannt, und der so eben. be- 
wiesene Satz wird gewöhnlich, wie folgt, ausgedrückt: 
Der Zustand der Bewegung oder Ruhe des Schwer- 
‚puncts mehrerer Körper ändert sich durch die ge- 
| genseitige Wirkung der Körper auf einander hicht, 
so lange das System völlig frei ist. Hierin besteht. 
‚das Gesetz der Erhaltung der Bewegung des 
Schwerpuncts. | \ 
Es ist zu bemerken, = dieses Gesötz auch noch 
dann Statt findet, wenn durch das Zusammentreffen 
und die gegenseitige Wirkung der- Körper plötzliche 
Veränderungen in ihren Bewegungen entstehen; dem 
man kann dergleichen Veränderungen als die Wir- 
kungen von Federn zwischen den Körpern, die sich 
stossen, betrachten, deren Dauer fast augenblicklich‘ 
ist. Auch die Veränderungen beim Stoss harter Kör- 
per kann man auf die nemliche Weise betrachten.’ 
Und aus diesem Grunde ändert sich die Bewegung‘ 
. des re in Be en F: ällen nicht. | 


| 34. Br 

Gewöhnlich bezieht man den Schwerpunct meh- - 
rerer Körper auf drei feste Axen, vermittelst der 
oben gefundenen Coordinaten X, Y, Z. Wollte man | 


\ & 
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"sie ahf bestimmte Puncte beziehen, so wäre „ wenn . 
a, b, c die Coordinaten eines solcher Puncte sind, und 

g die Entfernung des Schwerpuncts von dem bestimm- 

ten Puncte bedeutet, ae 

Pedal Dirt 

er FR? +22 —20X—bY—202+a* +5? +c2, 

Quadrirt man die Grösse Mx + NS u „„ so lässt 

sich das Quadrat, wie leicht zu sehen, auf die Form 


. (M + N...) (Ma? + N.E2 ...) — MN(@— &2.... 


bringeu. 


Tann 


Man erhält also [Weiz X nn war (83) | 

| pr __ Ma? + N... MN (z— 8? ..: 

‚ Bi — M+N.. (M +N....)? ’ 

a und hieraus ser | nn | 
M(x—a)’+N (&-a)? u MNz—S® 


Kate’ = MN... - (M+N..)? 
Eben so u ee 
eye Biiynhr + Nine. MN 
P-obYa®=T— Mn... (M+N.° 
und Be 
_ Mae)? H N&-o.. _MMe Er. 
j Z-ocZ+0= M+N.... —TM+N.)? 


“Substituirt man Dieses in den obigen Ausdruck für 
Bw. und bezeichnet, der Kürze wegen, die Grösse 
| welche man erhält; wenn man die Summe der Pro- 
| ducte .der Massen M, N.... in die Quadrate ihrer 
Abstände vom gegebenen Puncte durch die Summe 
Ä der Massen dividirt, [also die Grösse 
Mia)? +(y-D>+20) + ME HndHee)) =] 

+N.. we 
durch A, desgleichen die Grösse, welche man erhält, 





ae 35. UL - u 661 


wenn män die Same der Pr oducte der Massen, zu 
zwei und zwei in "einander ‘und in 'das Quadrat ihrer 
‚Abstände von einander durch dasQuadrat der Sunune 
der Massen. dividirt, [ai die Grösse 
MN(2— 9: + GamE ei ip E 
(M + N...)2. | 
so ist g— 4 —B, an folglich 
= VA—B. 
Da nun die Grösse B nur von: der respectiven | 
Lage der Körper‘ gegeneinander allein abhängt, so 
erhält man, wenn man die Werthe von 4, in Be- 
ziehung auf drei verschiedene, willkürlich, innerhalb 
oder ausserhalb des Systems angenommene Puncte 
bestimmt, die Entfernung des Schwerpuncts von jenen 
drei Puncten, und folglich dessen absolute Lage. Be- 
‚ fänden sich die Körper alle in einer ‘und derselben 
Ebene, so wären nur zwei Puncte, und wenn die Kör- 
per alle in. einer und derselben graden Linie lä- 
_ gen, nur ein Punct nöthig. Nimmt man die ‚drei ge- 
gebenen Puncte in den Körpern des Systems. selbst 
an, so bestimmt sich die Lage des Schwerpuncts 
durch die Massen und ihre Entfernungen, von einan- 
der allein. Da diese Art den Schwerpunct zu fin- 
den wenig bekannt ist, so habe ich geglaubt, selbige, 
wegen des Nutzens, den sie in verschiedenen Fällen 
haben kann, mittheilen zu müssen. 





Fe 


; a 


N 


s: _ | | 2 B. ER 
Der zweite Fall ist der, wenn die, Bedingungen 
des Systems“ von der Lage der Axen der & und y, 
in der Ebeneder x, y unabhängig sind, auf die"Weise, 


% 
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os wenn man dies, Axen En um die Axe der 2, 
um einen beliebigen Winkel k drehen lässt, wodurch 
die Abscigsen x, 8... in mecosk—ysink, E cos k 
nsink.... und die Ordinaten y Nun in ycosk 
 +xsink,ncos k + Esin R:; ‚. übergehen, durch diese 
"Veränderung die, Grössen w, $ etc. nicht leiden, was. 
; auch %k Sein. mag. [&s sey Fig, ı5. die Ebene des 
; Papiers die Ebene der x, y, AB die Axe der x, 
AC die Axe der y, AP=a, PM=y, PAE=KR, 
Ferner sollen AQ, QM. | die neuen, ebenfalls recht- 
winkligen , Coordinaten: sein, so öst, weil DMP = 
QAP=k,. 
AQ=AE— DP =xcoosk—ysink und 

QM=MD+PE=ycosk+xsink)] 
Es ist leicht. zu schen, dass diese Eigenschaft, allge-- 
i Bee jeder Function der Grössen x? +y?, .&2 272, 
zE+YN, 29. +Y$.... zukommt. [Denn setzt man 
in diese Grössen, der Reihe nach, x. cos k— ysin k 
‚statt x, ycosk+xsink statt y u, Ss. w., so er- 
hält man 

x? cos k? — axy sin kcosk +y? sin k2 
+y?cosk? + axysinkcosk + x? ink? — x? +y? 
x coskäcosk-xcosknsink-—ysink£cosk-+nsinky sink 
li coskn eosktycoskösinktzsin kn cosk+xsin k&sink 


=a:H+yN 
u. 5 W. Welche die vorigen Grössen ende 
wieder sind.] Setzt man also in diesem Falle ö 


a=x(cosk—ı)—ysink, b=y(cosk—ı) +xzsink 
e=$(cosk—ı) Zu sin k, P=n(cosk—ı) + $sink 
etc,, so muss, wenn man in jene Grössen zugleich 
@+0,y+b, Era, n+Pß.. statt, yı & Ne 


1 


F 
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setzt uhdsienach RE von k entwickelt, dieSumme. 


der Glieder, welche die nemlichen Potenzen von k 
enthalten, einzeln, Null sein. [Denz, wenn man z. B. | 


oe =—ıxr (eds k—ı)—ysin k setzf, so ist eigentlich 


z+tam=xcos 4 sin k gesetzt worden. Nun ist 
x cos k—ysink derjenige Werth von x, der, wie 
oben gezeigt, den Werth von Grössen, wie 
z2 + y?, z&+yn etc. nicht ändert; also ändert 
sich dieser Werth auch nicht, wenn man c+a 
$tatt & setzt, mithin auch nicht durch das hinzu- 


" kommende k; folglich ist k von den übrigen Grös- | | 


sen unabhängig, und also sind die Glieder. welche. 
gleiche Potenzen von k enthalten, einzeln, Null 1 
Nun aber geht durch diese Substitution die Grösse 
w, wenn man sie nach Potenzem von a, 2, @, B.... 
eutwickelt, ‚in | | Zr 


FE ee ® wa dw 
WrezHl nr ae are 


über. Ferner ist [wie bekannt] 
wi a. 


| ink —— nn 


k2 | 
c0sk — ERS 
° 


also sind die Glieder mit k, in dem vorhergehenden Mi 
Ausdrucke ..- 2.B, in a=x(cosk—ı)—ysink, 


Frl) 


—yk, u das einzige Mar mit. k, in Betracht 


kommt, und so ähnlicherweise bei den übrigen, 


| 064 Pas ‚ 36. m 
so dass man —yk.statt a, ch statt L, nk statt 
.@ u. 5. w. setzen kann]. i 


‚lo Sr au nd ge em Se) 
Mithin hat man [weil die Glieder mit einerlei Po- 
benzen. von k, einzeln, Null sind] für die Grösse 
w, die Bedingungs- -Gleichung Ä 

"dw dw dw div 

| irre ea der Ts =,o. 
Eben so findet man für die Grösse Ju 


n de sd ds . _ 
x u dn ER ERD 


56. 
Nun sind, wenn die Körper. keine andere, als 
ihre wechseitige. Wirkung. erfahren, die auf die Co- 


'ordinaten x, y, &, m etc. sich beziehenden Gleichun- 
. gen (26. und 2 von der”Form 





fi dw i ds FA 
MG Per, 
d dw, ds 
M dt? re Yy 
ny4 & „dw ds 
| de gETITE 
d?n dw ds „ - 
a rer a he 


Zieht man daher die zweite und die vierte dieser 
y Gleichungen zusammen, nachdem die, zweite mit z, 
die vierte mit & multiplicift worden, u. s. w., hiervon - 
aber die erste und die dritte ab, nachdem die erste 
mit y, die dritte mit 7 multiplicirt worden; so -erhält 


2 ee 775 
Zah 4 — er wer 
dı _M; . de®. 





du _, du 


also, | vermöge der, i im vorigen Paragraph gefundenen 
dw £ dw 


Bedingung - Gleichungen l.£- IE a + £ 
| dw Br s‘ 
N me und 2 — + EGr 
ds . u 
ago] 


M(z En #2): ner —1T es), ı=o 


welche Gleichung, wie man sieht, von den Bedingun- . 
- gen des Systems: ebenfalls unabhängig ist. E 


| ‚Nimmt man ı davon die Stammgleichung, so. er ' 


hält man - |. weil 2. B. die Ableitung von = | 





dx dz dy, _dy _dy dx dx 
Fe sch ar gleich — 2 Tr Tea Tage Erz de Te I TE 


„dr . dx 7 e 

Er a2 I de de? isn] | = 

(ot _,4 2) nl 6 2 
| dt Be —— 

wo € eine willkürliche Constänte boden Man hat 

also hier eine Ableitungs-Gleichung erster. Ordnung: 


\ 


N‘ 


A. (72 175 


‚zwischen den, Coordinaten 2,,%5 &, Er der ver- 


schiedenen Körper. 


| aD #447 —-Y7r 


und. = 4 + Y/— = ‚ist die erste “Ableitung von »y, 


das heisst, von dem are Inhalt eines rechtwink- 
ligen Dreiecks [4PM Fig. 14.] ‚ dessen Grundlinie 


und.’ "Höhe, x und y sind; "hingegen har — ist. die 


enste. Ableitung der Fläche [3PM] unter Eu Coor- 


r dy_ dx 
2 j at 00T 
‚ dinaten x, y einer Curve. : Also ist Ze 


Ya 


die..erste Ableitung der Differenz des Dreiecks und 


der Curven-Fläche, und es ist leicht zu sehen, dass 


diese Differenz allgemein dem Raume [4MB] gleich 
ist, welcher zwischen. der Curve, deren Coordinaten 
x und y sind, und einer. graden Linie [IM], vom 


Anfangs-Puncte der ‚Coordinaten, nach der Curve | 
gezogen, liegt, das, heisst, der Fläche des Sectors 
[4 MB ], welchen die. ‚grade. Linie [4 2] beschreibt, 


die deshalb Radius-Vector heisst. 


Bezeichnet. man also. diese Fläche: durch A, so 


“erhält man 
£ ar dy dx dA 
“2 Dee 


| und eben so, wenn die Fläche, welche von dem Ra- 


en der Curve beschrieben wird, deren Co- 
ordinaten $ und.» sind, _« heisst, | 


dn  d& FeR da 
de 7 Wan ArTE 


# 


u.s,W. Dadurch geht dieobigeGleichung in algtgenaee über: 


u t 
4 . 
; j 


e4 


2m I Hand et, 


wovon die Mi REIN 


MA + Ne... ass 
‚ist, wenn Z eine willkürliche Constante bedeutet, die 


'Null ist, wenn man die Flächen 4, «@...., am An- 
fange der Zeit, Null sein lässt. An verhält ‚sich‘ 


die Summe der Producte der Flächen, Ben in ira 
Masse, wie ‚die Zeit. | 
Es kann kommen, dass nach der Gestalt der 


Curve, deren Coordinaten x und y sind, die vom, 


Radius - Vector beschriebene Fläche, im Gegentheil, 
die Differenz der Curven- Fläche und des Dreiecks 
ist, in welchem Falle 
dy dx dA, 
— = 2 —— 
de 


_ ist, aber es ist leicht zu sehen, dass in diesem Falle 
die Fläche in entgegengesetzter Richtung beschrieben 

wird. Die Summe der Producte der Flächen in die 

\ Massen verhält sich also, ganz allgemein, wie die Zeit, - | 


wenn man die, in einerlei Richtung beschriebenen Flü- 
chen, positiv, die, in entgegengesetzter Richtung be- 
'schriebenen, negativ nimmt. , Diese, Beobachtung: ist 
wesentlich nöthig. Ohne sie würde der Satz nicht 
allgemein Statt finden. . 

Dieses Gesetz der Flächen findet also für die Be- 
wegung jedes beliebigen Systems von Körpern, die auf 
' irgend eine. Weise auf, einander wirken, Statt, sobald 


das System sich um die Axe der z,. welche auf .der 


. Ebene der x, y senkrecht steht, ganz frei drehen 


kann. Denn es ist klar, dass die von der wechsel- 


‚ seitigen Verbindung der Körper herrührenden Bedin- 


N: 
[4 


36.11." ..0..°7.067. 


S 


5 36. IL: 


& gungen \ alsdann die nemlichen sind, She Richtung 


man auch den Axen der x und y geben mag. 

„Und, wenn die Körper auf. einander, durch an- 
ziehende oder zurückstossende Kräfte 'wirkten, so 
würden diese Kräfte durch Functionen der Abstände 
+ Vee—H’ + m’ + (2—&)?) ausgedrückt wer- 
den können, welche’ ebenfalls die vorausgesetzte Ei- 
genschaft haben; folglich findet das _ der Flä- 
‚ch auch dann noch Statt. 

‘ Würden. endlich die Körper M, N.... durch 
beliebige Kräfte ?, Q.... ee deren Richtung 
auf gegebene, um. m, 'z....' von der Ebene der z,y 
entfernte Puncte der er der z zugeht, so ist aus 


den Formeln von (15.) „> zu sehen, dass man zu 


,N— er die Glieder 


den Ausdrücken von. Me: de: s 


er ji 


Py 
| ver] GERT r 


d Z 











| u zu M- nn m die Glieder ı 


| oe 
Verr + =) und EEE + Em) 


u. 's. w. addiren muss. Die Werthe der Grössen 


dee 





& n(27% dı2 152) und a“: de? = dt? Orr 


sind also von diesen Kräften unabhängig und das Ge- 


> setz der Flächen findet auch in diesem Falle Statt. Es 


gilt also auch, wenn die Körper nur parallel mit der 
Axe, oder senkrecht auf die Ebene der x "7 getrieben 
RE 
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Ganz. ‚allgemein verhält sich also, sobald‘ das Sy- 
Atem sich frei um eine: feste Axe drehen kaun, wel- 
‚- che W irkung auch die. Kör per auf einander aus- ' 
üben, und von welchen Kräften sie auch getrieben 
werden mögen, wenn die Kräfte nur auf die Axe zu 
gerichtet, oder mit ihr parallel sind, die Summe .der 
Producte, der Massen der Körper in die Flächen, wel- 


che ihre Projectionen auf eine auf die Axe senkrechte | 


Ebene, um die Axe beschreiben, allemal wie die Zeit, 

Wenn sich also das System, auf irgend eine Weise, 
frei um einen festen Punct bewegen könnte und, aus- 
ser der ‚Wechselwirkung der Körper, jeder Körper 

noch durch. eine Kraft, in der "Richtung nach dem \ 
festen Puncte, getrieben wurde, so würde das Gesetz 
der Flächen für alle mögliche Axdh ‚gelten, die ‚Sich , 
durch den festen Punct legen lassen. 

Nimmt man also, in einem solchen Falle, ds u 
sten Punct zum Anfangs-Punct der Coordinaten, so - 
erhält man, in Beziehung auf die drei Coordinaten- 
Axen, folgende ee Gleichungen erster Ord- 


nung (36.) 


| (ed ne de” Er a)... 
| M(=52—: Dd-ii =; 
ab - —y er ER, 


wo c, D, E drei. wilkügliche EEE sind. 


2 


— 


da en ca 5m ui dt 2 
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f 30: 


- Wäre das 1 System ganz frei, und es gäbe nirgends 
einen festen Punct, so finden diese Gleichungen, und 
folglich das Gesetz der Mächen, für jeden beliebigen 
Punct Statt, den man zum Anfangs-Puncte der Co- 
ördinaten nimmt, und für alle Axen, die sich durch 
einen solcher Panct legen lassen. . 

Eben so würde es sich verhalten, wenn der Punct, 
statt im Raume fest zu sein, irgend eine gradlinige 
- und gleichföirmige Bewegung hätte. Denn man setze, 
er durchlaufe, in der Zeit’z, die Räume at, Be, yt, 
nach der Richtung der Axen der ©, y, z, wo die 
 Geschwindigkeiten @, f, y constant sind, so erhält 
man, wie leicht zu sehen, wenn p, g, r die Coordi- 
naten des Rorper M, 7, x, e, die Coordinaten des 
Körpers N, u.'s. w. bedeuten, und der Punct zum An- 
fangs -Punet der Coordinaten genommen wird, 
op=x—eu,g=y-—Pi, r=2—yt ‚und 

na, genutzt 
usw. Fa ist 


rinnen ml) 


.. CH de’ ) "ez =) 


end (ei ) 
u ih \ FRA nn 
und so weiter, bei den ihnlichen Ausdrücken. Man 
erhält also 


=8. II. . ae 6m 


E nn Z)+n@4 4a) 
(#4 =) + x N, rar 
lc: 227 = BE 
+ Bi mdz en.) pm 4 NE... 


Nun ist in dem .. (32. und 35.) 

Mx+NE..=at+bun a 

. My + Nn..=ct4e, | | 

wo a, b, c, e Constanten sind. Substituirt man .da-' 
her dieses [und das daraus folgende 


MZ+ PR) BER: 
| de | 
Mm. Uzme 


so . man 
M\ Pt ei) s 


zul; 27 2) unlir az" 


—ect+act+eac+Pßat—Part—Pb, oder] | 

2 22) | ( dy _ 

‚abzorz) rat | 
Be , | 

—M(2. 4 E) + NG ass | 
+ae— Pb — N . 


| Die Grösse m(pie BY un(alz En 


' ist also jetzt noch 2 olgich A Fe noch 
"immer die Summe der Producte der, um die durch 


# 
[4 


? j ie i I a rer 
= + 
x 


\ ‚ den ‚bewegten Punct gehende Axe der fs beschriebene 


Fläche in.die Masse, wie die Zeit.“ - - 
Eben so findet ‚man, dass die beiden anderen 


Grössen | ; 


r | an 
n(ptr een Ed Ein 
= n(o$ Eur, + Ni de ul 


“constant sind, und dass also die Summe der um die 
Axen der :g und p, in so fern sie durch den beweg- 
‚ten Punct gehen, beschriebenen Flächen, multiplicirt 
mit den Massen, sich ebenfalls wie die Zeit verhalten. 

Weil nun in diesem Falle der Schwerpunct des 
Systems nur eine gradlinige und gleichformige Be- 
wegung’haben kann (33.), so folgt, dass das Gesetz 
der Flächen auch in Beziehung auf den Schwerpunct 
und alle Axen, die durch durch ihn gehen, Statt 
findet. 

_ Noch ist zu bemerken, dass das Gesetz) der Flä- 
‚che, wie das Gesetz der Bewegung des Schwerpuncts, 
und aus ‘den nemlichen Gründen (33.), auch dann 
noch gilt, wenn die Bewegung des Systems plötzlich 
durch die Wechselwirkung der darin befindlichen Kör- 
'" per geändert wird. Das. Gesetz passt also auch auf 
den Stoss harter und elastischer Körper. 





Sieben- 


‚59. IN. 678 


4 


Siebenter Abschnitt. 


_ Von dem Base der lebendigen Kräfte bei der 
| Bewegung,eines, von beliebigen beschleunigenden 
Kräfte getriebenen, - Systems. Von der Er haltung 
‘ der lebendigen Kräfte bei dem Stosse elastischer 
Körper. Vom Verluste dieser Kräfte bei. dem 
_ Stosse harter Körper, oder, im Allgemeinen, beis 
plötzlichen Veränderungen, die dem Systeme wi-. 
 derfahren können. Von der Summe der leben- 
_ digen Kräfte im Zustande des Gleichgewichts. 
Allgemeine Bemerkungen über die Ersparung der 
Kräfte bei Maschinen. | 


\ 


39. 

Die Hedinganss: -Gleichungen w==o und s==0, 
welche sie auch sein mögen, geben, allgemein, wenn 
> man davon die abgeleiteten Gleichungen nach £ nimmt, 
weil ©, y, z Functionen von £ sind, 

dw de ‚du dy dw dz 

dx dt dy de, dz dt 

dw dE , dw dn „dw IE. _- 

TELLTmuerEenn° 

ds de „ds dy , ds de 

de de * Ay de! azde 

ds dE ds .dn ‚ds dE __ 
TE mE a Ze 

. pP Ww. u 

Wirken num auf dis System nur die Kräfte, wel- 

che diesen Bedingungen entsprechen, so sind die Glei- 


4, [4] 
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chungen. der Bewegung der Are aM und N, nach 
86.) von der Form 








d?x dw:  » ds 
ME 
d?y dw ds 
M Ara a a 

\ d?z w es 

Mo — neh dr 
vs de ds 
a TEE 
den dw ds 
N ser ee . 
d2& dw ds 

de erGE Std kenne 


Mulüplicirt man diese Gleichungen, der Reihe nachı, j 
‚mit. Zr 7, -—. . . n und addirt die 
Producte, so erhält man [weil rechterhand die Coef- 
ficienten zu 7, Q...., vermöge der obigen Ablei- 
| tungs- Gleichungen von w und s...., Null sind; 
und folglich rechterhand Alles verschwindet, die 
eh u Ä 
EEE ER 
dt di? de di? .de di 
dat, nn, ar at) 
dt di? dt di? dt di? 








— 0, 


welche von den Bedingungen des Systems völlig un- 
‚ abhängig ist, und folglich allgemein 'Statt findet, wel- 
che auch die Lage der Körper gegen einander und 
ihre wechselseitige Verbindung sein mag. 

Die Gleichung hat folgende Stammgleichung: 





u 30 ul “ e os 
(ci au aue )) ; 
“(Hr ()' Dr “=H, 


" wo H eine willkürliche Constante ist. Nun ist, nach 


0 ve) + ED + EI") dee 


 schwindigkeit des ) pers [M], welcher die Curve 
beschreibt, deren Coordinaten x; y, 3 sind. Heisst 
also die Geschwindigkeit der, ee M und N, u 


und ©, so ist | rl 


KOMA 
DE EH ze 


‚also giebt die obige Gleichung: 
Mu2 + Nv2... =NH. 
Bei dem berühmten ‚Streite über das Maass der . 
‚ Kräfte hat man das Product der Masse eines-Kör- 
‚pers in das Quadrat seiner Geschwindigkeit, leben-. 
_ dige Kraft des Körpers genannt. Bedient ‘man 
sich dieser Benennung, so zeigt die gefundene Glei- 
chung, dass die Summe der lebendigen Kräfte aller 
Körper eines Systems constant ist,, wenn die Körper 
. keinen anderen Wirkungen unterworfen sind) als den- 
jenigen, die aus ihrer Verbindung, oder überhaupt 
aus allen den Bedingungen entstehen, die durch 
Gleichungen zwischen. den verschiedenen. 
Coordinaten der Körper ausgedriickt wer- 
den können, ohne dass dabei: die Zeit vor- 
-kommt.. In diesem Gesetze besteht das Prineip der 
. Erhaltung der lebendigen Kräfte, 
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40. 

"Wenn die Körper durch beliebiges Anziehen 
oder Zurückstossen auf einander wirkten, so wurden 
die ._- ns Kräfte, für die Ausdrücke 


al A Rn | 
von “= TE ja Glieder von der Form 


# 


BP GR ero. geben, wenn man durch p die Ent- 
Ar’ Ay 


fernung V ((e — 9? + y—-m? + @— 8?) zwi- 
schen zwei Körpern und durch o die absolute Kraft 
bezeichnet, welche die Körper auf einander ausüben, 
dp, dz 
de 


..— o für diese Function 


(27) Nun ist klar, dass die aan 2 Er 
dp dy dp .dz 

| uer72 dy di. dz LT 
‚ nicht eben so Statt findet, wie für die, die aus den 
Bedingungen ı des Systems entstehen [werl nicht p—0 


dp dz _ dp dy 
und folglich auch nicht 7 en 
dp dz | 


‘+ Jege ‚== o ist). Also bleiben diese Glie- 
‚der in der, von den Bedingungen des Systems unab- 


een Gleichung und man erhält folglich 


% 


der, y day _dz =) 
ie "dı2 + "dı2 + dt dt? 


N d2E PL. d’n ds d2t 
dt dıe Gar 7z dt? dt di? 








dp dx PR day Pr dp dz 

dx dt ya dz de 
dp 2m) 
ar ar rar rar 
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wo, wie man sicht der Coeflicient zu.0 die exste Aby- | 
leitung der Grösse | 


= ve—b® + up — 1)? + «= 
nach £ ist. 

-Bezeichnet also allismehi p die adllige Ent- 
fernung der Körper M und N von einander, ‘? die 
absolute, anziehende, oder zurückstossende Kraft, wel- 
'che die Körper auf einander ausüben; q die Entfer- 
‚nung zweier anderen Körper, Q ihre anziehende, 
oder zurückstossende Kraft u. s. w.. und man nimmt, 
P,Q.... positiv an, wenn sie die Entfernungen p, q... 
zu vergrössern, hingegen negativ, wenn sie 7. | 
zu vermindern streben, und nennt alsdann u, 2... die 
Geschwindigkeiten der Körper M, N...., so geht 
die - Gleichung in folgende über: 


dv | 
Mu + Nu ... = pr P +0 a.» 
welche ebenfalls von den Bedingungen des Systems 
unabhängig ist, aber, wie man sicht, die anziehenden " 

oder zurückstossenden Kräfte ?, Q.... enthält, 


A. 


Endlich würde auch die nemliche Gleichung Statt 
finden, wenn die Körper zugleich nach festen Mittel- 
‚Puncten hingezogen, oder von denselben abgestossen 
‘würden und man lässt z. B. p die Entfernung des 
Körpers M von einem der festen Mittel-Puncte; P 
dessen Kraft bedeuten u. s. w. Denn. mai kann den 
‚Fall, wo Kräfte nach festen Mittel - Puncten wirken, 
"aus demjenigen, wenn die Körper gegenseitig auf 
einander wirken, dadurch. ableiten, dass man einige 


. | ‘ e ji 5 
Ei 67 | als II 
von den Körpern als unbeweglich annimmt, welches 
der Fall ist, wenn ihre Massen unendlich gross sind. 
Aber, auch ohne dieses indirecte Verfahren, darf man 
nur erwägen, dass, wenn z. B. der Korper M der 
Wirkung einer, von eiuem festen Mittel-Puncte aus- 
gehenden Kraft P unterworfen ist, und die Coordina- 
ten des festen Puncts sind Z, m, zz, und seine Entfernung 
von Mist p, hieraus, nach (25.) für die Ausdrücke der 
d’y. | 
I, Mor die Glieder 
" Paa—D Ply—m). Pe—n) 
FRE De Zr: 
2 
| und folglich für den Werth - von M (Z er 


de die 
dy d’y dz d? TE) 
+, Wr + — de 08) oder Mu — die Glieder 





Grössen ] 


u d. j \ i P, 
P@—n Py—m Z Pa@—n) Z, 
| Lens m 
AR P p 
entstehen. Nunistp=Y ((&—2)?+(y—m)? +(z—n)?), 
-, also | 











, d 
> _ en + mr Tr + @-mM 


dt 7 





m 5 


m 


also sind die, so eben bezeichneten, hinzukommen- 
den Glieder, zusammen, | 


pa Be | 
His folgt PER dass. die king 
du dv I np dq 


für ein’ beliebiges System von Körpern, sie mögen, wie 


’ 


man will, gegen einahder liegen und mit einander - 
verbünden sein, oder sich wechselseitig anziehen, oder | 
'zurückstossen, oder von festen Mittel-Punot angezo- 
gen oder zurückgestossen werden, immer gilt, wenn 
man die Kräfte durch ?, Q.... und die Enifernun- 
"gen der Körper von den festen Puncten durch p, 9... 
bezeichnet und: 2, @.... positiv oder negativ nimmt, - 
je nachdem die Kräfte zurückstossen oder anziehen, 
weil die ergien, die Entfernungen p,g .... zu vergrös- 
sern, die letzten, selbige.zu verkleinern streben. 


42. 
Sind die Kräfte ?, Q...: Functionen der Ab- 
‚stände p, g...., nach deren Richtungen sie wirken, 
welches immer vorausgesetzt werden kann, wenn die 
‚ Kräfte von einander unabhängig sind, ‚oder, allgemein: 
' sind die Kräfte ?, Q.... solche Functionen von p, 
Ger.., dass die Grösse pP Se + 72 +. die voll- 
ständige erste Ableitung irgend einer F unclion von 
P, 9 +... Ist, welche wir durch. » 3 
Fo.) =} 
bezeichnen wollen, so hat die obige Gleichung die 
Stammgleichung 
Mu: + Nv2....=K+o$, | ak 
wo K eine willkürliche 'Constante bedeutet. _ In die- 
sem Falle werden die Kräfte ?, Q...., welche nach 
‚den Linien p, g.... wirken, durch die ersten. Ablei- . 


49 a9 . j | 
tungen Era rae ausgedrückt, | Denn, da nach. 


der Vorausseizung Mn - = P— di + Ara | 


’ 


| ” j = y ‚.» d 
ist, So ist, wenn man die Coefficienten-von ZP_ 


| Te. vergleicht, P= ZN, = ——— .... 


also 
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en . N da. 
und, allgemein, CM) = yn + LE 


dp dt dq dı 


de’ 
dB „_. dYB 


Die Werthe von P5 9 +..., für eine gegebenen 
Augenblick, sollen: a, b.... und die Geschwindigkei- 


' ten der Körper M, N...., für. eben diesen Augen- 


blick, U, 7... sein, so giebt die Gleichung, für die- 
sen Augenblick,  . +... ' f 


‚MU: 4+NP..—=K+oaflab...), 


Km MU4NV®:_oFca, b....) 
Sabstituirt man diesen Werth [und bezeichnet 2F(a,b) 
durch A], so erhält man'die allgemeine Gleichung 
Mu? + Nv2.... — MI 4 NY» oo +9 Re} 
Diese Gleichung drückt das Princip der Erhal- 
tung der lebendigen Kräfte in seiner ‚ganzen Allge- 
meinheit aus. _Sie ‚zeigt, dass.die gesammte lebendige 
Kraft des Systems nur allein von den wirkenden 
Kräften, die das System treiben, und von der Lage 
der Körper gegen die Mittel-Puncte der Kräfte ab- 
hängt, so, dass, wenn die Körper, zu verschiedenen 


' ‚Zeiten, ‘gleich weit von diesen Mittel-Puncten entfernt 


sind, die Summe ihrer lebendigen Kräfte die nem- 


‘ liche ist. | 


Ich verstehe unter wirkende Kräfte (forces 
aclives) diejenigen, welche die Körper auf einander 
ausüben und deren Resultat die Veränderung der 
gegenseitigen Lage und Entfernung der Körper ist, 


wie alle innere anziehende oder abstossende Kräfte 


IT ne 7:7 Ge 


der Körper, die Kräfte von Federn zwischen Körpern, 
und dergleichen. Hingegen, widerstehende Kräfte 
. (forces passives) nenne ich die durch den.Druck der 
Körper ‚hervorgebrachten Ww iderstände, die Spau- . 
nung von Fäden, oder Stäben etc.; deren Resultat ist, 

die Körper in ihrer Lage zu erhalten und die Ver- 
änderung der Bedingungen des Systems zu verhin- 
' dern. Diese. widerstehenden Kräfte tragen zur Her- 
vorbringung, einer lebendigen Kraft, wie man sieht, 
Nichts bei. Die wirkenden Kräfte allein vergrössern | 
oder verkleinemn sie, wie sie es thun wurden, wenn 


die Körper, frei bewegt, von den nemlichen Puncten | 


ausgingen und wieder zu den nemlichen Puncten, auf 


beliebigen Wegen, hin gelangten, 


| 4 

Wir haben gesehen, dass das Gesetz der Bewe- 
gung des Schwerpuncts und das Gesetz der Flächen 
von der Wechselwirkung der Körper unabhängig sind, 
welche dieselbe auch sein möge, gleichviel, ob sie von - 
wirkenden oder widerstehenden Kräften herkommt. j 
In dieser Hinsicht haben jene beiden ‚Gesetze eine | 
_ grössere Ausdehnung, als das Gesetz der Erhaltung _ 
der lebendigen Kräfte, welches blos von der Wirkung 
der widerstehenden Kräfte unabhängig ist. Hieraus 
folgt, dass dieses letzte Gesetz, nicht wie die beiden | 
ersteri, auch in dem Falle bestehen kann, wo durch 
* die Wechselwirkung der Körper, oder durch hinzu- 
kommende Hindernisse, plötzliche Veränderungen 
der Bewegung entstehen, weil dergleichen plötzliche - 
Veränderungen immer als die Resultate wirkender 
Kräfte von Federn zwischen den Körpern, oder zwi- 


—‘ \ 
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‘schen den Kibern und den Hindernisrim betrachtet 
werden können, die, wenn sie sich ein werig zusam- 
menziehen oder ausdehnen, das Gesetz der Continui- 
tät, in der Veränderung der Beweguiigen, erhalten. 
Die beliebige Kraft von Körpern, welche auf diese 
Weise plötzlichen’ Veräuderungen unterworfen: sind, 
wird also bei jeder solcher Veränderung um so“viel 
_ vermehrt oder vermindert, als die lebendige Kraft‘der 
Wirkung der Federn betragen würde, wenn diesel- 
ben auf die Körper nur allein wirkten. | 

Begegnen also die Körper MN. einander, 
oder Hindernissen, so däss plötzliche Veränderungen 
der Bewegung erfolgen‘, so lässt sich düf diese Kör- 


per, während ihrer Wirkung, wie kurz sie auch sein 


mag, der Ausdruck des vorigen Paragraphs anwen- 
den, so, dass, wentr U, V.... die Geschwindigkeiten 
im "Anfänge ‚der Wirkung, u .... die Geschwin- 
digkeiten am Exide der Wirkung; ferner a, d.... die 
Werthe der Abstände, p, g.... am Anfange, «, ß... 
‚die. Werthe der Abstände am ‚Eau der Wirkung 
bezeichnen, 
M Us + NR... Mu: — - 
— oFl(a,b BEP: 
ist. Hieraus folgt, dass die Differenz der us 


Kräfte, am Anfange und am Ende der Wirkung, 


‘‚2F(a, be) — 2 Flo, Peer.) 


“ist, wobei zu bemerken, dass, übgleich die Grössen 


@,ß.... sehr wenig von den Grössen a, b.... ver- 


schieden sind, die Differenz der ähnlichen Functionen 


F(a, b....) und F(e, ß....) dennoch irgend einen 


Ev endlichen Werth haben kann, 


# | 
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Be" j 
Da diese Functionen unbekannt sind, so würde 
sich ‘auf diese Weise die Veränderun g der lebendigen 
Kräfte nicht bestimmen lassen; ‚allein in einzelnen Fil- 
len kann man sie aus den eure der Aufgabe 
finden. , 
Wenn Körper sich stössen, entweder BE 
oder mittelst zwischen liegender Hebel, oder anderer 
Maschinen, so erfolgt die Zusammenpressung undWi- 
der - Ausdehnung, wenn die Körper vollkommen 
. “elastisch sind, nach einerlei Gesetze, und die Wirkung 
dauert, bis die Körper, durch’die Wider- Ausdehnung 
der Federn, wieder in die nemliche gegenseitige Lage 
gekommen sind, die sie vor dem Stosse hatten.- In : 
‚diesem Falle also ist n | 
| oma, Ab, 
und folglich | 


Fl. 


woraus folgt, dass die lebendige Kraft, vor und nach 
dem Stosse, die nemliche ist, Man kennt. dieses. Ge- 
setz zwar schon längst, hat: aber davon, so viel ich - 
weiss, noch keinen einfachen und allgemeinen. Be- 
‚weis gegeben. 

Beim Stosse harter” Körper hingegen dauert die ' 
Wirkung nur so lange, bis die Körper diejenige Ge- 
schwindigkeit erlangt haben, bei welcher sie nicht mehr 
auf einander‘ wirken. Da also das Resultat dieser 
Geschwindigkeit für die gegenseitige Wirkung der 
Körper Null ist, so ist die Wirkung, wenn man den 
Körpern diese Geschwindigkeit vor dem Stosse, oder 


un 


6 
während des’ Stosses beibringt, in Rücksicht der .; 
sammehgesetzten Geschwindigkeit, die nemliche, wie 

‘ die Wirkung. mit. der den Körpern eigenthumlichen | 
Geschwindigkeit. Also ist.die Wirkung auch noch 
die nemliche, wenn die beigebrachten Geschwindig- 
'keiten gleich und einander entgegengesetzt sind; denn 
der Erfolg bleibt derselbe, wenn man annimmt, dass 
die beigebrachten Geschwindigkeiten durch enigegen- 
geseizte vernichtet werden. 

Es folgt also, dass. ‚beim Stone ER Körper die 
. Geschwindigkeiten z, v.... nach dein Stosse von der 
‚Art sind, dass die Gleichung 

=. MU: 4 NP8....— Mu: — N2.... 

Br — 2 F(a, bc...) —2F(a, f,y 
noch Statt findet, wenn man die Geschwindigkeiten . 
Eng A: u, v.... mit den Geschwindigkeiten — u, 
din .. zusammensetzt. ‚Das zweite Glied der Glei- 
| bleibı das nerhliche, weil es von der gegensei- 
tigen Lage der Körper, vor und nach der Stosse, nicht 
abhängt. 

Nennt'man 'also die aus den Geschwindigkeiten 
U'und —u etc. ‚ Y und —» etc, zusammengeselz- 
ten Na A und B etc., so geht die 
Gleichung in folgende uber: | 
MA42 + NB2....— oF(a,b, ec...) —2F(e, P,y. 
weil die zusämmengeselzten Geschwindigkeiten u—u, 
v»—» etc, Null sind. ‘Die Gleichung für den Stoss 
harter Körper ist also 

MU: + NP?..— Mu: - — Nv# .. 
= M A? + N B*.. 
. [Denn beide Glieder dieser Gleichung sind gleich 
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2aF(ab, cite ß,Y RR Dad, v. . die 
Geschwindigkeiten VOL, 2, Du... die Geschwindigkei 
‚ten nach dem Stosse sind, so ist ne klar, dass 4, B.!. 
die Verluste an Geschwindigkeit, während des. Stos- i 
ses ausdrücken; folglich it MA? 4+NB?.... die 
aus diesen Geschwindigkeiten hervorgehende. leben- 


dige Kraft. Daraus folgt, dass bei.dem Stosse harter -: 


| Körper ein Verlust an lebendiger Kraft Statt findet, 
: der der nemlichen lebendigen Kraft gleich ist, welche 
die Körper haben würden, wenn sie sich mit derje- 
 nigen Geschwindigkeit bewegten, die sie beim Stosse _ 
verlieren. Dieser merkwürdige Satz gehört, meines 
Wissens, Carnot, welcher ihn, auf eine andere Art, 
in seinem Versuche über Maschinen im All-. 
gemeinen gefunden hat. Er dient zur Vervoll- 
‚ständigung ‚der Gleichung der lebendigen Kräfte, in 
‚dem Falle, wenn durch den Stoss ein Verlust entsteht. ' 


% 


45. 
In der Gleichung 
dv . Ar 
Mu de 4N Zr" pP +0 Te .... 


bezeichnen p, g.... die se Abstände der 
Puncte, in welchen die Kräfte p, Q .... angebracht 
‚sind, von den Mittelpuncten der Kräfte, Also sind 


F : Ei .... die Geschwindigkeiten dieser Puncte _ 


nach den Richtungen der Kräfte, und da die Grössen 
P, 9... in der Gleichung nicht vorkommen, so folgt; _ 
dass selbige immer Statt findet, welche.auch die Kräfte 
P,Q. .. sein mögen, ob ihre Richtung auf gege- 
bene Puncte hin weiset, oder nicht, wenn man- nur 


a nr 


‚686 2 1 Pa 
für 2 Em „. die respectiven Geschwindigkeiten 


der Puncte setzt, auf welche diese Kräfte; nach den 
ihnen eigenthümlichen Richtungen, wirken, 
. Hielten die Kräfte pP, Orr einander - Gleich- 


gewicht, so wären die Grössen RP 2 + 6 I" riach 


dem Prineip der, Se en (30.) 
Null. Also zeigt die Gleichung, was diese Grösse ist, 
. wenn die Kräfte eine Bewegung hervorbringen, und, 
wie leicht zu sehen, ist sie alsdann gleich der ersten . 
Ableitung der Hälfte der lebendigen Kraft aller Kor- 
per des Systems, weJche auch sonst die Lage und 
wechselseitige Verbindung ige Körper sein mag. 


[Denn es ist M u 4 Nv ee . die erste Ab- 


leitung von 4(Mu? + Nv®.. 31 


Wenn also, in einem gegebenen Augenblicke, die 
"Kräfte, welche auf ‚das System wirken, einander die 
Wage halten, so ist die erste Ableitung der lebendi- 
“gen Kraft Null, und folglich die lebendige Kraft 
alsdann ein Maximum oder Minimum. (26. oter Th.) 
Also ist, allgemein, unter allen Lagen oder Stellungen 
des Systems, die, für welche ein Gleichgewicht Statt 
findet, auch zugleich diejenige, für welche die leben- 
dige‘ Kraft ein.Maximum oder Minimuut sein würde, 
wenn das System in Bewegung wäre, und es lässt sich 
beweisen, dass das Gleichgewicht stabil ist, wenn die 
lebendigeKraft ein Maximum, und nicht stabil, wenn 
sie ein Minimum ist. Der Beweis dieser sonderbaren 
“ Eigenschaft des Gleichgewichts kann aber hier nicht 


% 


*, 
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mitgetheilt ‚werden. Man. findet ilın in der analyli- 
schen Mechanik. A / 


46. 


Da die Grössen zp ; 1, ‚nur die Geschwin- 


digkeiten der Puncte ausdrücken, in welchen die Kräfte 


| P, Q.... angebracht sind, und zwar in der Rich- 
‚tung dieser Kräfte, so kann man statt de’ de 


die, gleichzeitig von diesen Puncten und den genamn- . 


ten Richtungen, are m nehmen. Auf 
solche Weise sind PSP R- IT etc, die ersten Ab- | 


leitungen der HA - Flichen, deren Abscissen pP 


q ...., und deren Ordinaten ?, Q.... sind: (28. ter 


Theil.) Bezeichnet man also diese Curven-Flächen 
durch (P), (®).. .., und nimmt die Stammgrösse 


‚, der beiden- Glieder der Gleichung im vorigen Para- 


graph, so erhält man, wenn man mit 2 multiplieirt 


‚und die Geschwindigkeiten von M, N ...., für den 
„Augenklick, wenn die Flächen (?), m „Null sind, 
U, P.... nennt, u 


M? + Nv2. „—MIR—NP:.. = == 2(P) + 2. 


Diese Gleichung ist derjenigen von (42.), ee 


" Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte ausdrückt, 


ganz gleich. Aber sie ‘ist hier, umebhängig von den 


- Functionen, welche die Kräfte ?, .. ins bezeichnen 


können, ausgedrückt. 


Nimmt man an, dass diese Krißte, jede heson- 


ders, auf freie Körper wirken, deren Massen m, n.... 


BE ‚46. u. 
"sind, so erhält man, vermöge der Fundamental -Glei- 


chungen von . “ | h 
| ag | 





’ 





PETER man also mit „2 ag und nimmt 


die Be so erhält man - 


d | 
m(5) =a+2(P), n(52 ZUR 


u. s. w., wo a, b.... willkürliche Constanten sind. 


Setzt man, der Kürze wegen, dass die Geschwindig- 


i dp d m: 
keiten . En etc. Null sind, wo die Flächen (), 


NL DR .. beginnen, so ist 
a0, b=o:... ., 
ds | 


m (2) 2 (B), „(ae = 2... 


wo izle zu sehen, dass m(S 2); (7 1)... 


die, von den Kräften P,QR...., während der Ent- 
‚stehung der Flächen (P), (Q)...., einzeln und frei 
hervorgebrachten Kräfte ankunken, so dass diese Flä- 
chen selbst, der Hälfte der erzeugten lebendigen Kräfte 
gleich sind, 

Wirken also diese Kräfte auf Körper, die anf i ir- 
gend eine Weise mit einander verbunden sind, so 
‚ bringen sie für jedes System, eine Vermehrung der 
lebendigen Kraft hervor, die der Summe der leben- 
' digen Kräfte gleich: ist, welche jede Kraft besonders 
‘hervorbringen würde, wenn sie auf einen freien Kör- 
per allein wirkte, und ihn, nach ihrer Richtung, durch 


einen 


« 


47.00. u 689 


m DE » \ 
einen: Raum triebe, der demjenigen gleich ist, wel- 


- chen er ach der . nemlichen' Richtung wirklich 


» 


‘ durchläuft.: Dieses ist, ‚was wesentlich das Princip 
.der ER dar We Kräfte: ‚ausmacht. * 


- Das Gesetz der Erhaltung der lebendigen Kräfte 


‚ist für die Theorie der Maschinen sehr wichtig. Der 


allgameine Zweck der Maschinen ist, die Wirkung der 


Ueberwindung der Hindernisse zu benutzen, welche 


sich der Bewegung, die man- hervorbringen will, ent- 


gegensetzen. Da diese Hindernisse nichts anders, 
als Kräfte sind, die den bewegenden Kräften entge- 
genwirken, so kann man sie als negative Kräfte be- 
trachten und behandeln, Bei jeder in Bewegung be- 


findlichen Maschine ist also die gesammte Vermeh- 


rung der lebendigen Kraft immer der Summe der 
lebendigen Kräfte gleich, welche die bewegenden 
Kräfte hervorgebracht haben würden, weniger der 


Summe derjenigen, welche die Hindernisse hätten her- _ 


vorbringen können, wenn sich die Puncte, auf wel- 
che alle diese Kräfte wirken, frei bewegten. 


Man kann.fast alle nutzbaren Kräfte auf die 
"Schwere und die Federkraft redueiren. Ein Gewicht ° 
p, welches frei von einer Höhe A herunter fällt, er- 
langt eine lebendige Kraft 2 7. Denn da in diesem 


Falle die Kraft P constant ist, so ist die Fläche .(P), 
dem Producte der Ordinate ? in die Ahscisse % gleich. 


' Hat man also die Fall-Höhe % eines Gewichts ? 
zur Disposilion, so kann man eine lebendige Kraft 


2 Ph verwenden, welche daun bei irgend einer Ma- 
i. [44] 


bewegenden Kräfte, auf die 'schicklichste Weise, zur‘ 


r 


._ 
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\ 


chin als. Kraft oder Wilerstand vorkommen darf 


Eine gespannte Feder bringt, wenn sie sich. aufthut, 
“eine lebendige Kraft hervor, die von der Kraft der 


_# Feder und dem Raume abhängt, durch welche die 


Feder sich öffnet, und welche der doppelten Fläche 
(PM “gleich ist. Hat man also eine, bis auf einen ge- 
wissen Pungt, gespannte Feder, welche sich um eine 
“ gewisse Weite öffnen kann, so wird dadurch eine 
gegebene lebendige Kraft für irgend eine Maschine - 
‘ nuützbar. Auf diese Weise lässt sich sagen, dass eine 


‚gegebene Wassermenge, von :bestunmtem Umfange 


und Höhe, eine gegebene ‚Menge Kohlen zur Ver- 
dampfung einer, gegebenen Menge Wassers, eine ge- 


| gebene Menge Schiess-Pulver, die Tages - Arbeit ei- 


nes 'Thieres etc:, emer bestimmten lebendigen Kraft . 
gleich sind, die sich. willkürlich anwenden, aber 


_ durch kein mechanisches Mittel vermehren 


lässt. [Die obigen Formeln enthalten also zugleich 
den Beweis der Unmöglichkeit des ie a -mo=- _ 
bile. l. 

“, Man kann daher immer eine Maschine als Et- 


‚was betrachten, das bestimmt ist, eine gegebene leben- 


dige Kraft zu zerstören und dafur eine andere ge- 


E gebene lebendige Kraft hervorzubringen. Und aus 
dem allgemeinen Principe folgt, dass die lebendige 


Kraft der bewegenden Kräfte, diejenigen der Wider- 
stände um so viel übertreffen muss, als die gesammte 
lebendige Kraft aller Körper beträgt, die sich, von 
jenen Kräften getrieben, bewegen, Kommen bei der 
Bewegung plötzliche Veränderungen vor, so muss man 


. die Symme der lebendigen Kräfte hinzuthun, welche aus 
den, bei dem Stosse, verlorenen Kräften entstehen. (44.) 
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"Auf solche Weise Tässt Sich der Effect jeder Ma- 
.schine berechnen, ‘und es lassen sich die Bedingun- 


‚ gen angeben, unter welchen dieser Effect, unter dn 


aaa I Umständen, 'bei der ge Maschine 
so gross ist als möglich, 

- Ich will mich nicht‘ weiter auf PERL in 
der Mechanik einlassen, oder bei Auflösung einzelner 
Aufgaben aufhalten. Da meine Absicht nicht ist, ‘eine 
‚Abhandlung der Mechanik zu schreiben, so begnüge ich 


mich, die Haupt - Lehrsätze und Fundamental- Glei- .. 


chungen der Mechanik, welche man gewöhnlich nür 


durch das Unendlich-Kleine beweiset, auf die Theorie 


der Functionen gegründet, und, auf eine neue Art, dieall- 
gemeinen Gesetze der Bewegung von beliebigen Kräften 
‚getriebener oder auf einander wirkender Körper vor- 
getragen zu haben. Ich verweise, wenn man ein grös- 
seres Detail verlangt, auf die analytische Me- 
chanik, | | 
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Zusatz 


zum zweiten ‚Abschnitte, des ersien Theils. 


ae: © j 
Die gegenseitigen Beziehungen der abgeleiteten Func- 
tionen und Differentiale, lassen sich auf verschiedene 

"Weise zeigen. Man bezeichne die constante Dif- 
ferenz der successiven Werte 2, + de, zr2de, 
x +3dx etc. der veränderlichen Grösse x durch dx, 

‚ so sind die correspondirenden Werthe der Grösse y, 
als Function von z betrachtet, vermöge der obigen 
Formel, wenn man darin nach und nach k=dez, 
2adz, Sir. \.. setzt, | 

$, ‚„ da? d’y dx’d’y dat dty _ 
rt det at aa" 
dx? d? V: dx’ d’y dx* d*’y 

| yradell + 2 dx? 4:85 3 423 ! 2.3.4 dı*" 

1 Pr dx? d’y __dx? d? ’y. daı*+ d*y _ 
y+3dız, + 9 —— r tz 7 das? 81 2.5.4 dat "" 


dx” d?y dx? d’y dx* d*y 
yradel + 16 — Pr da2* 43 Brandt der 











ete, 


en | ee 
Nimmt man hiervon; durch. wiederholte ‚Subtraetion,' 
die ersten, zweiten, dritten etc. Differenzen, "und be- 
| zeichnet solche durch dy, u „ Py..: 80 erhält man 
u BEN. er dx diy dx3 dr dx+ 1. Tea 
day da + MEERE Be 
dd Re dd 
dy=1ıT tig zu? asien es 


da? d’y = dey 
3 | — ——— —_— 
d3y m, 5 du +3 2.4" 
| . d«* der | 
+ 2 — 
ıy= 2.3.4 dx*+"" 


Nun setze man die Differenz‘ dx unendlich klein, so 
sind die Potenzen dx?, dx?.... von dx wieder, - 
jede gegen die. vorige, unendlich. klein, und. die Rei- 
hen, welche die Werthe der [ersten, zweiten, drit- - 
ten ‚ete.] Differenzen dy, d?y, d’y.... von y aus-. 
drücken, sind’ aus :Gliedern zusammengesetzt, deren 
jedes wieder gegen das vorhergehende unendlich klein 
ist, so dass, wenn man allemal. die Unendlich-Kleinen 
höherer Ordnung gegen e. niedriger weg- 
. lässt, blos 





d day | u 

1 Kan am Ede 2m Yan 
und folglich = 
dy _ dy dy dy diy _.d’y 


u EEE mn Pe 


dx dx’ da: da’ da? da?" 


‚ Hieraus sieht man, wie das Unendlich-Kleine die- 
nen kann, die Ableitungen zu finder, und es folgt 


daraus, dass die: Differential - Formeln 7, 7 Ar 


Me ae 
statt das auszudrücken, was sie zu bezeichnen schei- 
nen, in der 'That blos Zeichen sind, welche die ver- 
schiedenen Ableitungen ‚der Stammgrösse yy. die von 
‚derselben auf verschiedene Weise abhängen, &andeu- 
ten sollen. Un diesem Sinne sind auch- bei dieser 


Uebersetzung die alten Differential- Zeichen ge- 


‚braucht worden.] Man sehe die ıgte Vorlesung 
über die Functionen-Rechnung, welche Bemerkungen, 
. den Uebergang vom Endlichen zum Unendlich-Klei- 
nen betreffend, enthält. [Ir diesem Zusatze kann 
man, wenn man will, die alte Bezeichnung der 
sogenannten höheren Differentiale gerechtfertigt 
‚finden; allein es geschieht durch Nullen, die ge- 
. gen andere Nullen wieder Null sind: Von sol- 
' chen Nichtsen' lässt sich nichts deutlich begreifen.] 


w 


: Ende der Funttisnen- Theorie. 
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